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AVANT-PROPOS À LA PREMIÈRE: : 
ÉDITION FRANÇAISE 


Ce livre est consacré à l'exposé de la théorie des 
champs électromagnétique et gravitationnel. Confor- 
mément au plan général de notre cours de Physique 
théorique, nous n'étudierons pas dans ce tome les 
questions d’électrodynamique des milieux continus, 
nous bornant à l'électrodynamique « microscopique », 
à l'électrodynamique du vide et des charges ponctuel- 
les. 

Une théorie complète et cohérente du champ élec- 
tromagnétique implique la Relativité restreinte, et 
c'est pourquoi elle a été prise pour base de l'exposé. 
Les principes variationnels, qui donnent le marimum 
de généralité, d'unité et, en fait, de simplicité, ont 
servi de point de départ dans l'établissement des 
équations fondamentales. 

Les trois derniers chapitres sont consacrés à l'étude 
des champs de gravilation, c'est-à-dire à la Relati- 
vité générale. On n'exige pas du lecteur la con- 
naissance de l'analyse tensorielle, qui est exposée 
parallèlement au développement de la théorie. 

Nous remercions L. Gorkov, I. D:ialochynski et 
L. Pitaïevski de l'aide qu'ils nous ont fournie Lors 
de la vérification des formules dans le texte russe. 
Vous remercions également E. Gloukhian du soin 
apporté au difficile travail de traduction de ce livre. 


L. LANDAU, E. LIFCHITZ 
Moscou 
1964 


AVANT-PROPOS À LA TROISIÈME 
ÉDITION FRANÇAISE 


Cette traduction reproduit la dernière, 5€, édition 
russe (1967), pour laquelle le texte a été remanié 
en maints endroits et complété. Il va sans dire que 
les changements n'ont affecté ni le plan général, 
ni le caractère de l'exposé. 

Un changement essentiel (prévu par les deux 
auteurs) est le passage à une autre métrique quadri- 
dimensionnelle, et force a été d'introduire d'emblée 
les deux écritures, contra et covariante, des quadri- 
vecteurs. Ainsi est réalisée l'uniformité du système 
de notations dans les diverses parties du livre, de 
même que sa concordance avec le système en passe 
d'expansion universelle. Les avæntages de cette métri- 
que sont particulièrement essentiels dans ses appli- 
cations ultérieures en théorie quantique. 

Trois nouveaux paragraphes (112 à 114) ont été 
ajoutés au chapitre de la cosmologie relativiste de 
cette édition française. 

E. LIFCHITZ 


Novembre 1969 


QUELQUES NOTATIONS 


Quantités tridimensionnelles 


Les indices tensoriels tridimensionnels sont désignés par des lettres grecques 
Eléments de volume, d'aire et de longueur: dV, df, d 

Impulsion et énergie d’une particule: pet € 

Fonction d'Hamilton: & 

Potentiels scalaire et vecteur du champ électromagnétique @ et A 

Champs électrique et magnétique E et H 

Densités des charges et du courant: p et j 

Moment électrique dipolaire d 

Moment magnétique dipolaire m 


Quantités quadridimensionnelles 


Les indices tensoriels quadridimensionnels sont désignés par les lettres latines 
i, k, L…. ES Le les valeurs 0, 1, 2, 

La métrique adoptée a pour signature (+ — — —) 

Pour la regle d'élévation et d’abaissement des indices, cf. p. 27 

Les composantes des quadrivecteurs sont notées: Aï— (4°, A) 

Le tenseur antisymétrique unité d'ordre 4 est noté eik!{m, avec e01%3 — 1 (cf. dé- 
finition p. 30). 

4-rayon vecteur zî= (ct, r) 

4-vitesse ui dri/ds 

&-impulsion pi = ($/c, p) 

&-vecteur courant ji = (cp, pv) 

4-potentiel du champ électromagnétique Ai = (p, A) 

4-tehseur du champ électromagnétique Fy, = = — _ (pour le lien des 

e - ZT T' 

. composantes de Fy, avec les composantes de E et H, cf. p. 86) 

4-tenseur d'énergie-impulsion Ti* (cf. définition de ses composantes p. 111) 

Lgs.aotes du type I $ 18 renvoient au tome I, « Mécanique » 


CHAPITRE PREMIER 


LE PRINCIPE DE RELATIVITÉ 


$ 1. Vitesse de propagation des interactions 


La description des processus se déroulant dans la nature exige 
un référentiel. On entend par là l’ensemble d’un système de coor- 
données, pour repérer la position des particules dans l’espace, 
et d’une horloge pour indiquer le temps. 

Il existe des référentiels où le mouvement libre des corps, 
c'est-à-dire le mouvement de corps non soumis à l’action de forces 
extérieures, s'effectue avec vitesse constante. Ces référentiels sont 
dits d'inertie ou galiléens. 

Si deux référentiels sont animés l’un par rapport à l’autre d’un 
mouvement rectiligne uniforme et si l’un d'eux est d'inertie, 
il en va évidemment de même de l’autre (tout mouvement libre 
y est aussi rectiligne uniforme). Il y a donc autant que l’on voudra 
de référentiels d'inertie, en translation uniforme les uns par rapport 
aux autres. 

L'expérience révèle l'existence du principe de relativité. Ce prin- 
cipe stipule que toutes les lois de la nature sont identiques dans tous 
les référentiels d'inertie. En d’autres termes, les équations tradui- 
sant les lois de la nature sont invariantes dans les transformations 
des coordonnées et du temps correspondant à un changement de réfé- 
rentiel d'inertie. Cela signifie que, étant exprimée en fonction des 
coordonnées et du temps, l'équation décrivant une loi de la nature 
a la même forme quel que soit le référentiel d'inertie choisi. 

En mécanique classique, l'interaction de particules matérielles 
se décrit au moyen de l'énergie potentielle d’interaction, qui est 
une fonction des coordonnées de ces particules. On voit aisément 
que ce mode de description implique l’instantanéité des interactions. 
En effet, les forces que des particules exercent sur une particule 
donnée dépendent à tout instant, dans une telle description, seule- 
ment de la position des particules. Le changement de position 
de l’une quelconque des particules en interaction se reflète au même 
instant sur les autres particules. 
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Or, l'expérience prouve qu'il n'existe pas d'interaction instan- 
tanée dans la nature. C’est pourquoi la mécanique, qui part de ce con- 
cept de propagation instantanée des interactions, contient une cer- 
taine imprécision. En fait, si un des corps en interaction subit 
un changement quelconque, la répercussion sur un autre corps 
du système n'aura lieu qu'après l'écoulement d’un certain temps. 
C'est seulement au bout de ce temps que ce dernier corps sera le 
siège de processus dus à ce changement. Faisant le quotient dela 
distance entre les deux corps par l'intervalle de temps, nous trou- 
vons la « vitesse de propagation des interactions ». 

Notons que cette vitesse aurait pu s'appeler vitesse maximum 
de propagation des interactions. Elle ne définit que le laps de temps 
au bout duquel le changement que subit un corps commence à se 
manifester sur un autre. Il est évident que l'existence d’une vitesse 
limite de transmission des interactions signifie en même temps 
qu'il ne peut exister dans la nature de mouvement de vitesse supé- 
rieure. En effet, si un tel mouvement pouvait avoir lieu, il pourrait 
servir à réaliser une interaction douée d’une vitesse supérieure à la 
vitesse limite de transmission des interactions. 

Souvent on dit de l'interaction se propageant d'une particule 
à une autre que c’est un « signal » émis par celle-là pour informer 
celle-ci d’un changement. On parle alors de la vitesse de transmis- 
sion des interactions comme de la « vitesse d'un signal ». 

Du principe de relativité il découle, notamment, que la vitesse 
de propagation des interactions est la même dans tous les référen- 
tiels d'inertie. C’est donc une constante universelle. 

Comme on le montrera par la suite, cette vitesse constante est 
aussi la vitesse de propagation de la lumière dans le vide; c’est 
pourquoi on l’appelle vitesse de La lumière. On la désigne habituelle- 
ment par la lettre c, dont la valeur numérique est, d’après les 
dernières mesures, 


. c = 2,99793.101° cm/s. (1,1) 


La grandeur de cette vitesse explique le fait que dans la plupart 
des cas usuels la mécanique classique est suffisamment précise. 
La plupart des vitesses rencontrées sont si petites par rapport 
à la vitesse de la lumière que, supposant cette dernière infinie, 
on n'’altère pratiquement pas la précision des résultats. 

Le principe de relativité auquel on a associé la limitation de la 
vitesse de propagation des interactions est appelé principe de rela- 
tivité d'Einstein (il a été énoncé par A. Einstein en 1905), par oppo- 
sition au principe de relativité de Galilée qui supposait infinie 
la vitesse de propagation des interactions. 

La mécanique basée sur le principe de relativité d’Einstein 
{nous l’appellerons tout simplement principe de relativité) est dite 
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relativiste. Dans le cas limite où les vitesses des corps en mouvement 
sont petites par rapport à la vitesse de la lumière, on peut négliger 
l'influence de la limitation de la vitesse de propagation des inter- 
actions sur le mouvement. Alors, la mécanique relativiste s’iden- 
tifie avec la mécanique ordinaire, qui part de l’hypothèse de 
l'instantanéité de la transmission des interactions ; cette mécanique 
est appelée newtonienne ou classique. On peut passer formellement 
de la mécanique relativiste à la mécanique classique en faisant 
c—+ oo dans les formules de la mécanique relativiste. 

Déjà en mécanique classique l’espace est relatif, c'est-à-dire 
que les relations spatiales entre divers événements dépendent 
du référentiel dans lequel ils sont décrits. L'affirmation que deux 
événements ont lieu à des instants différents en un même point 
de l’espace ou, plus généralement, à une distance déterminée l’un 
de l’autre ne prend un sens que si on a indiqué le référentiel où cette 
affirmation est formulée. 

Par contre, le temps est absolu en mécanique classique; en 
d’autres termes, les propriétés du temps sont considérées comme 
indépendantes du référentiel: il est le même dans tous les référen- 
tiels. Cela signifie que si deux événements quelconques sont simul- 
tanés pour un observateur, ils le sont également pour tout autre 
observateur. Plus généralement, le temps écoulé entre deux évé- 
nements donnés doit être le même dans tous les référentiels. 

Or, il est facile de s’assurer que le concept de temps absolu 
se trouve en profonde contradiction avec le principe de relativité 
d’Einstein. Il suffit pour cela de se rappeler qu’en mécanique clas- 
sique, basée sur la notion de temps absolu, joue la loi bien connue 
d’addition des vitesses, qui stipule que la vitesse d’un mouvement 
composé est égale tout simplement à la somme (vectorielle) des 
vitesses composantes. Si cette loi était universelle, elle devrait 
s'appliquer aussi à la propagation des interactions. Il s’ensuivrait 
alors que la vitesse de cette propagation devrait être différente selon 
le système d'inertie choisi, contrairement au principe de relativité. 
Cependant, l'expérience confirme entièrement, sous ce rapport, 
le principe de relativité. Ce sont justement les mesures, faites pour 
la première fois par Michelson (1881), qui ont révélé l’indépendance 
complète de la vitesse de la lumière par rapport à la direction 
de sa propagation, alors qu’en mécanique classique la vitesse de 
la lumière dans le sens de la translation de la Terre devrait être 
différente de celle dans le sens opposé. 

Ainsi, le principe de relativité conduit à ce résultat que le temps 
n'est pas absolu. Le temps s'écoule différemment dans divers réfé- 
rentiels. 

Par conséquent, l'affirmation que deux événements donnés 
sont séparés par un laps de temps déterminé ne prend un sens qu’a- 
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près indication du référentiel où cette affirmation est faite. Notam- 
ment, des événements simultanés dans un certain référentiel ne le 
seront pas dans un autre. 

Pour l'expliquer, il est commode de considérer l° exemple simple 
suivant. Considérons deux référentiels d'inertie À et K' avec res- 
pectivement pour axes de coordonnées zyz et z’y’z’, le référentiel 
K' se déplaçant vers la droite avec coïncidence des axes x et x’ 
(fig. 1). 

D'un point 4 sur l'axe z' envoyons des signaux en deux direc- 
tions opposées. Etant donné que la vitesse de propagation d'un 


Fig. { 


signal dans le référentiel A’ est, comme dans tout référentiel 
d'inertie, égale (dans les deux directions) à c, les signaux attein- 
dront des points B et C équidistants de À au même instant (dans 
le référentiel X’). Cependant, il est facile de voir que ces deux 
mêmes événements (arrivées du signal en B et C) ne sont nullement 
simultanés pour un observateur lié au référentiel X. En effet, con- 
formément au principe de relativité, la vitesse des signaux relati- 
vement au référentiel À est aussi égale à c, et comme le point B 
va, (relativement aü référentiel X) au-devant du signal émis dans 
K kt que le point C fuit devant le signal (envoyé de À vers C), il 
s'ensuit que, dans X, le signal arrive plus tôt en B qu'en C. 

Ainsi, le principe de relativité d’Einstein introduit des change- 
mefits fondamentaux dans les principales notions physiques. 

La conception que nous avons de l'espace et du temps n'est 
qu ’approximative et provient de ce que dans la vie courante nous 
n'avons affaire qu'à des vitesses infimes en comparaison de la vitesse 
de la lumière. 


$ 2. Intervalle 
Par la suite, nous utiliserons fréquemment la notion d’'événe- 


ment. Un événement est défini par son lieu et par son temps. De sor- 
te qu’un événement relatif à une particule matérielle sera déterminé 
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ee les trois coordonnées de cette particule et l'instant où il a eu 
ieu. 

Souvent il est commode, par raison de clarté, d'utiliser un espa- 
ce représentatif à quatre dimensions, dont on porte sur les axes 
les trois coordonnées spatiales et le temps. Dans cet espace un évé- 
nement sera représenté par un point. De tels points sont appelés 
points d'univers. À toute particule correspond une certaine ligne 
(ligne d’univers) dans cet espace représentatif. Les points de cette 
ligne définissent les coordonnées de la particule à tout instant. 
Une particule matérielle en mouvement rectiligne uniforme aura 
évidemment pour ligne d'univers une droite. 

Traduisons maintenant le principe de l’invariance de la vitesse de la 
lumière en langage mathématique. A cet effet, considérons deux ré- 
férentiels X et X’ se déplaçant l’un par rapport à l’autre avec vitesse 
constante. Nous choisissons les axes de coordonnées de sorte que les 
axes zet zx’ coïncident et que les axes y et z soient parallèles à y” 
et z’; désignons par t et {”’ le temps dans les référentiels X et K”. 

Soit un premier événement consistant en l’émission d'un signal 
qui se propage à la vitesse de la lumière à partir d’un point de coor- 
données x, y1, Z, à l'instant {, dans le référentiel X. Nous obser- 
verons dans À la propagation de ce signal. Un second événement 
consistera en l’arrivée du signal au point Z+, ye, Z+ à l'instant f.. 
Le signal se propage à la vitesse c, et le chemin parcouru est, par 
conséquent, ct, — t;). D'autre part, cette même distance est 


[22 — 23) + (Ye — y) + (2 — z)°] 2. 


De sorte que nous pouvons écrire la relation suivante entre les 
coordonnées des deux événements dans le référentiel X : 
(ta — 23) + (Ve — y3)* + (2e — 21) — c° (te — 41) = 0. (2,1) 
Ces deux événements, c’est-à-dire la propagation du signal, 
peuvent être observés dans le référentiel X”’. Soient x;, y;, 3,, t; les 
coordonnées du premier événement dans le référentiel X” et z,, y.. 
z,, t,, celles du second. La vitesse de la lumière étant la même aussi 
bien dans X que dans Æ’, nous avons la relation analogue à (2,1): 


(2) + Guy) + (2) — cf (ts — 1) = 0. 2,2) 
Lorsque y, Yyr Zi» 4 @Ù To, Ye, 22, l> sont les coordonnées de 
deux événements quelconques, la quantité 
o a a a o1l/e 
Sy2 = [C? (le — 4) — (re — 23) — (Ya — y) — (22 — 55)°] À (2,3) 


est appelée intervalle entre ces deux événements. 

I1 découle ainsi de l’invariance de la vitesse de la lumière que 
si l'intervalle de deux événements est nul dans un système de réfé- 
rence, il sera aussi nul dans tout autre. 
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Si deux événements sont infiniment voisins, leur intervalle 
ds s'écrit: 
® = c° dt® — di® — dy — dz!. (2,4) 


La forme des expressions (2,3) et (2,4) permet de considérer 
l'intervalle du point de vue mathématique formel comme la dis- 
tance entre deux points dans l’espace représentatif quadridimension- 
nel (dont on porte sur les axes x, y, z et le produit ct). Mais la règle 
suivant laquelle on forme cette distance présente une différence 
fondamentale par rapport à la règle de la géométrie ordinaire: 
lorsqu'on forme le carré de l'intervalle, on affecte dans la sommation 
les carrés des différences de coordonnées non pas par le même signe, 
mais par des signes différents !. 

Comme nous l’avons vu ci-dessus, ds — 0 dans un référentiel 
d'inertie entraîne ds’ — 0 dans tout autre. D'autre part, ds et ds’ 
sont des infiniment petits de même ordre. Ces deux circonstances 
font que ds° et ds'® doivent être proportionnels: 


ds? — a ds'?, 


en outre, le coefficient a ne peut dépendre que de la valeur absolue 
de la vitesse relative des deux référentiels d'inertie. Il ne peut 
contenir les coordonnées et le temps, car alors différents points 
de l’espace et instants ne seraient pas équivalents, ce qui contredit 
l'uniformité de l’espace et du temps. Il ne peut dépendre non plus 
de la direction de la vitesse relative, ce qui contredirait l’isotropie 
de l’espace. 

Considérons trois référentiels X, X,, K, et soient V; et V, les 
vitesses de Æ, et K, par rapport à X. Nous avons alors: 


ds® — a(V;)ds;, ? = a (V2) ds;. 
g Et pour la même raison 
£ ds = a (Ve) dé, 


où, Vs est la valeur absolue de la vitesse de K2 par rapport à X1. 
De la comparaison de ces formules nous déduisons : 


a (Ve) 7 

ty — 2e). (2,5) 
Mais V;, dépend non seulement des valeurs absolues des vecteurs 
Viet V;, mais aussi de l'angle qu'ils forment. Or, cet angle n’entre 
pas dans le premier membre de la relation (2,5). Il en résulte donc 


1 La géométrie quadridimensionnelle définie par la forme quadratique 
(2,4) est dite pseudo-euclidienne, à la différence de la géométrie euclidienne 
usuelle. Elle a été construite, en vue de la théorie de la relativité, par H. Min- 
kowski. 
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que cette relation ne peut avoir lieu que si la fonction aj(V) se réduit 
à une constante, égale, d’après cette même relation, à l'unité. 
Nous avons donc 


ds® = ds'?, 


et l'égalité d’intervalles infiniment petits entraîne celle d'’inter- 
valles finis: s — 5". 

Nous sommes arrivés à un résultat très important : l'intervalle 
de deux événements est le même dans tous les référentiels d'inertie, 
c'est-à-dire un invariant de la transformation d'un référentiel 
d'inertie dans un autre. Telle est l’expression mathématique de la 
constance de la vitesse de la lumière. 

Soient encore xi, Yi, Zi, É1 €@t Ze, Yes Ze, ts es Coordonnées 
de deux événements dans le référentiel ÆX. On demande s’il existe 
un référentiel X’ dans lequel les deux événements coïncideraient 
dans l'espace. 

Posons : 


to— titi (22 — 23) + (yo — y) + (2— 2) = 


L'expression du carré de l’intervalle est alors dans X : 


et dans À”: 


et, en vertu de l’invariance de l'intervalle, 


242 2 — 292 2 

C Ua bir=C lo — 12° 

Nous voulons que dans X” les deux événements aient lieu en un 
même point, donc que /,,—0. Alors 


Sa = Ctia— de = ts > 0. 


Par conséquent, le référentiel cherché existe si #, > 0, c'est-à-dire 
si l'intervalle des deux événements est réel. Les intervalles réels 
sont dits du genre temps. 

Ainsi, si l'intervalle de deux événements est du genre temps, 
il existe un référentiel dans lequel les deux événements ont eu lieu 
en un même point. Le temps écoulé entre ces deux événements est 
dans ce référentiel 


LV | 
= VER, 2. (2.6) 


Lorsque deux événements sont relatifs à un même corps, leur 
intervalle est toujours du genre temps. En effet, le chemin parcouru 
par le corps entre les deux événements ne peut être supérieur à ctie, 
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car la vitesse du corps ne peut dépasser c. C'est pourquoi nous avons 
toujours : 


Li << Cl. 


Voyons maintenant s'il est possible de choisir un référentiel 
tel que les deux événements y soient simultanés. Nous avons, tout 
comme avant, dans À et K°: c°t5, — li, — c°t;5 — L;5. Nous voulons 
voir t,, — 0; d'où 

Se —lÿ5<0. 


Par conséquent, le référentiel cherché existe seulement dans le cas 
où l'intervalle s;, entre les deux événements est imaginaire. Les 
intervalles imaginaires sont dits du genre espace. 

Ainsi, lorsque l'intervalle entre deux événements est du genre 
espace, il existe un référentiel dans lequel les deux événements sont 
simultanés. La distance entre les points 
où ces événements ont eu lieu est dans 
ce référentiel 


L,= VE CE, = isye. (2,7) 


La classification en intervalles des 
genres temps et espace est, en vertu de 
leur invariance, une notion absolue. Ce- 
la signifie que la propriété d'un inter- 
valle d'être du genre temps ou espace 
est indépendante du système de référence. 

Prenons un événement quelconque — 
nous l’appellerons événement O0 — 
pour origine du temps et des coordon- 
nées spatiales. En d’autres termes, dans 
le système quadridimensionnel de coor- 
données dont nous portons sur les axes x, y, z, t, le point d’univers 
O sera l’origine des coordonnées. Voyons maintenant dans quels 
rapports se trouvent les autres événements avec l'événement don- 
né O. Pour faciliter la représentation, nous ne prendrons qu'une seule 
coordonnée spatiale et le temps, que nous porterons sur deux axes 
(fig. 2). Le mouvement rectiligne uniforme d’une particule passant 
par le point x = 0 pour t — 0 sera représenté par une droite passant 
par O et faisant avec l’axe des { un angle dont la tangente est égale 
à la vitesse de la particule. La plus grande vitesse possible étant 
égale à c, il existe un angle limite pour les angles formés par ces 
droites avec l'axe des temps. On a tracé sur la fig. 2 les deux droites 
représentant la propagation de deux signaux (à la vitesse de la lumiè- 
re) dans deux directions opposées passant par l'événement O (c’est-à- 
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dire passant par le point x = 0, { — 0). Toutes les droites repré- 
sentant le mouvement de particules sont assujetties à passer dans 
les régions aOc et dOb. Sur les droites ab et cd nous avons, évidem- 
ment. x — —+oct. Considérons d'abord des événements dont les 
points d'univers se trouvent dans la région aOc. Il est facile de voir 
que nous avons en tous les points de cette région ct? — 1° > 0. 
Autrement dit, l'intervalle entre tout événement de cette région 
et l'événement O est du genre temps. Dans cette région t > 0, 
c'est-à-dire que tous les événements y ont lieu « après » l’événe- 
ment ©. Mais deux événements séparés par un intervalle du genretemps 
ne peuvent être simultanés dans aucun référentiel. Par conséquent, 
il est impossible de choisir un référentiel dans lequel un événement 
arbitraire de la région aOc aurait lieu « avant » l'événement O, 
auquel cas nous aurions ?{ << 0. Il en résulte que tous les événements 
de la région aOc sont postérieurs à O, et cela quel que soit le système 
de référence. C'est pourquoi on pourra l'appeler la région du « futur 
absolu » relativement à l'événement O. 

D'une manière tout à fait analogue, tous les événements de la 
région bOd sont du « passé absolu » par rapport à ©, c’est-à-dire 
que les événements de cette région sont antérieurs à O dans tous les 
référentiels. 

Enfin, considérons encore les régions dOa et cOb. L'intervalle 
entre tout événement de ces régions et l'événement © est du genre 
espace. Quel que soit le référentiel, ces événements auront toujours 
lieu en différents points de l'espace... On pourra donc appeler ces 
régions « régions d’éloignement absolu » par rapport à O. Toutefois, 
les notions « simultanément », « avant » et « après» sont relatives 
pour les événements de ces régions. Pour tout événement de cette 
région, il existe des référentiels où il est postérieur à O, d’autres 
où il y est antérieur et, enfin, un référentiel où il est simultané 
avec ©. 

Notons que si l’on considère toutes les trois coordonnées spatiales 
au lieu d’une seule, on aurait sur la fig. 2 au lieu de deux droites 
concourantes un « cône » x° + y? + 2° — ct? — 0 dans le système 
quadridimensionnel de coordonnées z, y, z, t, dont l'axe coïncide 
avec celui des t (c’est le cône de lumière). Les régions du « futur 
absolu » et du « passé absolu » se trouvent alors respectivement dans 
l'une ou l'autre des deux nappes du cône. 

Deux événements ne peuvent être liés de cause à effet que si leur 
intervalle est du genre temps, conséquence immédiate de l’impossi- 
bilité d'interactions se propageant plus vite que la lumière. Comme 
nous venons de le voir, les notions « avant » et « après » ont un sens 
absolu pour ces événements, ce qui est une condition indispensable 
pour que les notions de cause et d'effet aient un sens. 
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$ 3. Temps propre 


Imaginons que nous observions dans un référentiel d'inertie 
une horloge animée d’un mouvement arbitraire par rapport à nous. 
Ce mouvement peut être considéré comme uniforme à chaque instant. 
IT en résulte que nous pouvons à chaque instant attacher rigidement 
un système de coordonnées à l'horloge, qui sera aussi (en même 
temps que l’horloge) un référentiel d'inertie. : 

Dans le temps infiniment petit dé (indiqué par l'horloge au repos, 
c'est-à-dire dans notre référentiel) l’horloge mobile parcourt la dis- 
tance ÿ dr° + dy* + dz*. Quel sera alors le temps d£’ indiqué par 
cette horloge? L'horloge mobile étant au repos dans son référentiel, 
nous avons dr’ = dy’ = dz’ = 0. En vertu de l’invariance de l'inter- 
valle, 

ds? = c? dt® — dx? — dy? — dz° = c° dt'?, 


d'où 
did) 1 ASE 
c? dt? : 
Or, 


dt+ay+dt à 


dt® - 
où v est la vitesse de l'horloge mobile; donc 
, ds v? 
a-# ui À. (3,1) 


L'intégration de cette expression donne le temps indiqué par l’hor 
loge mobile, celui indiqué par l'horloge au repos étant respective 


ment f—t;: ; 
2 
tt = 1122 12. (3,2) 


1 
Le temps indiqué par une horloge entraînée par un corps donné 
est appelé temps propre de ce corps. Les formules (3,1) et (3,2) 
“e$priment le temps propre en fonction du temps du référentiel auquel 
le mouvement considéré est rapporté. 

Les formules (3,1) et (3,2) montrent que le temps propre d'un 
corps en mouvement est toujours plus court que le temps correspon- 
dant dans le référentiel fixe. Autrement dit, une horloge mobile 
marche plus lentement qu'une horloge au repos. 

Soit maintenant une horloge animée d’une translation uniforme 
dans un référentiel d'inertie donné X. Le référentiel de l'horloge 
K' est aussi d'inertie. Ceci étant, l'horloge de X” retarde sur celle 
d’un observateur dans Æ. Et inversement, du point de vue de X’ 
c'est l'horloge dans X qui retarde. On peut s'assurer qu’il n’y a là 
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aucune contradiction en prenant en considération le fait suivant. 
Pour constater que l'horloge de À” retarde sur celle de À, on procède 
ainsi. Imaginons que l'horloge de Æ’ croise celle de X et que les 
indications coïncident alors. Il s’agit de comparer une nouvelle fois 
les indications de l'horloge de À’ avec une autre horloge de X, qu'elle 
croise en chemin. Nous constatons de la sorte que l’horloge de X” 
retarde sur l'horloge de XÀ avec laquelle elle est comparée. Nous 
voyons que pour pouvoir comparer la marche d’horloges dans deux 
référentiels différents, nous devons avoir plusieurs horloges dans 
un référentiel de comparaison. Il en résulte que ce processus n'est 
pas symétrique relativement aux deux référentiels. L’horloge com- 
parée aux horloges de l’autre système retarde toujours. 

Si l’on considère maintenant deux horloges et que l’une d’elles 
revienne vers l’autre (immobile) après avoir décrit une trajectoire 
fermée, c'est l'horloge mobile qui retardera (par rapport à l’horloge 
immobile). Le raisonnement inverse, d’après lequel les rôles des 
horloges seraient intervertis, est inadéquat, car l'horloge décrivant 
la trajectoire fermée n’est pas animée d’une translation uniforme, 
donc son référentiel ne saurait être d'inertie. 

Comme les lois de la nature sont identiques seulement dans des 
référentiels d'inertie, les référentiels de l'horloge au repos (système 
d'inertie) et de l’horloge mobile (système non inertiel) jouissent de 
propriétés différentes, et le raisonnement d’après lequel l’horloge 
immobile devrait retarder est faux. 

b 


Le temps indiqué par une horloge est égal à l'intégrale L f ds, 


a 
étendue à la ligne d’univers de cette horloge. Si elle est au repos, 
sa ligne d’univers est une droite parallèle à l’axe des temps ; si elle 
décrit un mouvement non uniforme et revient à son point de départ, 
la ligne d'univers sera une courbe passant par deux points pris sur 
la droite d’univers d’une horloge immobile, correspondant aux 
instants initial et final du mouvement. D'autre part, nous avons 
vu que le temps indiqué par une horloge au repos est toujours plus 
grand que celui d’une horloge mobile. On en déduit que l’intégrale 
b 


\ ds prise entre deux points d’univers donnés atteint sa valeur maxi- 


a 

mum lorsqu'elle est étendue à la droite d’univers entre ces deux 
ï 1 

points *. 


1 Il est bien entendu que les points a et b et les lignes qui les unissent 
sont tels que tous les ds sont du genre temps sur les lignes. 

Cette propriété de l'intégrale est due à ce que la géométrie quadridimension- 
nelle est pseudo-euclidienne. Dans l’espace euclidien l'intégrale serait minimum 
le long d’un segment de droite. 
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$ 4. Transformation de Lorentz 


Proposons-nous maintenant de trouver les formules de transfor- 
mation d’un référentiel d'inertie à un autre, c’est-à-dire les formules 
exprimant les coordonnées 2’, y’, z’, {’ d’un événement dans un réfé- 
rentiel X’ en fonction des coordonnées x, y, z, t de ce même événe- 
ment rapporté à un référentiel X. 

Cette question se résout très facilement en mécanique classique. 
En vertu de l’absolutisme du temps, nous avons t = t’; puis, les 
axes étant choisis comme de coutume (x et x’ coïncident, y et z sont 
parallèles à y’ et z’, glissement le long de zx et x’), les coordonnées 
y et z sont évidemment égales à y” et z’, et les coordonnées zx et zx’ 
se distinguent l’une de l’autre par la distance parcourue par un réfé- 
rentiel relativement à l’autre; si l’on prend pour instant initial 
l'instant où les deux référentiels coïncident et si l’on désigne par 
V la vitesse de X” par rapport-à X, cette distance sera alors Vi. 
De sorte que 


z=x + Vt, y=y", 2=—7, t—=t. (4,1) 


Ce sont les formules de transformation de Galilée. On constate aisé- 
ment, comme il se doit, que cette transformation né satisfait pas 
à la condition de la théorie de la relativité: elle ne laisse pas inva- 
riant l'intervalle de deux événements. 

En ce qui concerne les formules relativistes de transformation, 
nous les chercherons de manière à ce qu’elles conservent l’'inter- 
valle. 

Comme nous l'avons vu au $ 2, l'intervalle entre deux événe- 
ments peut être considéré comme la distance entre les deux points 
d’univers correspondants dans un système de coordonnées à quatre 

imensions. Nous pouvons donc affirmer que la transformation 
cherchée doit conserver toutes les longueurs dans l’espace quadri- 
dimensionnel z, y, z, ct. Ces transformations ne sont autres que les 
translations et les rotations du système de coordonnées. Les trans- 
‘Hâtions, elles, ne présentent pas d'intérêt, car elles se traduisent 
tout simplement par un transport de l'origine des coordonnées et un 
changement de l'instant initial. Ainsi, la transformation cherchée 
est mathématiquement une rotation de l'espace des quatre coordon- 
nées zx, y, 2, Î. 

Toute rotation de l’espace à quatre dimensions peut être décom- 
posée en 6 rotations dans les plans zy, zy, xz, tr, ty, tz (de même 
qu’une rotation dans l’espace ordinaire peut être décomposée en 
trois rotations dans les plans zy, zy et xz). Les trois premières rota- 
tions n’affectent que les coordonnées spatiales ; ce sont des rotations 
ordinaires de l’espace euclidien. 
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Considérons une rotation dans le plan tx; les coordonnées y et z 
sont alors conservées. Cette transformation doit notamment con- 
server la différence (ct) — zx°, qui est le carré de lac distance » 
du point (ct, x) à l’origine des coordonnées. Le lien entre les ancien- 
nes coordonnées et les nouvelles dans cette transformation est donné 
sous la forme la plus générale par les formules 


æ=z"chd+ctsh%#, ct—zx shŸ+ct’ch, (4,2 


+ étant l'« angle de rotation »; on peut s'assurer par une simple 
vérification qu'on a bien alors c?t? — 1° = ct’? — x'?. Les formu- 
les (4,2) diffèrent des formules usuelles de rotation des axes par 
le fait que les fonctions trigonométriques ont été remplacées par des 
fonctions hyperboliques. Ceci traduit la différence entre géométries 
pseudo-euclidienne et euclidienne. 

Nous allons établir des formules de transformation du passage 
d'un référentiel d'inertie À à un autre X’ glissant par rapport 
à X avec la vitesse V le long de l’axe des z. Il est alors évident que 
seuls sont transformés la coordonnée x et le temps ft. Ceci étant, 
cette transformation doit être de la forme (4,2). Reste à déterminer 
l’angle +, qui dépendra de la seule vitesse relative V !. 

Considérons dans X le mouvement de l’origine des coordonnées 
de Æ'. Alors x’ — 0 et les formules (4,2) deviennent: 


æz=c’sh%, ct—ct’ ch, 
ou, divisant membre à membre : 
Zz 
= th y. 


Or, z/t est, de toute évidence, la vitesse V de X’ par rapport à X. 
De sorte que 


th P—=— 
D'où 
y 
Te 1 
Sh = ——— , Ch = ——— . 
V2 V2 
V 4 fa 
c? c? 
On trouve en substituant dans (4,2): 
LA V  S 
reve te 


(4,3) 


? Pour éviter toute confusion, nous désignons partout par V la vitesse 
relative constante de deux référentiels galiléens et par v la vitesse d'une parti- 
cule en mouvement, nullement assujettie à être constante. 
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Telles sont les formules de transformation cherchées. On les appelle 
formules de transformation de Lorentz, et elles seront d’une grande 
importance par la suite. 

Les formules inverses, exprimant x’, y’, z’, t’ en fonction de 
Z, y, 5, t, peuvent être obtenues le plus simplement en changeant 
V en —V (étant donné que X est animé de la vitesse —V par rapport 
à Æ”). On peut les obtenir aussi directement en résolvant (4,3) par 
rapport à z’,y', 2, lt’. 

Ïl résulte aussitôt de (4,3) que, lors du passage à la mécanique 
classique en faisant c —+ oo, lès formules de transformation de Lo- 
rentz se réduisent effectivement à la transformation de Galilée. 

Si l’on fait V > c dans les formules (4,3), les coordonnées zx, 
t deviennent imaginaires. Ceci est dû à l'impossibilité de mouvements 
avec vitesse supérieure à celle de la lumière. On ne saurait utiliser 
non plus un référentiel se déplaçant à la vitesse de la lumière, car 
les dénominateurs dans les formules (4,3) s’annuleraient. 

Pour des vitesses V petites par rapport à celle de la lumière, 
au lieu de (4,3) on pourra se servir des formules approchées 


x=x +Vi, y=y", 23—=2, t=t +. (4,4) 


Considérons maintenant une règle au repos dans le référentiel 
K, cette règle étant posée parallèlement à l'axe des zx. Soit 
Az = 2: — x, (x et x, étant les coordonnées des extrémités de 
la règle dans Æ) sa longueur mesurée dans ce référentiel. Cherchons 
maintenant la longueur de cette règle dans K”. Pour cela, il faut 
trouver les coordonnées des deux extrémités (x, et r;) dans ce sys- 
tème à un même instant t’. On tire de (4,3): 
zi+ ve z;+Vr 


T7 TGS ? 2 De pr 
vi- FE Éner-e 


? 
ka longueur de la règle dans le référentiel Æ” est Az’=zx,—x;; 
on trouve pour z:—z, l'expression 


eee 
Vie 
C= 


On appelle longueur propre d'une tige sa longueur dans le réfé- 
rentiel où elle repose. Désignons-la par /, — Ar, et soit ! sa longueur 
dans un autre référentiel Æ’. Alors 


I=bV 1-7. (4,5) 


Ainsi, la tige est la plus longue dans le référentiel où elle est 
au repos. Elle se contracte dans le référentiel où elle se meut avec 


A 
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la vitesse Ÿ dans le rapport de V1 — V?/c°. C'est ce qu'on appelle 
en Relativité la contraction de Lorentz. 

Etant donné que les dimensions transversales d’un corps ne 
varient pas pendant sa translation, son volume 7” est aussi réduit 
dans le même rapport 


Fay ie: (4.6) 
où 7" est le « volume propre » du corps. 

Les transformations de Lorentz nous permettent de retrouver 
nos résultats antérieurs sur le temps propre ($ 3). Considérons une 
horloge au repos dans X’. Soient deux événements ayant lieu en 
un même point de l’espace x’, y’, z’ rapporté à KX'. Le temps qui 
sépare ces deux événements dans Æ’ est At’ — t, — 1t;. Cherchons 
maintenant le temps At qui les sépare dans X. On tire de (4,3): 


V : sa Ve 25 
tr nr D 
Ur be: 
Vie 
C= c" 
ou, par soustraction, 
At 


bat = A = ——_— 
Vi 
po 
ce qui est tout à fait conforme à (3,1). 

Enfin, notons encore une propriété générale des transformations 
de Lorentz, qui les distingue des transformations de Galilée. Ces 
dernières sont commutatives. c'est-à-dire que le produit de deux 
transformations successives de Galilée (de vitesses V, et V. différen- 
tes) ne dépend pas de l'ordre dans lequel elles sont effectuées. Au 
contraire, le produit de deux transformations de Lorentz dépend, 
en général, de leur ordre. Mathématiquement, on le voit déjà 
de l'interprétation formelle que l'on a donnée ci-dessus de ces trans- 
formations en tant que rotations du système de coordonnées à quatre 
dimensions : on sait que le résultat de deux rotations (autour d'axes 
distincts) dépend de l’ordre dans lequel elles sont effectuées. Seu- 
les les transformations à vecteurs V; et V, parallèles font excep- 
tion (elles équivalent à des rotations du système de coordonnées 
à quatre dimensions autour d’un seul et même axe). 


$ 5. Transformation de la vitesse 


Au paragraphe précédent, nous avons trouvé des formules qui, 
lorsq'on connaît les coordonnées d’un événement dans un référentiel, 
permettent de trouver les coordonnées de ce même événement 


24 LE PRINCIPE DE RELATIVITÉ 


dans un autre référentiel. Nous nous proposons maintenant d'établir 
des formules reliant la vitesse d’une particule matérielle en mouve- 
ment dans deux référentiels distincts. 

Admettons encore que le système K” glisse avec la vitesse V le 
long de l’axe x. Soit v, — dx/dt la composante de la vitesse dans 
le système Æ et v: — dzr'/dt’ la composante de la vitesse de cette 
même particule dans le système X’. Il vient de (4,3): 


à 
PRE , d'+—x dr 
PA. Que dede. de £ 


c* c= 


Faisons le quotient des trois premières égalités par la quatrième et 
introduisons les vitesses 


dx = 


on obtient : 


A RE ou D ones D 


Telles sont les formules définissant la transformation des vites- 
ses. Elles expriment la loi de composition des vitesses en Relati- 
vité. Dans le cas limite où c—> oo, nous retrouvons les formules 
ve = x + V, v, = vi, v, = v, de la mécanique classique. 

Dans le cas particulier où la particule se déplace parallèlement 
à l’axe des x, on a v, = v, v, = v, = 0. Alors v, = v, = 0, v: = 


v’ et 
; = (62) 
1+ TE 


Cette formule montre que la somme de deux vitesses inférieures 
ou égales à la vitesse de la lumière ne dépasse pas la vitesse de la 
lumière. 

Pour des vitesses Ÿ infimes par rapport à la vitesse de la lumière 
(la vitesse v peut être quelconque), nous avons approximativement, 
en négligeant les termes du second ordre en Vlc: 


; ve Dr 
Petit V ( +), Vy = Uy— Uxly Tr » 
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On peut condenser ces formules en une seule formule vectorielle 


va v' + VE (Vv) v. (5,3) 


Remarquons que dans la loi de composition relativiste des 
vitesses (5,1), les deux vitesses composantes v’ et V ne figurent 
pas symétriquement (quand elles ne sont pas dirigées toutes deux 
parallèlement à l'axe zx). Cette circonstance est évidemment liée 
à la non-commutativité des transformations de Lorentz mentionnée 
au paragraphe précédent. 

Choisissons les axes de coordonnées de manière que la vitesse 
de la particule soit contenue à l’instant donné dans le plan zy. Ses 
composantes seront alors dans le système X v, = v cos 8, rv, — 
— vsin 6 et respectivement dans K° v; = v’ cos 8”, v, = v' sin 6° 
(v, v’ et 6, 0’ étant les valeurs absolues de la vitesse et les angles 
qu’elle forme avec les axes x et x’ dans X et Æ”). Il résulte alors 
des formules (5,1): 


v’ / 1 ne 
c= 


tg0— (5,4) 


v' cos 8° +V d 

Cette formule définit le changement de direction de la vitesse 
quand on passe d’un référentiel à un autre. 

Examinons-la dans le cas particulièrement important de la dévia- 
tion de la lumière lors d’un changement de référentiel, phénomène 
appelé aberration de la lumière. Alors v = v’ = c,et la formule 


précédente devient : 
tg 8 —— sin 6’. (5,5) 
+ cos 8 


Des mêmes formules de transformation (5,1) on obtient aisément 
une relation analogue entre sin et cos: 


V 1—— cos +2 
Sin 0=———sin0",  Cos0 = —. (5,6) 
Fe cos 6” 1+— cos 0 


Dans le cas où V <c, (5,6) donne en se limitant aux termes d'ordre 
en V/c: 


: . Fe. 
sin 0 — sin 0” = —— sin 6’ cos 8’. 
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Introduisant l’angle A8 —6’—6 (angle d'aberration), nous trouvons 
avec la même précision : 


A0 = sine”, (5,7) 


qui est la formule élémentaire bien connue de l’aberration de la 
lumière. 


$ 6. Quadrivecteurs 


Il est loisible de considérer l’ensemble des coordonnées d’un 
événement (cf, x, y, z) comme les composantes d’un rayon vecteur 
quadridimensionnel (que nous appellerons, pour abréger, quadrirayon 
vecteur) dans l'espace à quatre dimensions. Nous désignerons ses 
composantes par z', l'indice i parcourant les valeurs 0, 1, 2, 3 


a=ct, xx, 2x=y, 2—3. 
Le carré de la «longueur» du quadrirayon vecteur a pour expression 
(2) — (21) — (x°)° — (2°)°. 


Il n'est pas affecté par les rotations du système de coordonnées 
à quatre dimensions, telles étant notamment les transformations 
de Lorentz. 

On appelle d’une manière générale quadrivecteur (4-vecteur) 
Aï une collectivité de quatre quantités 4°, A1, 4°, AS qui se trans- 
forment dans les transformations du système de coordonnées à qua- 
tre dimensions comme les coordonnées du quadrirayon vecteur z!. 
Dans les transformations de Lorentz 


* 4 
A'0+ L A'1 A'i+ 15 A9 
AŸ=—— , A1", A=A'"®, A3— A". (6,1) 
: CE 1: 
$ re. 


..-Le carré de la grandeur de tout quadrivecteur est défini comme 
le carré du 4-rayon vecteur : 


(A°)° — (41)? — (A2)? — (45). 


Pour la commodité de l'écriture d'expressions analogues, on intro- 
duit deux «types» de composantes de quadrivecteurs, notés A et 4;. 
On a: 


AA, AJ AL A; At À,=-45 (6,2) 


Les 4‘ sont les coordonnées contravariantes du quadrivecteur et 
les A, ses coordonnées covariantes. Le carré du quadrivecteur 
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s’écrit alors sous la forme : 


3 
D At; = A%45+ A1 Ai + 4742 + A A3. 
i=0 
On convient de noter ces sommes simplement A'A;, omettant 
le signe de sommation. En vertu d’une règle en vigueur on con- 
viendra qu'il y a sommation sur tout indice deux fois répété dans 
une expression, le signe de sommation lui-même étant omis. Alors 
dans toute paire d’indices identiques l’un sera écrit en haut et l’autre 
en bas. Un tel procédé pour désigner une sommation sur des indices 
dits muets est très commode et simplifie notablement les formules. 
Dans ce livre nous désignerons les indices quadridimensionnels 
parcourant les valeurs 0, 1, 2, 3 par les lettres latines i, 4, L, ... 
On forme comme pour le carré d’un quadrivecteur le produit 
scalaire de deux quadrivecteurs différents: 


AB; = A°B,-- A\B;+ A°B+ A3B:. 


Il est alors évident qu'on peut le noter AB; ou A;Bi, le résultat 
étant le même dans les deux cas. D’une manière générale, dans tout 
couple d'indices muets on peut toujours interchanger les indices 
inférieur et supérieur !. 

Le produit A'B; est un quadriscalaire — il est invariant dans 
les rotations du système de coordonnées à quatre dimensions. 
Il est aisé de vérifier cette propriété directement *, mais elle est 
d'avance évidente (par analogie avec le carré A'A;) du fait que tous 
les quadrivecteurs se transforment suivant la même loi. 

On appelle temporelle la composante A° d’un quadrivecteur 
et spatiales ses composantes A!, 4°, A5 (par analogie avec le quadri- 
rayon vecteur). Le carré d'un 4-vecteur peut être positif, négatif 
ou nul. Les quadrivecteurs sont alors dits dans ces trois cas du genre 
temps, du genre espace, nuls ou isotropes (encore par analogie avec la 
terminologie des intervalles). 

Vis-à-vis des rotations purement spatiales (c'est-à-dire des 
transformations n'affectant pas l’axe des temps) les trois compo- 


1 Dans les ouvrages récents on va jusqu’à omettre les indices des quadri- 
vecteurs et on note leurs carrés et leurs produits scalaires simplement 4°, 4B. 
Mais dans ce livre nous n'’aurons pas recours à de telles notations. 

2 On aura alors en vue que la loi de transformation d’un 4-vecteur noté 
en composantes covariantes diffère (de par les signes) de cette même loi pour 
ce vecteur noté en composantes contravariantes. Ainsi, au lieu de (6,1) on 
aura évidemment : 

.__V LE 
A—— Ai Ai—— À, 
—— ———— , A5 A;, A3= 4j. 


La 
4o= 7 ÿs ‘ A= GE 
VAT v1- 

c2 c2 
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santes spatiales 4' d’un quadrivecteur forment un vecteur tridimen- 
sionnel A. Pour ce qui est de la composante temporelle de ce quadri- 
vecteur, c’est (vis-à-vis de ces mêmes transformations) un scalaire 
tridimensionnel. Enumérant les composantes d’un 4-vecteur, nous 
les écrirons souvent sous la forme: 


At= (40, A). 


On a alors pour les composantes covariantes de ce même 4-vecteur 
A;= (4°, —A) et pour son carré, A4, — (A°)®— A? Ainsi, pour le 
4-rayon vecteur 


at= (ct, r), ra=ct, —r), atri=cti—r. 

Pour les vecteurs tridimensionnels (en coordonnées x, y, z) il n’y 
aura certes pas à distinguer entre composantes contra et covariantes. 
Nous noterons partout (pour autant que cela ne prête pas à équi- 
voque) leurs composantes À, (&œ — x, y, z) avec des indices infé- 
rieurs, qui seront désignés par des lettres grecques. Notamment, 
nous conviendrons qu'il y a sommation par rapport à x, y, z sur les 
indices grecs deux fois répétés (par exemple AB = 4,B,). 

On appelle quadritenseur (&-tenseur) d'ordre deux une collec- 
tivité de 16 quantités A'* qui, dans les transformations de coor- 
données, se transforment comme les produits des composantes de 
deux 4-vecteurs. On définit de la même façon les 4-tenseurs d'ordres 
supérieurs. 

Les composantes d'un 4-tenseur d'ordre deux peuvent être 
écrites de trois façons: contravariantes A'*, covariantes 4;, et 


mixtes A, (dans ce dernier cas on distinguera en général A', de A", 
c'est-à-dire qu’on aura soin de préciser lequel des deux indices 
est en haut ou en bas). Le lien entre les diverses formes de 
cmposantes est donné par la règle générale : l'élévation ou l’abais- 
sament de l'indice temporel (0) ne change pas le signe de la con 
posante, et l'élévation ou l’abaissement d'un indice spatial (1, 2, 3) 
le change. Ainsi, 


Ed 


a Aw= A4%, Auy=—A4%, Ay= A, 
A9= A0, A'= A0, AU=—A, Aï= Au, 


Par rapport aux transformations purement spatiales les neuf 
composantes AU, A, AS, ... constituent un tenseur à trois dimen- 
sions. Les trois composantes A, A%, AS, ainsi que A1, 4%, A% 
constituent des vecteurs à trois dimensions et la composante A% 
est un scalaire à trois dimensions. 

Le tenseur Aï* est dit symétrique si A" — Ai, et antisymé- 
trique si AÛ* — — A*i. Toutes les composantes diagonales 
(4%, Al, ...) d’un tenseur antisymétrique sont nulles, car, par 
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exemple, on doit avoir A%— —A4%, Les composantes mixtes 
A, et A; d'un tenseur symétrique coïncident évidemment ; nous 
écrirons alors simplement Ah, disposant les indices l’un au-dessus 
de l’autre. 

Les expressions figurant dans les deux membres d’une égalité 
tensorielle doivent contenir des indices libres, c'est-à-dire non muets, 
qui doivent être identiquement disposés (en haut ou en bas). 
On peut manipuler les indices libres dans les égalités tensorielles 
(les élever ou les abaisser), mais on le fera simultanément dans 
tous les termes de l'équation. On ne saurait égaler des composantes 
contra et covariantes de divers tenseurs ; même si elle était acciden- 
tellement observée dans un référentiel quelconque, une telle égalité 
serait violée dans un autre référentiel. 

Avec les composantes d'un tenseur A°* on peut former un scalaire 
en écrivant la somme 


= 49, + 4", + À°,+ 4’, 


(on aura alors évidemment A',= 4;i). Une telle somme s'appelle 
trace du tenseur, et l'opération qui donne cette trace, contraction. 
La formation du produit scalaire de deux 4- -vecteurs, considé- 
rée ci-dessus, est une opération de contraction: c'est la formation 
du scalaire A'B, à partir du tenseur A'B;,. De façon générale, toute 
contraction sur deux indices diminue l’ordre d'un tenseur de deux 
unités. Ainsi, A'ai est un tenseur d'ordre deux, 4',B*, un 4-vecteur, 
A‘, un scalaire, etc. 
On appelle 4-vocteur unité 6} un tenseur satisfaisant à l'égalité 
LU ee 
&Ai= A} (6,3) 
quel que soit le 4-vecteur A’. Les composantes de ce tenseur sont 
évidemment égales à 
k { 1, si ik, , 
{ 0, si ik. (6,4) 
Sa trace est 6 = 4. 


Elevant l’un des indices de 8% ou abaissant l'autre, on obtient 
un tenseur contra ou covariant, noté g'* ou g,4, qu” on appelle ten- 
seur métrique. Les tenseurs g'“ et g;, ont les mêmes composantes, 
qu'il est loisible d'écrire sous forme de tableau: 


14 0 0 0 
um _[0—1 0 0 2% 
0 0 0 —1 
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(l'indice à repère les lignes, et k, les colonnes dans l’ordre des 
valeurs O0, 1, 2, 3). Il est évident que 


ginA*= Ai, g*Ar= Ai. (6,6) 


Le produit scalaire de deux 4-vecteurs pourra donc s'écrire sous la 
forme : 


AA;= gindiAt= gikA;An. (6,7) 


Les tenseurs ôx, gir, g’* sont exceptionnels en ce sens que leurs 
composantes sont les mêmes dans tous les systèmes de coordonnées. 
De cette propriété jouit aussi le 4-tenseur unité complètement 
antisymétrique e“!”". On appelle ainsi un tenseur dont les composan- 
tes changent de signe par transposition de deux indices quelconques, 
et dont les composantes non nulles sont égales à + 1. Il résulte 
de l'antisymétrie que toutes les composantes de ce tenseur qui ont 
ne serait-ce que deux indices identiques sont nulles, seules n'étant 
donc pas nulles les composantes dont tous les quatre indices sont 
différents. Posons 


eur = + (6,8) 
(alors eos — — 1). Alors toutes les composantes non nulles de 
eiklm sont égales à +1 ou —1, suivant qu'est pair ou impair le 


nombre de transpositions qui ramènent les nombres ài, 4, l, m à la 
suite 0, 1, 2, 3. Ces composantes sont au nombre de 4! — 24. Par 
conséquent, 

ikim 


[4 Cikim —= — 24. (6.9) 

Par rapport aux rotations du système de coordonnées les e'*!" 
sg comportent comme les composantes d'un tenseur; toutefois, 
lersqu'on change le signe d’une ou de trois coordonnées, les compo- 
santes de e“!", qui sont définies de la même manière dans tous les 
systèmes de coordonnées, ne changent pas, alors que les composantes 
“d’un tenseur changeraient de signe. Ceci étant, e“”" n’est pas 
à proprement parler un tenseur, maisce qu’on appelle un pseudo-ten- 
seur. Les pseudo-tenseurs de n’importe quel ordre, notamment les 
pseudo-scalaires, se comportent comme des tenseurs dans toutes les 
transformations des coordonnées, sauf si ces transformations ne peu- 
vent être réduites à des rotations, auquel cas on a des réflexions, 
lesquelles sont des changements du signe des coordonnées, irréduc- 
tibles aux rotations. 

Les produits e‘*!" e?'*! forment un 4-tenseur d'ordre 8, cette 
fois-ci un vrai tenseur. Par contraction sur un ou plusieurs couples 
d'indices on en déduit des tenseurs d'ordres 6, 4 et 2. Tous ces ten- 
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seurs ont la même forme dans tous les systèmes de coordonnées. Aussi 
leurs composantes doivent-elles s'exprimer sous forme de combinai- 


sons des produits des composantes du tenseur unité 64, du seul vrai 
tenseur ayant les mêmes composantes dans tous les systèmes. Il est 
facile de former ces combinaisons en partant des propriétés de 
symétrie par rapport aux transpositions des indices, propriétés 
que possèdent ces composantes !. 

Si A est un tenseur antisymétrique, A“ et le pseudo-tenseur 
Ai — 5 e“"A;m sont dits duaur. De façon analogue, ei“!”4,, 
est un pseudo-tenseur antisymétrique d'ordre 3 dual du vecteur 
A'. Le produit A‘"4?, de tenseurs duaux est évidemment un pseudo- 
scalaire. 

En relation avec ce qui a été dit, rappelons quelques propriétés 
analogues des vecteurs et tenseurs à trois dimensions. On appelle 
pseudo-tenseur unité d'ordre trois complètement antisymétrique 
un ensemble de quantités es, qui changent de signe par transpo- 
sition de deux indices quelconques. Seules ne sont pas nulles les 
composantes ecgy avec trois indices différents. On pose e,,, = 1; les 
autres composantes sont égales à 1 ou —1 selon qu'est pair ou impair 


le nombre de transpositions qui fait passer de la suite &, 6, y à la 
suite x, y,z°. 


1 Nous donnerons à titre de référence les formules suivantes: 


6 6 6! 6! 


si 6! 6! 
him — & & Es ëÀ ikim — Hs 6* 6} 
L FPT TE s 6 6! 5! , € Cprem— —|9D © Os} 

P r 8 t 6! 6! 6! 

m m m sm P r 8 

5 67 6 à 
ah ch i 
elime rim= — 2 (6,08 — 616%), etllme gm= — 665. 


On vérifie les coefficients dans ces formules d’après le résultat de contraction 
sur tous les indices que donne (6,9). 


On a comme conséquence de la première de ces formules: 
ePrSt4; AprAisAmt = — Atinims 
etkimeprst4; Apr AjsAmt = 244, 


A étant le déterminant formé avec les 4;z. 

3 L'invariance des composantes du 4-tenseur eiklm par rapport aux rota- 
tions du 4-système de coordonnées et l’invariance des composantes du 3-tenseur 
easy. Par rapport aux rotations des axes de coordonnées spatiaux sont des cas 
particuliers d’une règle générale: tout tenseur complètement antisymétrique 
d'ordre égal au nombre de dimensions de l’espace où il est défini est invariant 
dans les rotations du système de coordonnées dans cet espace. 
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Les produits esgyex,, forment un vrai 3-tenseur d'ordre six, et 
donc s’expriment sous forme de combinaisons des produits des 
composantes du 3-tenseur unité 60 !. 

Lors de la réflexion du système de coordonnées, c’est-à-dire 
du changement de signe de toutes les coordonnées, les composantes 
d’un 3-vecteur ordinaire changent aussi de signe. On appelle polaires 
ces vecteurs. Pour ce qui est des composantes d’un vecteur pouvant 
être représenté par le produit vectoriel de deux vecteurs polaires, 
elles ne changent pas de signe dans une réflexion. On appelle 
axiaux ces vecteurs. Le produit scalaire d’un vecteur polaire et d’un 
vecteur axial n’est pas un vrai scalaire, maïs un pseudo-scalaire, 
car il change de signe dans une réflexion des coordonnées. Un vecteur 
axial est un pseudo-vecteur, dual d'un tenseur antisymétrique. 
Ainsi, siC = À x B,ona 
Ca = + tasCor Où Coy= A6By— 4;Bg. 

Revenons aux 4-tenseurs. Les composantes spatiales (à, k, ... — 
= 1, 2, 3) d’un 4-tenseur antisymétrique A‘ forment vis-à-vis de 
transformations purement spatiales un 3-tenseur antisymétrique : 
en vertu de ce qui précède, ses composantes s'expriment au moyen 
des composantes d'un 3-vecteur axial. Les composantes A°1, A2, 
A%, pour leur part, forment, vis-à-vis de ces mêmes transformations. 
un 3-vecteur polaire. Ainsi donc, les composantes d'un 4-tenseur 
antisymétrique peuvent s’écrire dans un tableau: 


0 Pz Py P: 


ta) | — Px O0 —a: dy 
(A )= — Py a 0 — % , (6,10) 
— P: — y x 0 


hp et a étant vis-à-vis des transformations spatiales un vecteur 
Polaire et un vecteur axial. Nous noterons un 4-tenseur antisymé- 
trique sous la forme: 


ne S A = (p, a) ; 


1 A titre de référence nous donnerons les formules correspondantes: 
Ôca ôau Oav 
Capyiuv = ôpa Ôpu ôpv à 
Op Ou Ov 
Contractant ce tenseur sur une, deux, trois paires d'indices, il vient: 
Eayeau y = ar dpu — Éau BA» 
CapyeaBy = 26ah Caprtasy =6- 
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on a alors pour les composantes covariantes de ce même tenseur: 
Aix — (— P; a). 


Arrêtons-nous enfin sur certaines opérations différentielles et 
intégrales de l'analyse tensorielle dans l’espace à quatre dimensions. 
Le 4-gradient d'un scalaire p est un 4-vecteur 
ôp _f1 ô 
(sv). 
On aura alors en vue que les dérivées écrites doivent être consi- 
dérées comme les composantes covariantes d'un 4-vecteur. En effet, 
la différentielle d'un scalaire 


est aussi un scalaire, ce qui résulte aussitôt de sa forme (on a le 
produit scalaire de deux 4-vecteurs). 

De façon générale les opérateurs de dérivation par rapport aux 
coordonnées z', 4/0z' doivent être considérés comme les composantes 
covariantes d'un quadrivecteur opératoriel. Ceci étant, est par 
exemple un scalaire la divergence d’un 4-vecteur — l'expression 
60A'/0z7', la dérivation affectant les composantes contravariantes 4 1. 

Dans l’espace à trois dimensions l'intégration peut être étendue 
à un volume, une surface ou une courbe. Dans l’espace à quatre 
dimensions quatre types d'intégration seront respectivement possi- 
bles. 

1) Intégrale sur une courbe du 4-espace ; l’élément d'intégration 
est un élément de longueur, c’est-à-dire le 4-vecteur dr‘. 

2) Intégrale sur une surface (à deux dimensions) du 4-espace. 
On sait que dans l’espace à trois dimensions les projections de l'aire 
d'un parallélogramme construit sur deux vecteurs dr et dr’ sur 
les plans de coordonnées x,z8 sont égales à dr, drp — drpdre. De 


1 Si l’on dérive par rapport aux « coordonnées covariantes » z;, les dérivées 
2 _f 1 dp 
di CS) 
forment les composantes contravariantes d’un 4-vecteur. Nous n’emploierons 
cette sr qu'exceptionnellement (par exemple pour noter le carré d’un 
à op 
4-gradient ua) : 
Mentionnons l'usage courant qui est fait de l'écriture condensée des déri- 
vées partielles par rapport aux coordonnées à l’aide des symboles 


à 
= Tr? LDTr . 


Cette transcription des opérateurs de dérivation explicite le caractère contra 
ou covariant des quantités obtenues par leur application. 


3—249 
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même, dans l’espace à quatre dimensions l'élément d’aire infini- 
tésimal est défini par le tenseur antisymétrique de rang deux df'* — 
— dr'dz'* — dr“dr''; ses composantes sont égales aux projections 
de l’aire de l’élément sur les plans de coordonnées. Dans l'espace 
à trois dimensions, on sait, qu’au lieu du tenseur df,p on prend pour 


élément de surface le vecteur df., dual de dfcs: dfa = + Cafydf8- 


Géométriquement c’est un vecteur normal à l'élément de surface 
et de grandeur absolue égale à l’aire de cet élément. Dans l’espace 
à quatre dimensions on ne peut construire un tel vecteur, mais on 
peut construire un tenseur df*'* dual de dfi*, soit 


dj = + enr dfm. (6,11) 


Géométriquement il représente un élément de surface égal et « nor- 
mal » à l'élément dfi*; tous les segments qu'il contient sont ortho- 
gonaux à tous ceux contenus dans l'élément df*”*. On a évidemment 
dfi“dfis = 0. 

3) Intégrale sur une hypersurface, c'est-à-dire sur une variété 
à trois dimensions. Dans l’espace à trois dimensions le volume d’un 
parallélépipède construit sur trois vecteurs est égal, on le sait, au 
déterminant du troisième ordre formé avec les composantes de ces 
vecteurs. De manière analogue s'expriment dans un 4-espace les 
projections du volume du « parallélépipède » (c’est-à-dire les « aires » 
d’hypersurface) construit sur trois quadrivecteurs dr', dx'', dx”'; 
elles sont définies par les déterminants 


dr dz'i dx” 
dSi“l—|drX dx'* dx" 
dx! dx"! dx"! 
qui constituent un tenseur d'ordre trois antisymétrique sur les 


trois indices. Il est plus commode de prendre pour élément d'inté- 
gration sur une hypersurface le 4-vecteur dS dual de dSi“!: 


= dsi— —+ EX DS yims LS him — Enitm dS". (6,12) 


On a alors: 
dS9 — dS1?3, dSi=dS%3, . 


Géométriquement dSi est un 4-vecteur de grandeur égale à l’« aire » 
de l’élément d'hypersurface et de direction normale à cet élément 
(c'est-à-dire perpendiculaire à toutes les droites tracées dans l'élé- 
ment d’hypersurface). Notamment, dS° = dr dy dz, c'est donc l'élé- 
ment de 3-volume dV — la projection de l'élément d’'hypersurface 
sur l’hyperplan 2° = const. 
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4) Intégrale dans un 4-volume; l'élément d'intégration est le 
scalaire 


dQ = da° dat dz° dx = c dt dV. (6,13) 


De même que les théorèmes de Gauss et de Stokes pour les inté- 
grales triples, il existe des théorèmes permettant de transformer des 
intégrales quadruples. 

L'intégrale étendue à une hypersurface fermée peut être trans- 
formée en intégrale dans le 4-volume qu’elle délimite en substituant 
à l'élément d'intégration dS; l'opérateur 


ô 
AS —> dQ—— . (6,14) 


Par exemple, on a pour l'intégrale d’un vecteur 4: 
14s,— ( 24 
pAïass= 40. (6,15) 


Cette formule généralise le théorème de Gauss. 

L'intégrale sur une surface à deux dimensions se transforme en 
intégrale sur l’hypersurface délimitée par la surface bidimensionnelle 
en remplaçant l'élément d'intégration dfÿ; par l'opérateur 


S ô 9 
Afin — dSi—dSr . (6,16) 


Par exemple, on a pour l'intégrale d’un tenseur antisymétrique A‘: 


1 1 dAïik a A a Aix ; 
Ffarantf (assé ait) faste. (An 


L'intégrale sur une courbe dans l’espace”à quatre dimensions 


se transforme en intégrale sur la surface délimitée par cette courbe 
par la substitution : 


dri — df'i _ | (6,18) 


Ainsi, on a pour l'intégrale d'un vecteur: 


É Ar az = ( ap Î df* (4) , (6,19) 


ôzi ôzk 


ce qui constitue une généralisation du théorème de Stokes. 


Problèmes 


1. Trouver la loi de transformation des composantes d’un 4-tenseur symé- 
trique Aî* dans la transformation de Lorentz (6,1). 


3e 
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. Solution. Considérant les composantes du 4-tenseur comme les pro- 
duits de deux composantes d'un 4-vecteur, on obtient: 


1 L4 v2 
00 — ‘00 — A0 — A'1l 
A ; 7 (4 +2— A0 An), 
c? 
V v2 
11 — ‘1 — A0 — A0 
A . 7e (4u+2— 4 1440), 
_——. 


s 


At2= 422, A23— 423,  Al2— 


= (a+ 4e) | 
PE c 

vie 
c? 


V2Y V Fr 
01 — ‘01 RE — /A!00 — /A'11 
A [4 (14+—)+—4 +— au], 


(au+T an) 


et des formules analogues pour 4%, A1, 49%. . 

2. Même problème pour un tenseur antisymétrique Ai“. 

Solution. Comme les coordonnées z°, r° ne changent pes: il en est 
de même de la composante 4% du tenseur, et les composantes 4!2, Al$ et 402, 
AS se transforment comme z! et z°: 


ans V A'02 a+ A'i2 

Cc [4 
23— 4’23  —_—_—_——— CEE 
ras Vi . Vie 
c2 T2 


et de même pour A1, A‘, 

Vis-à-vis des rotations du système bidimensionnel de coordonnées dans 
lg plan z°r! (telles étant les transformations envisagées) les composantes 4°! — 
# — A1, A% = AU — (0 constituent un tenseur antisymétrique d'ordre égal 
au nombre de dimensions de l’espace. C’est pourquoi (cf. note p. 31) dans les 

_tzansformations ces composantes ne changent pas: 


AU= 401. 


$ 7. Quadrivitesse 


A partir d'un trivecteur vitesse ordinaire, il est possible de 
1 former un quadrivecteur. Le vecteur 
dzrt 


ui 73 (7,1) 


constitue la quadrivitesse (4-vitesse) d’une particule. 
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Pour exprimer ses composantes explicitement, nous utiliserons 


l'égalité (3,1) 
ec] 
ds=caty/ 1-2, 


où v est la vitesse ordinaire de la particule dans l’espace à trois 
dimensions. Ceci étant, 


ul = ——————_—_—_—_—— etc. 
ds v? VA vu? Le 
cdt V1-+ € re 
Ainsi : 
ui = (A u =) . (7,2) 
v? v? 
Vi : Vi 


Notons que la quadrivitesse est une quantité sans dimensions. 
Les composantes de la 4-vitesse ne sont pas indépendantes. 
Notant que dzr;dz' = ds?, il vient: 


ulu; = 1. (7,3) 


Géométriquement, ui est un quadrivecteur unité de la tangente à la 
ligne d’univers de la particule. 
Ainsi que pour la 4-vitesse, on pourra appeler la dérivée seconde 


4 d?ri _ dui 
7 ds? ds 


&-accélération. On trouve en dérivant (7,3) : 
ujut =0, (7,4) 


ce qui montre que les quadrivecteurs vitesse et accélération sont 
orthogonaux. 


Problème 


Déterminer un mouvement relativiste uniformément accéléré, c’est-à-dire 
un mouvement rectiligne au cours duquel l'accélération w est constante dans 
le référentiel propre (à chaque instant). 

Solution. Dans le référentiel où la vitesse de la particule est v = 0, 
les composantes de la 4-accélération sont égales à wi = (0, w/c?, 0, 0) (w est 
l'accélération tridimensionnelle ordinaire dirigée selon l’axe des x). La condi- 
tion relativiste invariante d'accélération uniforme doit résider dans la constance 
d'un 4-scalaire coïncidant avec w°? dans le référentiel propre: 


wiw; = const =— 2. 
ca 
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Dans le référentiel « immobile» auquel on rapporte le mouvement, on 
trouve, en développant l'expression wlw;, l'équation 


d v v 
w ou 


dE. AR 
es / en 
: c3 y : c? 


Posant &—0 pour t=0, il vient const =0, de sorte que 
wt 


=wt + const. 


Intégrant une nouvelle fois et faisant z—0 pour t—0, il vient: 


c? w?t? 
==<(y 1+ Po 1). 


Lorsque wt & c, ces formules se réduisent aux expressions classiques v = wt, 
æz = w{°/2. Lorsque wt —+ oo, la vitesse tend vers la constante c. . 

Le temps propre d’une particule animée d’un mouvement uniformément 
accéléré est donné par l'intégrale 


t 
( V1 dt=< arsh ©. 
c= w [4 
0 
At 


Quand t—+ oo, il croit bien plus lentement que t selon la loi _ In Er 
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$ 8. Principe de moindre action 


Pour l'étude du mouvement des particules matérielles, nous 
partirons du principe de moindre action. Ce principe stipule, on 
le sait, qu'il existe pour tout système mécanique une intégrale S, 
appelée action, qui a un minimum pour le mouvement effectif et 
dont la variation ôS est, par conséquent, nulle !. 

Définissons l'intégrale d’action pour une particule matérielle 
libre, c'est-à-dire non soumise à l’action de forces extérieures quelles 
qu'elles soient. 

A cet effet, remarquons que cette intégrale ne doit pas dépendre 
du choix de tel ou tel référentiel, c’est-à-dire qu’elle doit être inva- 
riante vis-à-vis des transformations de Lorentz. Il en résulte qu'elle 
doit être l'intégrale d’un scalaire. Ensuite, il est manifeste que l’on 
doit avoir sous le signe d'intégration des différentielles du premier 
ordre. Mais le seul scalaire de cette espèce que l'on puisse former 
pour une particule matérielle libre est l'intervalle ds ou a ds, où « 
est une certaine constante. 

De sorte que nous avons pour une particule libre 

b 


| ds, 


a 
b 
où L désigne l'intégrale étendue à la ligne d'univers comprise 


a 
entre deux événements donnés — les positions initiale et finale 
occupées par la particule à des instants déterminés £, et £, ; la constan- 
te « caractérise la particule donnée. On voit aisément que «& doit 
être une quantité positive pour toutes les particules. En effet, nous 


1 A strictement parler, le principe de moindre action affirme que l’intégra- 
le S doit être minimum seulement sur de petits arcs de la ligne d'intégration. 
Pour des lignes de longueur arbitraire on peut affirmer seulement que S a un 
extremum, pouvant ne pas être un minimum (cf. 1 $ 2). 
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b 
avons vu au $ 3 que l'intégrale ( ds est maximum lorsqu'elle est 


a 
étendue à une droite d’univers; on peut la rendre aussi petite que 
l’on voudra en intégrant le long d’une ligne d’univers courbe. 

De sorte que l'intégrale précédée du signe plus ne peut avoir 
de minimum; précédée du signe moins, elle est minimum le long 
de la droite d’univers. , 

On peut représenter l’action sous forme d’une intégrale du temps 


Le coefficient L de dt est la fonction de Lagrange du système 
mécanique donné. En vertu de (3,1) nous avons: 


S=— a 1—5&, 
DT 


où v est la vitesse de la particule matérielle. La fonction de La- 
grange est donc pour la particule: 


L= ay 1-#. 

Comme nous l'avons déjà spécifié, &« caractérise la particule 

donnée. En mécanique classique, toute particule est caractérisée par 

sa masse m. Trouvons le lien entre &« et m. On l’établit de la condi- 

tion que dans le passage à la limite c —+ oc notre expression de L 
doit se réduire à l’expression classique 


L= mv?/2. 


! La - Lé # _e e. 
. Pour réaliser ce passage, développons ZL en série des puissances 
de v/c. Alors, négligeant les termes d'ordres supérieurs, on obtient : 


7 L—= — ac 15 Rats. 

Les termes constants dans la fonction de Lagrange n'’affectent 
pas les équations du mouvement et peuvent être omis. Omettant 
dans Z la constante ac et comparant avec l'expression classique 
L = mu°/2, il vient « = mc. 

De sorte que l’action pour une particule matérielle libre est 


S= —mec f ds, (8,1) 
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et la fonction de Lagrange 


L=-mY/1—%. (8,2) 


$ 9. Energie et impulsion 


L'impulsion d'une particule est, comme on sait, le vecteur 
p — ÔL/ôv (6L/dv désigne symboliquement un vecteur dont les 
composantes sont les dérivées de ZL par rapport aux composantes 
respectives de v). (8,2) permet d'écrire : 


= —"—. (9,1) 


Pour des vitesses petites (v < c), ou si l'on fait c + , on retrouve 
l'expression classique p — mv. Lorsque v = c, l'impulsion devient 
infinie. 

La dérivée de l'impulsion par rapport au temps est la force 
agissant sur la particule. Supposons que seule la direction de la 
vitesse varie, c’est-à-dire que la force soit perpendiculaire à la vitesse. 
Alors 


BTS, (9,2) 


Si seule la grandeur de la vitesse varie, si donc la force et la 
vitesse sont colinéaires, on a: 


dp _ m dv 
ro v2 \5/a dt © (9,3) 
(1-7) 


Nous voyons dans les deux cas que le rapport de la force à l’accé- 
lération est différent. 
On appelle énergie & de la particule la quantité 


€é=pv—L. 


(cf. I $ 6). Substituant les expressions (8,2) et (9,1) de L et p, 
il vient : 


D ME (9,4) 


Cette formule primordiale montre, notamment, qu’en mécanique 
relativiste l'énergie d’une particule libre ne s’annule pas pour 
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v=—0, mais prend la valeur finie 
FA = mc. (9,5) 


C'est l'énergie de repos de la particule. 
Pour des vitesses petites (v< c), le développement de (9,4) en 
puissances de v/c donne: 
E= mc+ =. 


qui est, déduction faite de l'énergie de repos, l’expression classique 
de l'énergie cinétique d’une particule. 

Soulignons que bien qu'il s’agisse ici d’une « particule », son 
caractère « élémentaire » n'intervient nulle part. Par conséquent, 
les formules établies conviennent également à tout corps composé, 
constitué d’un grand nombre de particules; m représentera alors la 
masse totale, et v la vitesse de ce corps considéré comme un tout. 
En particulier, la formule (9,5) est valable pour tout corps au repos 
considéré comme un tout. Remarquons que l'énergie d’un corps 
libre (c’est-à-dire l'énergie de tout système fermé) est, en mécanique 
relativiste, une quantité complètement déterminée, toujours posi- 
tive, directement liée à la masse du corps. Rappelons à ce sujet que 
l'énergie d’un corps n’est déterminée en mécanique classique qu’à 
une constante additive près et peut être aussi bien positive que néga- 
tive. 

L'énergie d’un corps au repos comprend, à part l’énergie de repos 
des particules qui le composent, l'énergie cinétique des particules 
et leur énergie d'interaction. Autrement dit, mc? n’est pas égal à la 
somme Smac* (les m, étant les masses des particules) et, par consé- 
quent, m n’est pas égal à S'Ma- De sorte qu’en mécanique relativiste 
la loi de conservation de la masse ne joue pas: la masse d’un corps 
composé n'est pas égale à la somme des masses de ses composantes. 

ar contre joue la loi de conservation de l'énergie qui contient 
‘également l'énergie de repos de la particule. 

En élevant (9,1) et (9,4) au carré et en les rapprochant, on trouve 

À relation suivante entre l'énergie et l'impulsion d’une particule: 

= pt+miet. (9,6) 
L'énergie exprimée en fonction de l’impulsion est appelée la fonc- 
tion d'Hamilton éZ : 


Se =cV p°+ mic. (9,7) 
Pour des vitesses petites p & mc, et on a approximativement : 


2 P? 
&e = mc Fans 
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donc, déduction faite de l'énergie de repos, on retrouve l'expression 
classique de la fonction d'Hamilton. 

Les expressions (9,1) et (9,4) entraînent également la relation 
suivante entre l'énergie, l'impulsion et la vitesse d’une particule 
libre: 


p=#. (9,8) 


Pour v = c, l'impulsion et l'énergie de la particule deviennent 
infinies. C’est dire qu'une particule de masse m non nulle ne peut 
se mouvoir à la vitesse de la lumière. Toutefois, il existe en méca- 
nique relativiste des particules de masse nulle qui se déplacent avec 
la vitesse de la lumière !. (9,8) donne pour ces particules: 


p=#. (9,9) 


Une telle formule convient aussi approximativement pour des 
particules de masse non nulle dans le cas dit ultrarelativiste, où 
l'énergie de la particule & est grande par rapport à son énergie de 
repos mc°. 

Trouvons maintenant les expressions des relations établies avec 
le formalisme quadridimensionnel. En vertu du principe de moindre 
action 


ÔS — — mcù f ds 0. 


Développons l'expression de &6S$S. A cet effet, notons que ds— 
— | dr; dzi, de sorte que 
b : b 
ôS — — me | Eoe — mc Î u; dôx!. 
a a 


On a par intégration par parties: 
b 
8S = —meudx" |. + me f ôxi Si ds. (9,10) 


On sait que pour établir les équations du mouvement on com- 
pare entre elles diverses trajectoires passant par deux points donnés, 
c'est-à-dire assujetties aux conditions aux limites (ôx'), — (ôz'); — 
= 0. On déduit alors la trajectoire effective de la condition ôS = 0. 
(9,10) donnerait alors les équations du;/ds —0, exprimant la cons- 


1 Tels sont les quanta de lumière — les photons, et sans doute le neutrino. 
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tance de la vitesse d’une particule libre sous forme quadridimen- 
sionnelle. 

Pour trouver la variation de l’action comme fonction des coor- 
données, seul le point a doit être donné, de sorte que (ôx‘), — 0. Le 
second point sera supposé variable, mais alors on ne retiendra que 
les trajectoires réelles, c'est-à-dire satisfaisant aux équations du 
mouvement. Il en résulte que l'intégrale dans l’expression (9,10) 
de 6S est nulle. Au lieu de (ôx'),, écrivons simplement 6x’; on a: 


ÔS = — mcuôzx!. (9,11) 
Le quadrivecteur 
CNJ 
Pa= —— (9.12) 
CEA 


est dit 4-impulsion. On sait de la mécanique que les dérivées 0S/0x, 
8S/8y, 9S/9z sont les trois composantes du vecteur impulsion p de la 
particule, la dérivée —0S/ôt étant son énergie &. Ceci étant, 
on a pour les composantes covariantes de la 4-impulsion p; — 
—(6/c, — p), et pour les composantes contravariantes 1 
:_1S£ 
p=(<,p). (9,13) 
Il résulte de (9,11) que les composantes de la 4-impulsion d'une 
particule libre sont 


pi= meui. (9,14) 


Substituant ici les composantes de la 4-vitesse (7,2), on voit aussi- 
tôt que p et & ont bien pour expressions (9,1) et (9,4). 

Ainsi donc, en mécanique relativiste l'impulsion et l'énergie 
sont les composantes d’un seul quadrivecteur. D'où les formules 
: transformation de l'impulsion et de l'énergie quand on passe 

’un référentiel d'inertie dans un autre. Substituant dans les formules 
générales (6,1) de transformation des quadrivecteurs l'expression 
(9,13), il vient: 


LA 
Prt-r € | 8'+Vp. 
= Pu= Pin PP 872%: (9415) 
Tea 7e 


Pxr Pur P- étant les composantes du 3-vecteur p. 


1 Indiquons la règle mnémonique concernant la définition de quadrivec- 
teurs physiques: les composantes contravariantes sont liées avec les vecteurs 
tridimensionnels correspondants (r pour zi, p pour pi, etc.) par le signe « régu- 
lier » positif. 
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De la définition de la 4-impulsion (9,14) et de l’identité u'u, = 1 
on déduit pour le carré de la 4-impulsion d’une particule libre: 


pipi = met. (9,16) 


Substituant ici les expressions (9,13), on retrouve la relation (9,6). 
Par analogie avec la définition usuelle d’une force, le quadrivec- 
teur force peut être défini comme la dérivée 


g'= = me . (9,17) 


Ses composantes vérifient l'identité g;u—0. Les composantes de 
ce 4-vecteur s'expriment au moyen du vecteur tridimensionnel 
ordinaire f — dp/dt comme suit: 


i fv f 
Mere =) . (9,18) 
ei v® vè 
c® V ins C 1 TE 
La composante temporelle est liée au travail de la force. 


L'équation d'Hamilton-Jacobi relativiste s'obtient en substituant 
dans (9,16) les dérivées —6$S/0z° à pi: 


— — = gi — — = m'ct, (9,19) 


ou en explicitant la somme : 


14 [9S \2 ô8 \2 CN 
ae) (ee) -()- 
On effectue comme suit le passage à la limite dans l'équation 
(9,20) conduisant à la mécanique classique. Tout d’abord, il faut 
noter, comme pour le passage correspondant dans (9,7), qu’en mé- 
canique relativiste l'énergie d’une particule contient le terme mc*?, 
qui est absent en mécanique classique. Etant donné que l’action S 
est liée à l'énergie par la relation 6 — —ÔS/0t, dans le passage à la 
mécanique classique il faudra introduire au lieu de S une nouvelle 
action $” satisfaisant à la relation 


(+) mc. (9,20) 


S —S"— met. 
En la substituant dans (9, e nous trouvons : 
A me PU Den 


Quand on fait tendre c + o, cette équation devient l'équation d'Ha- 
milton-Jacobi de la mécanique classique. 
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$ 10. Transformation de la fonction de distribution 


Dans l'étude de divers problèmes de physique, on est amené 
à considérer une fonction dite de distribution des particules en 
impulsions: f(p) dp.dp,dp, est le nombre de particules dont les 
impulsions sont comprises dans les intervalles donnés dp., dp,, dp- 
(ou, comme on dit plus brièvement, le nombre de particules dans 
l'élément de volume donné dp.,dp,dp. de l’« espace des impulsions »). 
Ceci dit, la question se pose de la loi de transformation de la fonc- 
tion de distribution /(p) dans un changement de référentiel. 

Pour résoudre ce problème, voyons préalablement quelles sont 
les propriétés de l'« élément de volume » dp,dp,dp,, vis-à-vis de la 
transformation de Lorentz. Si l’on prend un système de coordonnées 
à quatre dimensions, dont on porte sur les axes les composantes de 
la 4-impulsion de la particule, on pourra considérer dp.,dp,dp, comme 
la quatrième composante de l'élément de l’hypersurface définie 
par l'équation pp; — m°c?. L'élément d’hypersurface est un 4-vec- 
teur orienté suivant la normale; dans le cas considéré, la direction 
de la normale coïncide, manifestement, avec celle du 4-vecteur p:. 
Il en résulte que le rapport 


dPx dPy dP: 
LR (10,1) 


est invariant, en tant que rapport des composantes respectives de 
deux 4-vecteurs parallèles 1, 

Le nombre de particules f dp,dp,dp., qui ne dépend pas du choix 
du référentiel, est aussi évidemment un invariant. En l'écrivant 
sous la forme 


dps dpy dp: 
1 (p) 8 


ét compte tenu de l’invariance du rapport (10,1), nous déduisons 
l'invariance du produit f(p) 6. Il en résulte que la fonction de 
æ 1 L'intégration selon l'élément (10,1) peut être représentée sous forme 


© quadridimensionnelle au moyen de la distribution à de Dirac (voir note p. 97) 
comme l'intégration selon 


9 
— 6 (pipi— mic?) dép, dip= dp0 dpi dp? aps. (10,1a) 


Alors les quatre composantes pi sont considérées comme des variables indé- 
pendantes (p° ne parcourant que des valeurs positives). La formule (10,1a) 
résulte aussitôt de la représentation suivante de la fonction à qui y figure: 
S(pip;:—mic?) = 6 6) ( +#)+6( —#)] (10,1b) 

P'Pi— =, Po c2 Pi 2£ Po € Po € , , 
où $ = cV/p° + mic. A son tour, cette formule résulte de la formule (V) don- 
née dans la note p. 98. 
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distribution dans le système X” est liée à la fonction de distribution 
dans le système X par la relation 


f'o)= RE, (10,2 


où pet 6 doivent être exprimés en fonction de p’ et €’ au moyen 
des formules de transformation (9,15). 
Revenons à l'expression invariante (10,1). Si l’on a recours aux 

« coordonnées sphériques » dans l’espace des impulsions, l'élément 
de volume dp,dp,dp. est remplacé alors par p*dpdo, où do est l'élé- 
ment d’angle solide pour les directions du vecteur p. Remarquant 
que p dp = &d&lc® [d'après (9,6)], nous avons 

p° dp do _pd& do 

FR er 


c? 
Il en résulte donc l'invariance de l'expression 
p d& do. (10,3) 


S'il s’agit de particules se mouvant à la vitesse de la lumière, 
pour lesquelles est valable la relation 8 — pc (9,9), on pourra alors 
recopier l’invariant (10,3) sous la forme p dp do ou 6 d& do. 


$ 11. Désintégration des particules 


Considérons la désintégration spontanée d’un corps de masse M 
en deux parties de masses m, et m.. La loi de conservation de l'éner- 
gie appliquée dans un référentiel où le corps est au repos donne 1: 


M = 8:0+ 6x; (11,1) 


où 810 et 620 sont les énergies respectives des éclats. Etant donné 
que 610 > M et 00 > M», l'égalité (11,1) ne peut avoir lieu 
que si M > m, + m:, c'est-à-dire que le corps peut se désintégrer 
spontanément en deux parties dont la masse totale est plus petite 
que la masse du corps. Au contraire, si l’on a M << m, + m,, le 
corps est stable (relativement à la désintégration donnée) et ne se 


1 Aux $$ 11 à 13 on pose c = 1. C’est dire que la vitesse de la lumière 
est choisie pour unité de mesure des vitesses (alors longueur et temps ont les 
mêmes dimensions). Ce choix est naturel en mécanique relativiste et simplifie 
beaucoup les formules. Toutefois, dans ce livre (où une place considérable 
est aussi consacrée à la théorie non relativiste) nous n'utiliserons pas régulière- 
ment ce système d'unités, mais nous en ferons mention le cas échéant. 

Si l’on a posé c — 1 dans une formule, on revient sans peine aux unités 
usuelles : la vitesse de la lumière sera introduite dans la formule de façon à obte- 
nir les dimensions adéquates, 
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désintègre pas spontanément. Pour réaliser la désintégration, il 
faudrait dans ce cas communiquer au corps une énergie empruntée 
à l'extérieur, au moins égale à son « énergie de liaison » (mr, + m, — 


Concurremment à la loi de conservation de l'énergie, lors de la dé- 
sintégration la loi de conservation de l'impulsion doit aussi jouer, 
c'est-à-dire que la somme des impulsions des éclats doit être nulle, 
tout comme l'implusion initiale du corps: p;o + P20 = 0. Il en 
résulte que p}, = Pà OU s 

É0 — Mi — 20 — M3. (11,2) 


Les deux équations (11,1) et (11,2) déterminent univoquement 
l'énergie des éclats: 


Eo= CES, gp MT, (41,3) 


Dans un certain sens, on résout le problème inverse quand on cal- 
cule l'énergie totale M de deux particules en collision dans un réfé- 
rentiel où leur impulsion totale est nulle (ou, comme on dit encore 
plus brièvement, dans le système du centre d'inertie ou « système c »). 
Le calcul de cette grandeur donne un critère déterminant de la possibi- 
lité de réaliser divers processus de collisions inélastiques, accompa- 
gnés de changement d'état des particules en collision ou de « créa- 
tion » de nouvelles particules. Tout processus de ce genre ne peut 
avoir lieu que si la somme des masses de tous les « produits de réac- 
tion » n'est pas supérieure à M. 

Imaginons que dans le référentiel initial (appelé encore sys- 
tème du laboratoire) une particule de masse m, et d'énergie 6, heur- 
te une particule au repos de masse m,.. L'énergie totale des deux 
particules est 


E = +82 = 61 + ma, 


z<t l'impulsion totale p = p;, + p+ = p,. Considérant les deux par- 
ticules comme un système complexe unique, nous déterminons la 
vitesse de son mouvement comme un tout conformément à (9,8): 


es Ps pr 
V= Sim (11,4) 
C'est la vitesse du mouvement du système c relativement au système 
du laboratoire (système l). 

Néanmoins, pour la détermination de la masse inconnue M, 
point n'est besoin d'effectuer en fait la transformation d’un réfé- 
rentiel à un autre. On n’aura qu’à se servir directement de la for- 
mule (9,6), applicable au système complexe aussi bien qu’à chaque 
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particule séparément. De sorte que nous avons: 


M3=8— p° = (8:+ m2) —(8i—m;), 
M? = mi + mi + 27061. (14,5) 


d’où 


Problèmes 


4. Une particule animée de la vitesse V se désintègre « en vol » en deux. 
Trouver la relation entre les angles d’éjection de ces particules et leurs énergies. 
Solution. Soient €, l'énergie de l’une des particules de désintégration 
dans le système c (c'est-à-dire que 6:10 ou 620 est donnée par (11,3)), & l'énergie 
de cette particule dans le système / et 6 l'angle d’éjection dans le système ! 
More avec la direction V). Les formules detransformation (9,15) permettent 
’écrire: 
.  6—Vpcos 
É0 = ——_——— 


Vi=Y 


E—E60 V1— V2 « 
VVE-m 


Tirant de là & en fonction de cos 6, nous obtenons une équation du second 
degré (par rapport à 6): 


&2 (1—V cos0)—28€0 VT—VI+ $2(1— V2) + V2m? cos? 0 —0, ( 


possédant une racine positive (lorsque la vitesse de la particule de désintégra- 
tion dans le système c est v >> V) ou deux racines positives (lorsque w << V). 


AT 


DV<V% bV>r, 
Fig. 3 


d'où 


cos 0 — 


La construction suivante justifie les deux possibilités indiquées ci-dessus. 
D'après les formules (9,15), la composante de l'impulsion dans le système ! 
s'exprime en fonction des grandeurs relatives au système c comme suit: 


cos 05 + 60V : 
em Py = Po Sin 60. 


L'élimination de 09 donne: 
PE + (px V1—Vi—60oV)? = p3. 

C'est, par rapport aux variables p, et p,, l'équation d'une ellipse de demi- 
axes po/ V1 — Vi, po et de centre (le point O sur la fig. 3) décalé de 
$oV!/VT— V® par rapport au point p= 0 (le point À sur la fig. 3) 2. 

1 Dans le cas limite classique, l’ellipse devient un cercle (cf. I 8 16). 
4—249 
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Lorsque V => po/6o — vo, le point À se trouve en dehors de l'ellipse 
(fig. 3, b) et, pour l'angle 6 donné, p (et avec lui l'énergie ‘#) peut prendre 
deux valeurs distinctes. La construction montre également que dans ce cas 
l’angle 6 ne peut prendre que des valeurs ne dépassant pasune valeur détermi- 
née Omax ten pour laquelle le vecteur p est tangent à l’ellipse). Le plus 

e 


simple est déterminer Omax analytiquement en annulant le discriminant 
de l'équation du second degré (2); on trouve: 
2 1— V2 
sin Onax = He VIE VI . 


2. Trouver la répartition des particules de désintégration en fonction de 
leurs énergies dans le système L. 

Solution. Dans le système c les particules de désintégration sont 
réparties isotropiquement en directions, c'est-à-dire que la quantité de parti- 
cules dans l'élément d'angle solide dos = 2n sin 6046, est 


1 


aN=— 


dop=+ | à cos 8]. (4) 


L'énergie dans le système ! est liée aux grandeurs relatives au système c par 
la relation 


£ = o + poV cos ® 
Vin 


et prend les valeurs entre 
6o—Vpo ee -&+l Po 


Exprimant | 4 cos 6, | en fonction de d&, nous trouvons la pren en éner- 
gies normée à l'unité (pour chacune des deux espèces de particules de désintégra- 
tion) : 


1 TE 
, N= ge VI-V dé. 


3. Déterminer l'intervalle des valeurs que peut prendre dans le système ! 
l'angle de deux particules de désintégration (angle sous lequel elles sont proje- 
tées) lorsque les particules sont identiques. 

Solution. Dans le système c les particules sont projetées en sens oppo- 
sés, de sorte que 0,9 = 5 — 020 = 00. Le lien entre les angles dans le système 
c et le système L est donné en vertu de (5,4) par les formules: 


vo cos 00 +V 


—vo cos 00+V 
vo sin Oo V1 — V3 


ctg 0, = —— 
* TÉ 2 sin 0 V1— VE 


ctg 81 — 


(dans le cas donné 9 =v20 = vo). L'angle de dispersion cherché est 8=0, +0; ; 
un calcul simple donne : 
V2 05 + Vs sin? do 


ctg 0 — 
* 2Vvo V1—V?sinO 
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L'étude des extrema de cette expression donne les intervalles suivants pour 
les valeurs possibles de 6: 


si V<vo: Z2arctg ( VT= Vi) <6 <a; 


: v F 1—V? nu 
si De LV <=: 0<6< arcs TE < Fi 


] g 
Vi | 


4. Trouver la distribution angulaire dans le système ! des particules de 
fission de masse nulle. 
Solution. Le lien entre les angles de dispersion dans les systèmes c et Z 
ur ue particule de masse m — 0 est donné, conformément à (5,6), par la 
ormule 


si V> 0<6<2arc tg[ 5 VT— VE) < +. 


cos 00 = -205 O—V 
07 1—Vcos0 * 
Substituant cette expression dans la formule (1) du problème 2, il vient : 
aN (1— V2) do 


— 4n (1 —V cos 0)° * 


5. Trouver la distribution angulaire de projection dans le système / lorsqu'il 
y a désintégration en deux particules de masse nulle. 

Solution. Le lien entre les angles de dispersion 6,, 82 dans le système ! 
et les angles 60 = 00, 020 = 11 — 60 dans le système c est donné par les for- 
mules (5,6), après quoi on trouve pour l'angle de dispersion 6 — 0, + 62: 


2V2—1—V2 cos? 6) 


Res 1 — V2 cos? 6 


et inversement 


Portant cette expression dans la formule (1) du problème 2, on trouve : 


V2 
AN IT do 


167nV TT 11€ 
sin3 +. v'v: — cos? + 


L'angle 6 prend les valeurs de x à 6,3, — 2 arc cos V. 

6. Déterminer l'énergie maximum que peut emporter une particule de 
désintégration lorsqu'une particule immobile de masse M se désintègre en 
trois particules de masses m,, m2, ms. 

Solution. La particule m, est douée d’un maximum d'énergie lorsque 
le système des deux autres particules m2 et m4 a le minimum de masse: cette 
dernière somme est égale à m2 + m3 (cas où ces deux particules se meuvent 
ensemble à la même vitesse). Ramenant ainsi le probleme à la fission d’un 
corps en deux parties, on trouve, conformément à (11,3): 

M2 mi— (met ma)? 
fon nl bn, 


4s 
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$ 12. Section invariante 


On sait que divers processus de diffusion sont caractérisés par 
leurs sections efficaces (ou simplement sections), lesquelles détermi- 
nent le nombre de collisions dans deux faisceaux de particules. 

Soient deux faisceaux en collision; soient », et », les densités 
des particules dans ces faisceaux (savoir le nombre de particules 
dans l'unité de volume), et v, et v. les vitesses des particules. Dans 
le référentiel où les particules 2 sont au repos (dit encore laconique- 
ment référentiel de repos des particules 2) nous avons affaire à la 
collision du faisceau de particules Z avec une cible fixe. Alors, en 
vertu de la définition générale de la section ©, le nombre de colli- 
sions produites dans le volume dV et le temps dt est 


dv = ovrerrun2 dV dt, 


Vrei étant la grandeur de la vitesse des particules Z dans le réfé- 
rentiel de repos des particules 2 (c’est précisément ainsi qu'on défi- 
nit en Relativité la vitesse relative de deux particules). 

De par son essence même, le nombre dv est une quantité inva- 
riante. Proposons-nous de l'écrire sous une forme valable quel que 
soit le référentiel : 


dv = Ann dV dt, (12,1) 


A étant une quantité à déterminer, dont on sait qu'elle vaut «10 
dans le référentiel de repos d’une des particules. Nous entendrons 
toujours qu’alors © est précisément la section dans le référentiel 
de repos d’une des particules, que c'est donc, par définition, une 
quantité invariante. Par définition est aussi invariante la vitesse 
relative re]. 
Dans (12,1) le produit dV dt est invariant. Il en sera donc de 
même du produit An;n:. 
°: On trouve facilement la loi de transformation de la densité des 
particules » en notant l’invariance du nombre de particules nr dV 
dans l'élément de volume donné dV. Ecrivant n dV — n,dV, (l'in- 
dice O0 indique le référentiel de repos des particules) et utilisant 
la formule (4,6) pour la transformation du volume, on trouve 
RU 
ou n = ny6/m, & étant l'énergie, et m la masse des particules. 
Ceci étant, l'affirmation que le produit An,n, est invariant 
équivaut à l’invariance de A4&,6,. Il est plus commode de mettre 
cette condition sous la forme 


6162 _ B1Ë2 ___ ; 5 
L PiiPà < 6162 —P1P2 y (12,3) 
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avec au dénominateur un invariant — le produit des 4-impulsions 
des deux particules. 

Dans le référentiel de repos des particules 2 on a 6: — m2, 
P: = 0, de sorte que l'invariant (12,3) se réduit à À. Par ailleurs, 
dans ce référentiel À = ova. On a donc quel que soit le référentiel : 


À = OVyel pure : (12,4) 


Pour mettre cette expression sous sa forme définitive, expri- 
mons v« en fonction des impulsions ou des vitesses des particules 
dans un référentiel quelconque. Notons à cet effet que, dans le réfé- 
rentiel de repos d’une particule 2, est invariant 


mi 
pui = M me. 
‘ Vi—via 
D'où 
mind 
v = 1 _— Lu Cr 18 s (12,5) 
Se V (puP})° 


Exprimant la quantité pyipi = 8162 — pp2 d'après les vitesses vi et v2 
à l’aide de (9,1) et (9,4): 


PERTE = Ov 
et substituant dans (12,5), on obtient après des transformations 
simples l'expression suivante pour la vitesse relative : 


= Vive) (1x vi) (12,6) 


v 
1e 1— viva 


(notons que cette expression est symétrique par rapport à v, et 
Ve, c’est-à-dire que la grandeur de la vitesse relative est indépendante 
de la particule à laquelle elle est rapportée). 

Substituant (12,5) ou (12,6) dans (12,4), puis dans (12,1), on 
obtient les formules définitives : 


dv = 0 V'EuP)— mimi rune dV dt (12,7) 
6162 
ou 
dv= 0 V (vi— v2)?— (vi X v2)° nine dV dt (12,8) 


(W. Pauli, 1933). 


Si les vitesses vi et v; sont portées par une même droite, on 
a v1X v:=0, et la formule (12,8) devient: 


dv=0|vi— v2| rune dV dt. (12,9) 


54 MÊCANIQUE RELATIVISTE 


Problème 


Trouver l’e élément de longueur » dans l’« espace des vitesses » relativiste. 
Solution. L'« élément de longueur » cherché dl, représente la vitesse 
relative de deux points de vitesses v et v + dv. Aussi déduit-on de (12,6) 


2 _(dv)?—(vX dv}? dv? v? SES 
di Au = vs av (40 + sin? 6 d!), 


6, p étant l'angle polaire et l'azimut de la direction de v. Si l'on introduit 
au lieu de v la nouvelle variable £ en vertu de l'égalité » = th #, l'élément 
de longueur devient : 


di? = dy? +sh? y (402 + sin? 0 dp°). 
Au point de vue géométrique, c'est l'élément de longueur dans l'espace 


de Lobatchevsky à trois dimensions — dans l’espace à courbure constante 
négative [cf. (107,12)]. 


$ 13. Collisions élastiques de particules 


Envisageons, au point de vue de la mécanique relativiste, la 
collision élastique de particules. Soient p,, 6, et p., €, les impul- 
sions et les énergies de deux particules d'impact (de masses m, et 
m2); les valeurs des grandeurs après la collision seront accentuées. 

Les lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion lors de 
la collision peuvent s’écrire ensemble sous forme d'’équation de 
conservation de la 4-impulsion : 


pi+pi=p}+p. (13,1) 


Formons à partir de cette équation quadrivectorielle les relations 
invariantes commodes pour les calculs à suivre. A cet effet, reco- 
pions (13,1) sous la forme : 


: Pi+Pi— pi =p 
et élevons au carré les deux membres de l'égalité (c'est-à-dire écri- 
- ons leurs carrés scalaires). Notons que les carrés des 4-impulsions 
pi et p'i sont égaux à m?, et que ceux de pi et p,i, à m5, on obtient: 
M + PuiPh— PuiP — Papi = 0. (13,2) 
De même, élevant au carré l'égalité pi+ pi— pii= pii, il vient : 


mÈ+ pupi — pap — pups\ = 0. (13,3) 


Considérons la collision dans le référentiel [système ! (système 
du laboratoire)] où avant la collision l’une des particules (la parti- 
cule rm) était au repos. Alors p, = 0, 8, — m, et les produits sca- 
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laires figurant dans (13,2) valent : 
PuPi= 8m Papi = Mb, 
Pui Pi = 818; — Papi = 818; — Pip, cos 8, 


6, étant l'angle de diffusion de la particule incidente m2. Substi- 
tuant ces expressions dans (13,2), on obtient : 


(13,4) 


cos8,— €: (&1+ m2) — 81m — mi | (43,5) 
P1P1 
On déduit de même de (13,3) : 
cos 0, = (61m) (8m) (13,6) 
P1P2 


6, étant l'angle formé par l'impulsion de recul p, avec celle de la 
particule incidente p.. 

Les formules (13,5-6) relient les angles de diffusion des deux 
particules dans le système L avec les variations de leur énergie lors 
des collisions. Inversant ces formules, on peut exprimer les énergies 
€;, 6, en fonction de 6, ou 8.. Ainsi, substituant dans (13,6) p, — 
= VE mm, p, = VE? mE et élevant l'égalité au carré, 
on obtient après un calcul simple: 


&.= m (E1-+ ma)? + (81 — mi) cos? 02 
’ *(61+ m3)? —(61— mi) cos? 0, * 


Quant à l’inversion de la formule (13,5), elle conduit dans le cas 
général à une expression très lourde de &;, en fonction de 8,. 

Notons que si m, > m», c'est-à-dire si la particule incidente 
est plus lourde que la particule au repos, l'angle de diffusion 8, 
ne saurait être supérieur à une certaine valeur maximum. Par un 
calcul élémentaire on trouve facilement que cette valeur est déter- 
minée par l'égalité 


(13,7) 


Sin Oimax = . ; (13,8) 


qui n'est rien d’autre qu’un résultat classique connu. 

Les formules (13,5-6) se simplifient lorsque la particule inci- 
dente est de masse nulle: m, — 0 et respectivement p, = &;, p, = 
= €,. Ecrivons pour ce cas la formule de l'énergie de la particule 
incidente après collision, en fonction de son angle de déviation: 


E = —"? —. (13,9) 
1— cos d+ 


Revenons encore au cas général de la collision de particules 
de masses quelconques. La collision se présente le plus simplement 
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dans le référentiel du centre d'inertie, dit système c. Spécifiant les 
valeurs des grandeurs dans ce système par l'indice supplémentaire 0, 
On à iCi Pro — —P20 = Po- En vertu de la conservation de l'impul- 
sion, les impulsions des deux particules ne font que tourner lors 
de la collision, restant de grandeurs égales et de directions opposées. 
La conservation de l'énergie, elle, stipule que les valeurs absolues 
de chacune des impulsions restent invariables. 

Soit y l'angle de diffusion dans le système c, dont tournent 
par collision les impulsions p,, et p:,. Cette grandeur détermine 
complètement le processus de‘diffusion dans le système du centre 
d’inertie, et par conséquent dans tout autre référentiel. Elle est 
aussi tout indiquée pour la description de la collision dans le système / 
comme l'unique paramètre qui reste indéterminé après la consi- 
dération des lois de conservation de l’énergie et de l’impulsion. 

Exprimons en fonction de ce paramètre les énergies finales des 
deux particules dans le système /. Revenons pour cela à la relation 
(13,2), mais développant cette fois-ci le produit p,1p,° dans le système 
c: 

PuiPi' = 10810 — PioPio = Bio — Po COS X = Pa (1 — COS X) + mi 
(dans le système c l'énergie de chacune des particules ne varie pas 
lors de la collision: &;, = &10). Pour ce qui est des deux autres 
produits, nous les développerons, comme auparavant, dans le sys- 
tème /, c’est-à-dire que nous les prendrons dans (13,4). On trouve 
finalement : 


Pè 
2 


8-2 


Reste à exprimer pi en fonction des quantités relatives au système l. 
On y arrive sans peine en égalant les valeurs de l’invariant p;;pi dans 
les systèmes c et l: 


où 


(1 — cos x). 


810820 — P10P20 = Eim2 


V (ps + mi) (ps + ma) = 81m2 — D. 
.Résolvant cette équation par rapport à p$, on obtient: 
2 m3 (61— mi) 
Po ni mi 2m261 (#10) 
De cette façon, on a en définitive : 


me (6?— mi) ne 
8 Ë- rm m8 (1 — cos y). (13,11) 
L'énergie de la deuxième particule se déduit de la loi de conserva- 
tion: &;+m:—6; +6, De sorte que 


r Mo (8— mi) 2 
BE Mat mem U — cos Y). (13,12) 
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Les seconds termes dans ces formules représentent l'énergie perdue 
par la première particule et récupérée par la deuxième. Le trans- 
fert maximum d'énergie s'obtient pour 4 =3x et vaut: 

; = - ma (8i—mi) 
Ermax — Me = É1— Bimin = eme 2m: * (13,13) 

Le rapport de l'énergie cinétique minimum de la particule inci- 
dente après choc à son énergie cinétique initiale s'écrit : 


Éimin—m: ____ (ru —m2)s ; 
Sem Em 2m Fe 
Dans le cas limite des vitesses petites (lorsque Em mr°/2) 
ce rapport tend vers une limite constante égale à 
ea) 
mime J © 
Dans le cas limite inverse des grandes énergies €, le rapport (13,14) 
tend vers zéro; la quantité £# min elle-même tend vers une limite 
constante, qui vaut 
Ein: _ mi+mi 
mn ne L 

Supposons m: À m1, c'est-à-dire la masse de la particule inci- 
dente petite devant celle de la particule au repos. Aux termes de la 
mécanique classique, la particule légère ne pourrait communiquer 
qu'une infime partie de son énergie à la particule lourde (cf. I $ 17). 
Il en va tout autrement en Relativité. La formule (13,14) montre 
que pour des énergies #, suffisamment grandes la part d'énergie 
transmise peut être de l'ordre de l'unité. Mais il ne suffit pas pour 
cela que la vitesse de la particule m, soit de l’ordre de l'unité, mais 
il faut, il est facile de le voir, des énergies 


6: TT Ms 


c'est-à-dire que la particule légère doit posséder une énergie de 
l’ordre de l’énergie de repos de la particule lourde. 

La situation est analogue pour m; < mi, c'est-à-dire lorsque 
l'incidente est la particule lourde. Ici encore, aux termes de la 
mécanique classique, seule une énergie infime serait communiquée. 
La part de l'énergie communiquée ne devient importante qu’à partir 
des énergies 
mi 
Cr ri 


Notons qu'ici encore il ne s'agit pas simplement de vitesses de l’or- 
dre de celle de la lumière, mais d’énergies grandes devant m,, c'est-à- 
dire du cas ultrarelativiste. 
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Problèmes 


1. Sur la fig. 4, le triangle ABC est formé par le vecteur impulsion p, 
de_la poele incidente et par les impulsions p;, ps des deux particules aprés 
la collision. Trouver le lieu géométrique des points C correspondant à toutes 
les valeurs possibles de pi, pr 

Solution. La courbe cherchée est une ellipse, dont on peut calculer 
les demi-axes au moyen des formules établies au problème 1 du paragraphe 11. 


C 
NN 
PA Nr 
M < Mo 


Fig. 4 


En effet, la construction que nous y avons faite était la détermination du lieu 
géométrique des extrémités des vecteurs p dans le système !, déduits de vecteurs 
Po arbitrairement orientés, de longueur donnée p, dans le système c. 

Considérant que les intensités des impulsions des particules sont identiques 
dans le système c et ne changent pas lors de la collision, nous avons affaire 
dans notre cas à une construction analogue à celle du vecteur pi pour lequel 
on a dans le système c 

moV 


Po = POS PDT 7 —E , 

V étant la vitesse de la particule m, dans le système !, coïncidant, quant à sa 
andeur, avec la vitesse du centre d'inertie, laquelle vaut V = p;/(61 + m2) 

(er (11,4)]. On trouve finalement pour le petit et le grand demi-axe de l’ellipse: 


? Po map 
Vni+mi+2mé: 
ARS Po ____ Mopa (81m) 


VV: mitmi+2m: 


{la première de ces expressions coïncide évidemment avec (13,10)]. 

Pour 8, = 0, le vecteur p; coïncide avec p:, de sorte que la distance 4B 
est égale à p,. Comparant p, au grand axe de l'ellipse, on voit aisément que 
le point À se trouve en dehors de l’ellipse si m; > m (fig. 4, a), et à l’intérieur 
si M << M2 (fig. 4, b). 

2. Déterminer l'angle minimum de diffusion 6min après collision de deux 
particules de masses identiques (m, = m2 = m). 

Solution. Pour m1 — m2, le point À du diagramme se trouve sur 
l'ellipse, et l'angle minimum de diffusion est obtenu lorsque C se trouve à l'ex- 
trémité du petit axe (fig. 5). Il résulte évidemment de la construction que 
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tg (@min/2) est donnée’ par le rapport des demi-axes: 


Sir _J/ 2m 
tg De — iim , 


cos Omin = 


ou bien 


Gi—m 
Éa+3m 


Fig. 5 


3. Envisageant la collision de deux prie de même masse m, exprimer 
€: &: x en fonction de l'angle de diffusion 6, dans le système L. 
Solution. On obtient dans ce cas par inversion de la formule (13,5): 


g, = (61 m) + (64m) cost 04 
1 (61t+m)—(63—m) cos 01 ” 
(6?—m2) sin? 64 
moi 2m-+(E1—m)sin364 ” 
Comparant avec l'expression de #; en fonction de 7: 


HS 


on trouve l'angle de diffusion dans le système c: 


2m—(63 + 3m) sin? 6: 
2m+(63+m)sin20, ‘ 


( — cos x), 
cos 4 = 


$ 14. Moment cinétique 


On sait de la mécanique classique que pour système fermé, 
outre l'énergie et l'impulsion, est aussi conservé le moment ciné- 
tique, c'est-à-dire le vecteur 


M=Srxp 


(r et p sont le rayon vecteur et l'impulsion de la particule ; la som- 
mation est étendue à toutes les particules constituant le système). 
La conservation du moment est due à ce que, en vertu de l’isotropie 


60 MÉCANIQUE RELATIVISTE 


de l’espace, la fonction de Lagrange est invariante par rapport aux 
rotations du système tout entier. 

Un raisonnement analogue dans le 4-espace nous fournit l’expres- 
sion du moment en Relativité. Soient z' les coordonnées d’une 
des particules du système. Faisons une rotation infinitésimale dans 
l’espace à 4 dimensions. Dans cette transformation, les nouvelles 
valeurs des coordonnées zx’ sont telles que les différences gt — xi 
sont des fonctions linéaires 


z'i—rt = 2,60 (14,1) 


avec des coefficients 6Q;, infinitésimaux. Les composantes du 
4-tenseur 6Q;, sont liées par les relations assurant l’invariance de la 
longueur du 4-rayon vecteur dors de la rotation de l’espace, c’est-à- 
dire que l'on doit avoir ziz'! — zur! Remplaçant z'' par sa valeur 
tirée de (14,1) et négligeant les carrés de 6Q;,, en tant qu'infiniment 
petits d'ordre supérieur, on trouve: 


On doit avoir là une identité en xt. Etant donné que ziz* est un 
tenseur symétrique, les 6Q,, doivent former un tenseur antisymé- 
trique (le produit contracté d’un tenseur symétrique par un tenseur 
antisymétrique étant identiquement nul). De sorte que 


Oui = — Qi. (14,2) 


La variation ÔS de l'action S lorsque les coordonnées varient 
infiniment peu est [cf. (9,14)] : 


ôS — > P'ôxi 
(la sommation est étendue à toutes les particules du système). 


Dans le cas envisagé de la rotation des axes, nous avons ôx; — 
L 6Qsx* ; il en résulte que 


ÔS — Eux >) pla. 


-:7 Si l'on décompose le tenseur > p'z* en ses parties symétrique 
et antisymétrique, la première s’annule identiquement après mul- 
tiplication par le tenseur antisymétrique. Donc, distinguant dans 
Y piz* la partie antisymétrique, nous pouvons écrire l'égalité pré- 
cédente sous la forme : 


êS = Qu + LS (pt — — px). (14,3) 


Pour un système fermé, en vertu de l'isotropie de l'espace et 
du temps, la fonction de Lagrange ne change pas lors de la rotation 
du 4-espace, c'est-à-dire que les paramètres 6Q,, de cette 
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rotation sont des coordonnées cycliques. C'est pourquoi les impul- 
sions généralisées sont conservées. Ces impulsions sont représentées 
par 0S/8Q;,. On tire de (14,3): 


= Dh — pit). 


Nous en concluons, pour un système fermé, la conservation du 
tenseur 


M = D (xp — dpi). (14,4) 


Ce tenseur antisymétrique est dit 4-tenseur moment. 
Les composantes spatiales du tenseur moment coïncident avec 
les composantes du vecteur moment tridimensionnel M= Dr xp: 


MS=M., —MS=My, M°=M. 


Pour ce qui est de M1, M'®%, M%, elles forment le vecteur 
D ({p—&r/c°). Ainsi donc, on peut écrire M** sous la forme: 


Mo (5 (1€), —M). (14,5) 
{cf. (6,10). 
En vertu de la conservation de M* pour un système fermé 


nous avons notamment 
> (iP—£) = const. 


Comme, par ailleurs, l'énergie totale D&8 est aussi conservée, 
on peut recopier cette égalité sous la forme : 


Dér_, “XP 
DE dE 


Ceci montre que le point de rayon vecteur 


= const. 


R-Èe (14,6) 


se meut d’un mouvement uniforme avec la vitesse 


2 
ve #2r ; (14,7) 
DX: 
qui n’est pas autre chose que la vitesse d'ensemble du système [cor- 
respondant, d'après la formule (9,8), à son énergie et à son impul- 
sion totales]. La formule (14,6) donne la définition relativiste des 
coordonnées du centre d'inertie du système. Si les vitesses de toutes 
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les particules sont petites par rapport à c, on peut poser approxima- 
tivement 8 Æ mc°, et (14,6) devient alors l'expression classique ? 


r-2", 
Dm 

Notons que les composantes de (14,6) ne constituent pas les 
composantes spatiales d’un quadrivecteur quelconque, et donc dans 
un changement de référentiel ne se transforment pas comme les 
coordonnées d’un point. Aussi bien le centre d'inertie d’un système 
de particules est-il représenté dans différents référentiels par des 
points différents. 


Problème 


Trouver le lien entre le moment cinétique M d’un corps (d’un système 
de particules) dans un référentiel Æ où il se meut avec la vitesse V, et son moment 
M dans un référentiel Æ, où il est au repos dans son ensemble: dans les deux 
cas le moment est défini par rapport à un même point — par rapport au centre 
d'inertie du corps dans le système K:°. 

Solution. , se meut par rapport à X avec la vitesse V; confondons 
l'axe des x avec cette vitesse. Les composantes de Mi* qui nous intéressent 
se transforment suivant les formules (cf. prob. 2 $ 6): 

? 
M\oi2 1e M10)02 M0) 13 FL M\003 


M", Mis ©, M25— Ms. 
V2 Œ 
1 En TETE 1— > 
c= c° 
L'origine des coordonnées étant choisie au centre d'inertie du corps (dans ÆX°), 
dans ce référentiel Z'6r — 0, et puisqu'on y a aussi Zp = 0, on Frs que 
e M, 


M9 %— MS — 0. Eu égard au lien entre les composantes de Mi“ et 
on trouve pour ce dernier: 


M,= X » M, = 


1 Alors que la formule classique pour le centre d'inertie convient aussi 
hien à des systèmes de particules se trouvant ou non en interaction, la formule 
(14,6) n'est valable qu abstraction faite de l'interaction. En mécanique rela- 
tiviste, la définition du centre d'inertie d’un système de particules en interac- 
tion fait intervenir explicitement en outre l'impulsion et l'énergie du champ 
qu’elles créent. 

2 Rappelons que, bien que dans Ko (où Zp = 0) le moment cinétique 
ne dépende pas du choix du point auquel il est rapporté, dans X (où Zp + 0) 
le moment dépend de ce choix (cf. I & 9). 


CHAPITRE III 
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$ 15. Les particules élémentaires en Relativité 


On peut décrire l'interaction de particules en faisant appel à la 
notion de champ de forces. Ainsi, au lieu de dire que telle particule 
agit sur telle autre, on peut dire qu'elle crée un champ; toute autre 
particule se trouvant dans ce champ sera soumise à une certaine 
force. En mécanique classique, le champ n'est qu'un moyen de 
description du phénomène d'interaction des particules. En Rela- 
tivité, par contre, étant donné que la vitesse de propagation des 
interactions est finie, l’état de choses change essentiellement. Les 
forces agissant à l'instant donné sur une particule ne sont pas défi- 
nies par la position des particules en présence à cet instant. C’est 
seulement au bout d’un certain laps de temps que le changement de 
la position de l’une des particules produit un effet sur les autres. 
Cela signifie que le champ devient une réalité physique intrinsè- 
que. On ne saurait parler d'interaction directe de particules distan- 
tes les unes des autres. Une interaction ne peut avoir lieu à tout 
instant qu'entre deux points voisins de l’espace (action immédiate). 
C'est pourquoi nous devons parler de l'interaction d’une particule 
avec le champ et de l'interaction consécutive du champ avec une 
autre particule. 

Nous examinerons deux espèces de champs: des champs de gra- 
vitation et des champs électromagnétiques. Les chapitres X, XI 
et XII sont consacrés aux champs de gravitation. Dans les autres 
chapitres nous examinerons exclusivement les champs électroma- 
gnétiques. 

Nous commencerons l'étude des interactions entre particules 
et champ électromagnétique par des considérations générales sur 
la notion de « particule » en mécanique relativiste. 

En mécanique classique, on peut utiliser la notion de corps solide 
absolu, c'est-à-dire de corps indéformable en n'importe quelle con- 
dition. En Relativité, par corps solides absolus on devrait entendre 
des corps dont toutes les dimensions seraient invariables dans le 
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référentiel où ils sont au repos. Toutefois, il est facile de voir qu'il ne 
peut exister en Relativité de corps solides absolus. 

Considérons, par exemple, un disque tournant autour de son axe 
et supposons que ce soit un solide absolu. Il est bien entendu que 
le référentiel qui lui est lié n’est pas d inertie. Toutefois, il est 
possible d'’attacher à chaque petit élément du disque un référentiel 
d'inertie par rapport auquel cet élément serait au repos à l'instant 
considéré; pour divers éléments, animés de vitesses diverses, ces 
référentiels seront certainement distincts. Considérons un rayon 
arbitraire du disque comme constitué par de petits segments. Etant 
donné que le disque est absolument solide, les longueurs de ces 
segments dans leurs référentiels d'inertie respectifs sont les mêmes 
que pour le disque immobile. Ce sont ces longueurs que mesurerait 
un observateur immobile à l'instant où le rayon passe devant lui, 
car chaque segment est perpendiculaire à la vitesse de ses points, 
ce qui exclut une contraction de Lorentz. Il s'ensuit que la longueur 
du rayon tout entier, mesuré par l'observateur comme la somme de 
ses segments constituants, serait aussi celle du rayon du disque 
immobile. Par ailleurs, les éléments d'arc de la circonférence pas- 
sant à l'instant donné devant l'observateur immobile sont altérés 
par la contraction de Lorentz, de sorte que la longueur de la cir- 
conférence tout entière (reconstituée par l'observateur comme la 
somme de ses éléments d’arc) est plus petite que la longueur de la 
circonférence du disque immobile. Nous sommes conduits à ce ré- 
sultat que, pendant la rotation du disque, le rapport de la longueur 
de sa circonférence à son rayon (mesuré par un observateur immobi- 
le) devrait être autre que 2x. La contradiction de ce résultat par 
rapport à l'hypothèse prouve qu’en réalité le disque ne peut être 
absolument solide et qu'il est nécessairement l’objet d'une défor- 
mation complexe, dépendant des propriétés du matériau dont il 
est constitué. 

+ On peut s'assurer autrement encore de l’inexistence de corps 
solides absolus. Admettons qu’un corps solide quelconque soit mis 
en mouvement par une cause extérieure agissant en un de ses points. 
Si le corps était absolument solide, tous ses points entreraient en 
mouvement en même temps que celui qui a été soumis à l’action; 

sinon, il se déformerait. Mais c'est impossible d’après la Relativité, 
car l'action à laquelle est soumis un point ne se propage qu'avec 
une vitesse finie. ce qui prouve que tous les points ne peuvent s'é- 
branler en même temps. 

Ce qui vient d’être dit permet de tirer certaines conclusions rela- 
tives aux particules élémentaires, c ’est-à-dire des particules dont 
l’état mécanique peut être complètement décrit par trois coordonnées 
et trois composantes de la vitesse du mouvement d’ensemble. Il 
est évident que si une particule élémentaire avait des dimensions 
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finies, c'est-à-dire si elle était étendue, elle ne pourrait se 
déformer, car la notion de déformation est liée à la possibilité de 
mouvement indépendant des diverses parties d'un corps. Mais, comme 
nous venons de le voir, la Relativité n’admet pas l’existence de corps 
solides absolus. 

Ainsi, en mécanique relativiste classique (non quantique) on ne 
peut attribuer de dimensions finies aux particules élémentaires. 
En d’autres termes, dans le cadre de la théorie classique, les parti- 
cules élémentaires doivent être considérées comme ponctuelles !. 


$ 16. Quadripotentiel du champ 


L'action d'une particule se mouvant dans un champ électroma- 
gnétique donné est composée de deux parties: de l’action (8,1) de la 
particule libre et d’un terme décrivant l'interaction de la particule 
avec le champ. Ce dernier doit contenir aussi bien les grandeurs 
caractérisant la particule que celles caractérisant le champ. 

Il apparaît ® que les propriétés de la particule sont définies, 
en ce qui concerne son interaction avec le champ, par un seul para- 
mètre, appelé charge e de la particule, pouvant être positif, néga- 
tif ou nul. Les propriétés du champ, elles, sont caractérisées par un 
4-vecteur À,, appelé 4-potentiel, dont les composantes sont des fonc- 
tions des coordonnées et du temps. Ces grandeurs sont exprimées 
dans l’action au moyen du terme 


b 
—< J Aidz\, 


où les fonctions À, sont prises le long de la ligne d'univers de la 
particule. Le facteur 1/c a été introduit ici pour la commodité- 
Il faut noter que tant que nous ne disposons d aucune formule re 
liant la charge ou les potentiels aux grandeurs déjà connues, les 
unités de mesures peuvent être choisies arbitrairement #. 


1 Bien que la mécanique quantique bouleverse radicalement la situation, 
néanmoins, là aussi la Relativité rend très difficile l'introduction de la notion 
d'interaction non ponctuelle. ! 

2 Les affirmations faites ci-dessous doivent être considérées, dans une 
bonne mesure, comme le résultat de données expérimentales. La forme de l'ac- 
tion pour une particule dans un champ électromagnétique ne peut être établie 
seulement à partir de considérations générales, telle la condition d’invariance 
relativiste (cette dernière laisserait subsister, par exemple, dans la formule 


(16,1) un terme de la forme | 4 ds, où A est une fonction scalaire). 


Pour éviter tout malentendu, rappelons qu'il s’agit partout de théorie 


classique (et non quantique) et, par conséquent, on omet partout les effets 
liés au spin des particules. 


3 Pour l'établissement de’ ces unités cf. $ 27. 
S—249 
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Ainsi, l’action pour une charge dans un champ électromagné- 
tique s'écrit : 
b 
8= ( (—meds—< 4; dr). (16,1) 


Les trois composantes spatiales du 4-vecteur A! forment un 
vecteur tridimensionnel A, appelé potentiel vecteur du champ, la 
composante temporelle étant le potentiel scalaire. Nous poserons 
A9 = œ. De sorte que s 

Ai=(p, A). (16,2) 


Par conséquent, l'intégrale d'action peut s'écrire : 
b 
S = | (—mcds+ LAdr—epdt) ; 
a 


ou bien, introduisant la vitesse de la particule v—dr/dt et inté- 
grant par rapport au temps, 


S=— f (—mes V 1—5+<av—e) dt. (16,3) 


La fonction sous :le signe d'intégration n'est pas autre chose que 
la fonction de Lagrange pour une charge dans un champ électro- 


magnétique : 
L= —mec? V 1— + Av— ep. (16,4) 


Cette expression diffère de la fonction de Lagrange (8,2) pour une 
particule libre par les termes < Av—ep décrivant l'interaction de 
lafcharge avec le champ. 

__* La dérivée 8L/dv est l'impulsion généralisée de la particule: 
désignons-la par P. On trouve par dérivation: 


d Ra ce (16,5) 
12 
c2 


Nous avons désigné par p l'impulsion ordinaire de la particule, que 
nous appellerons tout simplement impulsion. 

A partir de la fonction de Lagrange, on peut trouver la fonction 
d'Hamilton d’une particule dans un champ d’après la formule géné- 
rale connue 


ôL 
A =v—L 
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Substituant (16,4) dans cette dernière, il vient : 
= (16,6) 


Cependant, la fonction d'Hamilton doit être exprimée non pas 
en fonction de la vitesse, mais en fonction de l'impulsion générali- 
sée de la particule. 


I1 découle de (16,5-6) que la relation entre SZ —e et P—<A 


est la même que celle entre é£ et p en l’absence de champ, c’est-à-dire 
que 
TE — 2 2 2 L 
(2) =me+(Pp—<A) : (16,7) 


soit encore : 
= mate (P—£A) +0. (16,8) 


Pour les vitesses faibles, cas de la mécanique classique, la fonc- 
tion de Lagrange (16,4) devient : 


= + £Av— ep. (16,9) 
Avec cette approximation, 
p=mv=P—<A, 
et nous trouvons pour la fonction d'Hamilton l'expression 
1 e 2 
= (P-<A) +ep. (16,10) 
Enfin, écrivons l'équation d’Hamilton-Jacobi pour une parti- 
cule dans un champ électromagnétique. On l’obtient en rem- 
plaçant dans la fonction d’'Hamilton l'impulsion généraliséet P 
par 0S/ôr, et la fonction é£'par — 9S/ôt. Par conséquent, nous 
déduisons de (16,7): 


(grads—< A) + (te) +mte=0. (16,11) 


$ 17. Equations du mouvement d’une charge dans un champ 


Une charge évoluant dans un champ est non seulement influen- 
cée par ce champ, mais, en retour, elle agit, elle aussi, sur lui, 
le transforme. Toutefois, lorsque la charge e n'est pas grande, on 


5° 
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peut faire abstraction de son influence sur le champ. Dans ce cas, 
étudiant le mouvement dans le champ donné, on peut considérer 
que le champ ne dépend ni des coordonnées de la charge ni de sa vites- 
se. Les conditions exactes auxquelles doit satisfaire une charge 
pour qu’on puisse la considérer comme petite dans le sens indiqué 
seront précisées plus bas (cf. $ 75). Nous considérerons qu'elles 
sont satisfaites dans ce qui suit. 

Ainsi, il nous faut trouver les équations du mouvement d’une 
charge dans un champ électromagnétique donné. On obtient ces 
équations en faisant varier l’action, c'est-à-dire par les équations 
de Lagrange 

d ôL _ëL 
dt ov or’ 
où L est déterminée par la formule (16,4). 

La dérivée 0L/ôv est l'impulsion généralisée de la particule (16,5). 

Ecrivons ensuite : 


ÔL _ _e e 
= L--— grad Av —e grad q. 


(17,1) 


On a d’après une formule bien connue d'analyse vectorielle : 
grad ab — (aV) b+ (bV) a + b X rota+ a X rot b, 
où a et b sont deux vecteurs quelconques. Appliquant cette formule 


à Av et considérant que la dérivation par rapport à r est faite en 
supposant v constant, nous obtenons: 


2L_2(yy A++ v X rot À —e grad q. 


ôr € 


Par conséquent, les équations de Lagrange prennent la forme : 


F(p+<4) =<("V) A+< v x rot A —e grad y. 


Or. la différentielle totale dt est composée de deux parties: 


de la variation Ed du potentiel vecteur en fonction du temps au 


point donné de l’espace et de la variation quand on passe d’un point 
de l’espace à un autre se trouvant à la distance dr. Cette deuxième 
partie est (drV) A. De sorte que 


dA 6A . 
rar = "a + (VA. 
Substituant dans l'équation précédente, il vient : 


= 2 —egradp+<vx rot A. (17,2) 
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Telle est l’équation du mouvement d’une particule dans un champ 
électromagnétique. Nous avons à gauche la dérivée de l'impulsion 
par rapport au temps. Par conséquent. l'expression dans le second 
membre de (17,2) représente la force agissant sur une charge dans un 
champ électromagnétique. On voit que cette force est constituée 
de deux parties. La première [les deux premiers termes du second 
membre de (17,2)] ne dépend pas de la vitesse de la particule. La 
deuxième partie (le troisième terme) dépend de cette vitesse, à 
savoir, elle est proportionnelle à la grandeur de cette vitesse et lui 
est perpendiculaire. 

La force de première espèce, rapportée à la charge unité, est 
appelée champ électrique; nous le désignerons par E. 

Ainsi, par définition, 


—— 7 — grad p. (17,3) 


Le facteur devant la vitesse, plus exactement devant v/c. dans 
la force de deuxième espèce agissant sur la charge unité est appelé 
champ magnétique; nous le désignerons par H. 

Ainsi, par définition, 


H=rotA. (17,4) 


Lorsque dans un champ électromagnétique E 0, H = 0, 
on dit qu’on a un champ électrique ; si, au contraire, E = 0, H + 0, 
le champ est dit magnétique. Dans le cas général, un champ élec- 
tromagnétique est la superposition d’un champ électrique et d’un 
champ magnétique. 

Notons que E est un vecteur polaire, et H un vecteur axial. 

On peut maintenant écrire les équations du mouvement d'une 
charge dans un champ électromagnétique sous la forme: 


dp e 
a =ÆE+-vxH. (17,5) 


L'expression à droite est appelée force de Lorentz. Son premier terme 
est la force avec laquelle le champ électrique agit sur la charge; 
elle ne dépend pas de la vitesse de la charge et est dirigée suivant le 
champ E. Le deuxième terme est la force exercée par le champ ma- 
gnétique sur la charge ; elle est proportionnelle à la vitesse de la charge 
et perpendiculaire à cette vitesse et au champ magnétique H. 

Pour des vitesses faibles par rapport à la vitesse de la lumière, 
l'impulsion p est approximativement égale à son expression classi- 
que mv, et l'équation du mouvement (17,5) devient : 


a 


M -x 


=eÆE+<vxH. (17,6) 
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Etablissons encore l'équation montrant comment varie l'énergie 
cinétique d'une particule! avec le temps, c'est-à-dire la dérivée 
décin _ 4 mc? 


On s'assure aisément que 


substituant dp/dt tiré de (17,5) et remarquant que (v X H)v=—0, 
nous avons : 


décin _ 
— 5 =eEv. (17,7) 


La variation de l'énergie cinétique avec le temps est le travail 
effectué par le champ agissant sur la particule (en l’unité de temps). 
(17,7) montre que ce travail est égal au produit de la vitesse de la 
charge par la force avec laquelle le champ électrique agit sur elle. 
Le travail du champ pendant le temps df, c'est-à-dire lorsque la 
charge se déplace de dr, est, évidemment, eEdr. 

Soulignons que seul le champ électrique fournit un travail lors 
du déplacement d’une charge ; le champ magnétique n'effectue pas 
de travail. Cela tient à ce que la force avec laquelle le champ magné- 
tique agit sur la particule est constamment perpendiculaire à la 
vitesse. 

Les équations de la mécanique sont invariantes lorsqu'on change 
le signe du temps, c’est-à-dire quand on permute le futur et le passé. 
En d’autres termes, les deux sens d'écoulement du temps sont équi- 
valents en mécanique : le temps est isotrope. Cela signifie que si 
les équations de la mécanique régissent un certain mouvement, on 
peut concevoir le mouvement inverse, dans lequel le système passe 
par les mêmes états à rebours. 

Il est facile de voir qu’il en est de même pour le champ élec- 
tromagnétique en Relativité. Il faudra, cependant, changer le signe 

u champ magnétique en même temps que l’on remplace t par —t. 
En effet, on voit que les équations du mouvement (17,5) ne sont pas 
altérées par la substitution 


t—>—t, EE, H—-H. (17,8) 

Alors, conformément à (17,3-4), le potentiel scalaire ne change 
pas et le potentiel vecteur change de signe: 

p—>p, A—>—A. (17,9) 


1 Par «cinétique» nous entendons ici et plus bas l'énergie (9,4), conte- 
nant l’énergie de repos. 
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Ainsi, un mouvement donné ayant lieu dans un champ électro- 
magnétique, on peut concevoir le mouvement inverse dans ce champ 
avec changement de sens de H. 


Problème 


Exprimer l'accélération d’une particule en fonction de sa vitesse, de E et H. 
Solution. Posons dans l'équation du mouvement (17,5) p = vécin/c?, 
et remplaçons décin/dt par son expression (17,7). On trouve en définitive: 


. e 4 vè 1 1 


$ 18. Invariance de jauge 


Considérons maintenant la question de l'arbitraire dans la déter- 
mination des potentiels du champ. On doit considérer alors que 
le champ est caractérisé par l’action qu’il exerce sur le mouvement 
des charges qui s'y trouvent. Or les équations du mouvement (17,5) 
contiennent non pas les potentiels, mais les vecteurs du champ E 
et H. Il en résulte que deux champs sont physiquement identiques 
s'ils sont caractérisés par les mêmes E et H. 

Lorsque les potentiels A et ® sont donnés, E et H sont déter- 
minés univoquement d’après (17,3) et (17,4), par conséquent le 
champ aussi. Toutefois, des potentiels différents peuvent corres- 
pondre à un seul et même champ. Pour s'en assurer, ajoutons 
à chaque composante du potentiel A; le terme —6f/02*, où f est 
une fonction arbitraire des coordonnées et du temps. Alors le poten- 
tiel 4, devient: 

ie. of 
Ak= Ai ; (18,1) 
Une telle substitution fait apparaître dans l'intégrale de l'action 
(16,1) un nouveau terme, qui est une différentielle totale 
e ôf 2. e 
+ d#=d(<i) | (18,2) 
ce qui ne change pas les équations du mouvement (cf. I 8 2). 

Si l’on remplace le quadripotentiel par les potentiels vecteur 
et scalaire et les coordonnées z' par les coordonnées ct, x, y, z les 
quatre égalités (18,1) s’écrivent alors 

A'=At+gradf, qg=p—+ À. (18,3) 
On s’assure aisément que les champs électrique et magnétique 
déterminés par les égalités (17,3) et (17,4) ne changent effectivement 
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pas lorsqu’on remplace A et q par les potentiels A’ et q’ détermi- 
nés par (18,3). Ainsi, la transformation des potentiels (18,1) ne 
change pas le champ. Il en résulte que les potentiels ne sont pas 
déterminés univoquement: le potentiel vecteur est déterminé au 
gradient d’une fonction arbitraire près, et le potentiel scalaire 
contient comme terme additif la dérivée par rapport au temps de 
cette même fonction. 

En particulier, on peut ajouter au potentiel vecteur un vecteur 
constant arbitraire, et une constante arbitraire au potentiel scalaire. 
On le voit aussi directement du fait que seules entrent dans la défi- 
nition de E et H les dérivées de A et ®, et on ne change pas E et H 
en leur ajoutant des constantes. 

Seules les grandeurs invariantes par rapport à la transformation 
(18,3) des potentiels ont un sens physique ; notamment, toutes les 
équations doivent être invariantes par rapport à cette transforma- 
tion. C’est ce qu’on appelle invariance de jauge !. 

Cette non-univocité des potentiels permet toujours de les choi- 
sir de sorte qu'ils satisfassent à une condition arbitraire supplé- 
mentaire (à une seule, car nous pouvons choisir arbitrairement une 
fonction f dans (18,3)). En particulier, on pourra toujours choisir 
les potentiels du champ de telle manière que le potentiel scalaire q 
soit nul. Mais il sera généralement impossible d'annuler le poten- 
tiel vecteur, car la condition À = 0 représente, sous forme conden- 
sée, trois conditions supplémentaires (pour les trois composantes 
de A). 


$ 19. Champ électromagnétique constant 


Nous appelons champ électromagnétique constant un champ ne 
dépendant pas du temps. On peut manifestement choisir les poten- 
téels d’un champ constant de sorte qu'ils soient des fonctions des 
geules coordonnées, mais non du temps. Un champ magnétique 
constant s’écrit, comme précédemment, H = rot A. Un champ 

_ électrique constant, lui, s'écrit: 


E = — grad ®. (19,1) 


Ainsi, un champ électrique constant est défini seulement par un 
potentiel scalaire, et un champ magnétique par un potentiel vecteur. 

Nous avons vu au paragraphe précédent que les potentiels du 
champ n'étaient pas déterminés univoquement. Néanmoins, il 
est facile de s’assurer que si l’on décrit un champ électromagnétique 
constant avec des potentiels ne dépendant pas du temps, on ne pour- 

1 Soulignons que ce résultat est lié à la constance de e supposée dans (18,2). 


Ainsi, l'invariance de jauge des équations de l'électrodynamique et la conser- 
vation de la charge sont étroitement liées l’une à l'autre. 
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ra alors ajouter au potentiel scalaire qu’une constante arbitraire 
(ne dépendant ni des coordonnées ni du temps) si l’on veut conser- 
ver le champ invariable. Habituellement, œ est assujetti à une autre 
condition supplémentaire: il prendra une valeur déterminée en un 
point donné de l’espace ; le plus souvent, on prend œ nul à l'infini. 
La constante dont il a été question est alors déterminée et le poten- 
tiel scalaire du champ constant est aussi déterminé univoquement. 

Au contraire, le potentiel vecteur n’est pas, tout comme avant, 
univoque, même pour un champ électromagnétique constant; on 
pourra lui ajouter le gradient d’une fonction arbitraire des coor- 
données. 

Voyons quelle est l'énergie d’une charge dans un champ élec- 
tromagnétique constant. Lorsque le champ est constant, la fonction 
de Lagrange pour une charge ne dépend pas non plus explicitement 
du temps. On sait que dans ce cas l’énergie se conserve et coïncide 
avec la fonction d'Hamilton. 

Conformément à (16,6), on a: 

E = TE + ep. (19,2) 


Vie 

ce? 
Ainsi, dans un champ, à l'énergie d’une particule vient s'ajouter 
le terme ep, qui est l’énergie potentielle de la charge dans le champ. 
Remarquons le fait fondamental que l'énergie ne dépend que du 
potentiel scalaire, et non du potentiel vecteur. En d’autres termes, 
le champ magnétique n'influe pas sur l'énergie des charges; seul 
le champ électrique peut changer l'énergie d’une particule. Cela 
tient à ce que, contrairement au champ électrique, le champ magné- 
tique ne travaille p:s lors du déplacement d'une charge. 

Lorsque les vecteurs E et H sont les mêmes en tous les points 
de l’espace on dit que le champ est uniforme. Le potentiel scalaire 
d’un champ électrique uniforme peut être exprimé au moyen du 
vecteur E comme suit : 


p=— —Er. (19,3) 


En effet, pour E = const nous avons grad (Er) = (EV)r = E. 
Quant au potentiel vecteur d un champ magnétique uniforme, 
il s'exprime au moyen de H sous la forme: 


A=+Hxr. (19,4) 


En effet, eu égard à H— const, les formules bien connues de l’ana- 
lyse vectorielle nous donnent : 


rotHxr—Hdivr—(HV)r= 2H 
(rappelons que divr = 3). 
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On peut encore prendre le potentiel vecteur d'un champ ma- 
gnétique uniforme, par exemple, sous la forme: 
Ax=—Hy, Ay=A4;=0 (19,5) 
(l’axe des z a été dirigé selon H). Il est facile de s'assurer que, pour 
un tel choix de A, nous avons aussi l’égalité H — rot A. Confor- 
mément aux formules de transformation (18,3), les potentiels (19,4) 
et (19,5) diffèrent l’un de l’autre du gradient d’une certaine fonction: 
on obtient (19,5) en ajoutant Vf à (19,4), où f = —z:yH/2. 


Problème 


Ecrire, en mécanique relativiste, le principe de variation pour la trajectoire 
d'une particule (principe de Maupertuis) dans un champ électromagnétique 
constant. 

Solution. Le principe de Maupertuis stipule que si l'énergie totale 
d’une particule est conservée (mouvement dans un champ constant), alors 
sa trajectoire peut être déterminée à partir de l'équation variationnelle 


ô { P dr =0, 
où P est l'impulsion généralisée de la particule, exprimée au moyen de l'énergie 
et des différentielles des coordonnées, l'intégrale étant étendue à la trajectoire 
de la particule (cf. I $ 44). Substituant P = p + ZA et remarquant que les 
directions p et dr coïncident, nous avons: 


ô ((pa+< Adr)-—0. 


où di— Vdr® est l'élément d'arc. Tirant p de p?+m?c2—($—ep)2/ct, 
on trouve en définitive : 


ô f {y + (6— ep)? mic d1+< À är} =0. 


{ 
$ 20. Mouvement dans un champ électrique uniforme constant 


Examinons le mouvement d’une charge e dans un champ élec- 
trique uniforme constant E. Faisons coïncider l'axe des z avec la 
direction du champ. Le mouvement se fera manifestement dans 
un plan, que nous supposerons être le plan zy. Ceci étant, les équa- 
tions du mouvement (17,5) s’écrivent : 


Px = eE, Py = 0 
(le point sur une lettre désignant la dérivation par rapport au temps), 
d'où 
Px = eEt, Py —= Po- (20,1) 
Nous avons pris pour instant initial l'instant où p, — 0; po est 
l'impulsion de la particule à cet instant. 
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L énergie cinétique d’une particule (énergie sans l'énergie poten- 
tielle dans le champ) est &cin = € V m°c° + p°. Eu égard à (20,1), 
aous trouvons dans notre cas: 

Ecin= V'm°et + c?p5 + (ceEt)° = VE: + (ceEt)!, (20,2) 
où &, est l'énergie à l'instant { —0. 

D'après (9,8), la vitesse de la particule est v—pc*/écin. Nous 

avons donc pour la vitesse w —zx: 


Nous obtenons par intégration : 
2= 5 VE GED (20,3) 


(la constante d'intégration a été supposée nulle) 1). 
Pour la détermination de y nous partons de 


dy _ Py® Poc® 


d'où 


Et 
= 2% Arsh & : (20,4) 


Nous trouvons l'équation de la trajectoire en exprimant dans 
(20,4) t en fonction de y et en substituant dans (20,3). On obtient : 


z=focn<#5, (20,5) 


La charge décrit donc dans un champ électrique uniforme une chaï- 
nette. 

Lorsque v < c pour une particule, on peut poser po = Mo, 60 = 
= mc? ; en développant (20,5) selon les puissances de 1/c, on trouve, 
abstraction faite des termes d ordres supérieurs: 


eE , 
ZT = ET y* + const, 


c'est-à-dire que la charge décrit une parabole, résultat bien connu 
en mécanique classique. 


1 Ce résultat (pour p, = 0) coïncide avec la solution du problème du mou- 
vement relativiste avec « accélération propre » constante wo = eE/m (cf. pro- 
blème du $ 7). La constance de cette accélération est due, dans notre cas, à ce 
que le champ électrique est invariant par rapport aux transformations de Lo- 
rentz avec des vitesses V dirigées suivant le champ (cf. $ 24). 
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$ 21. Mouvement dans un champ magnétique uniforme constant 


Examinons maintenant le mouvement d’une charge e dans un 
champ magnétique uniforme H. Dirigeons le champ suivant l’axe 
des z. Nous écrirons les équations du mouvement: 


p=<vxH 
sous une autre forme, en remplaçant l'impulsion par 
Ev 


c? ? 


p = 


où & est l'énergie de la particule, qui est constante dans un champ 
magnétique. Les équations du mouvement s’écrivent alors: 


6 d 
ou en développant l'expression vectorielle 
Le — OÙy) y = — OU,, D, — 0. (21,2) 
où nous avons posé : 
=. (21,3) 


Multiplions la seconde équation (21,2) par à et ajoutons-la à la 
première : 
(be + in) = — io (x + iv), 
d'où 
ve + iv, = aeriot, 
aù a est une constante complexe. On peut l'écrire sous la forme 
a=vue" ts, où vw et & sont réels. Alors 
Ux + ivy = ver {(ot+a), 
- ét, séparant les parties réelle et imaginaire, on trouve: 
VU = Vot COS (o£+@), Vy = — vor sin (of + «@). (21,4) 
Les constantes vx et & sont déterminées par les conditions initiales, 
a est la phase initiale; quant à vw, (21,4) montre que 
vot = V vi +v, 
donc que c'est la vitesse de la particule dans le plan zy, qui est 


constante pendant le mouvement. 
(21,4) donne après intégration : 


z=r+rsin(ot+a), y—=yoH+r cos (ot + a), (21,5) 
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où 
p= 0t mn POS — CPE (21,6) 


{p: est la projection de l'impulsion sur le plan zy). De la troisième 
équation (21,2) nous déduisons v. =. et 
2 = 29 + Vol. (21,7) 

(21,5) et (21,7) montrent que la charge décrit dans un champ ma- 
gnétique uniforme constant une hélice, dont l'axe est dirigé suivant 
le champ, et de rayon r défini par (21,6). En outre, la vitesse est 
constante en grandeur. Dans le cas particulier où vo, = 0 (la com- 
posante de la vitesse dans la direction du champ est nulle), la tra- 
jectoire est une circonférence perpendiculaire au champ. 

On voit sur les formules que « est la fréquence cyclique de rota- 
tion de la particule dans le plan perpendiculaire au champ. 

Dans le cas où la vitesse de la particule est petite, on peut poser 
approximativement $& = mc°. Alors la fréquence w s'écrit: 


LUS (21,8) 


mc 


Supposons maintenant que, tout en restant uniforme, le champ 
magnétique varie lentement en grandeur et en direction. Voyons 
alors ce que devient le mouvement d'une particule chargée. 

On sait que, les conditions du mouvement variant lentement, 
les invariants dits adiabatiques restent constants. Le mouvement 
dans un plan perpendiculaire au champ étant périodique, on aura 


pour invariant adiabatique l'intégrale 7 = Pidr, sur une pé- 


riode complète du mouvement — circulaire dans notre cas (P, est 
la projection de l’impulsion généralisée sur le plan indiqué)!. Subs- 


tituant P, = p, + <A, nous obtenons 
1 1 e 
1= 76 Prdr= £ pedr+ 5e Ÿ Adr. 


1 Cf. I & 49. Les invariants adiabatiques sont en général les intégrales 
pdg prises sur la période de variation de la coordonnée g donnée. Dans le cas 
considéré, les périodes relatives à deux coordonnées — dans le plan perpendi- 
culaire à H — coïncident, et l’intégrale / représente la somme de deux inva- 
riants adiabatiques respectifs. Toutefois, chacun de ces invariants pris séparé- 
ment n'a pas de sens, car il dépend du choix, non univoque, du potentiel vec- 
teur du champ. La non-univocité des invariants adiabatiques qui en découle 
est due au fait suivant: considérant un champ magnétique comme uniforme 
dans tout l’espace, il est impossible, en principe, de déterminer le champ élec- 
trique résultant de la variation de H, car il dépend en réalité de conditions 
concrètes à l'infini. 
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Nous remarquons que dans le premier terme p, a une grandeur cons- 
tante et est colinéaire à dr; appliquons le théorème de Stokes 
au second terme et substituons rot A = H: 


I=rpe+--Hr, 


où r est le rayon de l'orbite. Substituant dans cette égalité à r son 
expression (21,6), nous avons: | 
| 3cp} 


l=- 7 : 


(21,9) 


Ceci montre que si H varie lentement, l'impulsion transversale p, 
varie proportionnellement à WH. 

Ce résultat peut s'appliquer à cet autre cas où une particule 
décrit une hélice dans un champ magnétique constant mais pas 
tout à fait uniforme (le champ varie peu à des distances comparables 
au rayon et au pas de l’orbite hélicoïdale). On peut considérer qu’un 
tel mouvement se fait sur une orbite circulaire qui se déplace au 
cours du temps, et que par rapport à cette orbite le champ varie 
en quelque sorte avec le temps, tout en restant uniforme. On peut 
alors affirmer que la composante de l’impulsion transversale (par 
rapport à la direction du champ) varie suivant la loi p, = VCH, 
C étant une constante, et H une fonction donnée des coordonnées. 
Par ailleurs, de même que pour le mouvement dans tout champ ma- 
gnétique constant, l'énergie de la particule (et avec elle le carré 
de son impulsion p°) reste constante. En conséquence la composante 
longitudinale de l'impulsion varie suivant la loi 


t pi= p°— pi = p°—CH (x, y, :). (21,10) 
Puisqu’on doit toujours avoir p?>0, ceci montre que la par- 
ticule ne peut pénétrer dans les régions où le champ est suffisam- 
“ment fort (CH >> p°). Lorsque le mouvement s'effectue dans le sens 
où le champ croît, le rayon de la trajectoire hélicoïdale décroît en 


raison de p,/H (c'est-à-dire en raison de 1/V H), et son pas en raison 
de p,. Une fois atteinte la frontière, où p, s’annule, la particule 
en est réfléchie: continuant à tourner dans le sens primitif, elle 
commence à se mouvoir contre le gradient du champ. 

La non-uniformité du champ engendre encore un autre phé- 
nomène — le déplacement transversal lent (dérive) du centre menant 
de la trajectoire hélicoïdale de la particule (en relation avec cela, 
on appelle ainsi le centre de l'orbite circulaire) ; à cette question est 
consacré le problème 3 du prochain paragraphe. 
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Problème 


Déterminer la fréquence des oscillations d'un oscillateur spatial chargé 
se trouvant dans un champ magnétique uniforme constant ; la fréquence propre 
de l’oscillateur (en l’absence de champ) est wo. 

Solution. Les équations des oscillations forcées de l’oscillateur dans 
un champ magnétique (orienté selon l’axe des z) s’écrivent: 


….., eH .. eH . 
THOE= OU HOy= x, 5: +065 =0. 
Multiplions la deuxième équation par é et ajoutons-la à la première, il vient : 


2e = _; “A à 
E+oiè = t mc ë, 


où E—z+iy. D'où l’on trouve que la fréquence des oscillations dans un plan 
perpendiculaire au champ est 


1 [eH\° eH 
_ 2 1 RER, FRS 
LE Vi 4 (& ) LE 2mc 
Lorsque le champ H est faible, cette formule devient 


eH 
2mc 


Les oscillations dans la direction du champ restent inchangées. 


© = O9 + 


$ 22. Mouvement d'une charge dans des champs 
électrique et magnétique uniformes constants 


Enfin, considérons le mouvement d’une charge dans le cas de 
la superposition d’un champ électrique et d’un champ magnétique 
uniformes constants. Nous nous bornerons au cas non relativiste 
où la vitesse de la charge est v < c et, par conséquent, son impul- 
sion p = mv; comme nous le verrons ci-dessous, il suffit pour cela 
que le champ électrique soit petit par rapport au champ magnétique. 

Dirigeons l'axe des z selon H et supposons que le plan yz coïn- 
cide avec celui des vecteurs H et E. Alors les équations du mouvement 


mv = eE + £ vxH 
s'écrivent : 
mx = < yH, 
my=eEy—<2H, (22,1) 


mz = eE,. 
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La troisième de ces équations montre que le long de l'axe des z 
la charge accomplit un mouvement uniformément accéléré, c'est-à- 
dire que 


E 
z= Te tout. (22,2) 


Multiplions la seconde équation (22,1) par à et ajoutons-la à la 
première; on trouve: 


(c+iy)+lo(r+iy)=i LE, 


(wo = eH/mc). L'intégrale de cette équation, où x + iy est con- 
sidéré comme l'’inconnue, est la somme de l'intégrale générale de 
cette équation privée de son second membre et d’une intégrale parti- 
culière de l’équation avec second membre. On a pour la première 
ge-ivt, et pour la seconde eE,/mw = cE,/H. De sorte que 


. D cEy 
z+iy= ae toit. 


La constante a est, en général, complexe. Posons-la a = beït, où 
b et « sont réels. Etant donné que a est multiplié par ei”, on peut, 
par un choix convenable de l'origine des temps, donner à la phase 
a une valeur arbitraire. Prenons &« de façon que a soit réel. Alors, 


séparant les parties réelle et imaginaire dans z + iy, nous obtenons 
e E . 
z= a cos wt + c—À »  y—= —asinot. (22,3) 


De plus, à l'instant t — 0 la vitesse est dirigée selon l’axe des z. 
Nous voyons que les composantes de la vitesse de la particule sont 
les fonctions périodiques du temps; leurs valeurs moyennes sont 
” = cEy = 

T= 7; y = 0. 


2 4 


On appelle souvent vitesse de dérive électrique cette vitesse 
moyenne du mouvement de la charge dans un champ électrique 
et un champ magnétique croisés. Sa direction est normale aux deux 
champs et ne dépend pas du signe de la charge. Son écriture vectoriel- 
le est | 

—  cEXH 
V= re (22,4) 


Toutes les formules de ce paragraphe impliquent que la vitesse 
de la particule soit petite par rapport à celle de la lumière. Pour 
cela, il faut notamment que les champs électrique et magnétique 
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satisfassent à la condition 


Fv 1 22,5 
Et, (22,5) 


les grandeurs Æ, et H pouvant être arbitraires. 

Intégrons encore une fois les équations (22,3) et prenons les 
constantes d'intégration de sorte que pour { —0 l'on ait x = y = 0; 
nous obtenons 


E 
z= sin ut+ Es, = + (cos ot — 1). (22,6) 


Ce sont les équations paramétriques d’une trochoïde. Selon que 
la valeur absolue de a est plus grande ou plus petite que la valeur 


a * [s) = 


ÿ 


Fig. 6 
TZ 


9) 


absolue de cE,/H, la projection de la trajectoire de la particule sur 
le plan xy a la forme représentée sur les fig. 6, a et 6, b. 
Si a= —cE,/H, (22,6) devient 


cEy s cE;y - 
Le SH (ot — Sin œt), y = 4H (1 — cos ot), (22, 1) 
la projection de la trajectoire sur le plan xy est une cycloïde (fig. 6,c). 


Problèmes 


1. Déterminer le mouvement relativiste d’une charge dans un champ 
électrique et dans un champ magnétique uniformes parallèles. 

Solution. Le champ magnétique n’influe pas sur le mouvement dans 
la direction commune de Eet H (axe des), quia lieu, par conséquent, sous l’in- 
fluence de seul champ électrique; il en résulte que, conformément au £ 20: 


€ : 
=,  Écm= Vert (Et). 


6—249 
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Pour le mouvement dans le plan zy nous avons l'équation 


L e : 
Px= —Hv,, Py= + Ho, 
ou bien 
d .  _ , H .  _ ieHc 
nr Pstipy)= ii (x+iv)=— Écn Œ@x+ipy)- 


11 s'ensuit que 
PxPipy=pee "9, 


où ps est la valeur constante de la projection de l'impulsion sur le plan xy, 
la grandeur auxiliaire @ étant définie par la relation 


dt 
dg=eH 5 
# Sécu 
d'où 
E 
a 60 sh A (1) 
Nous avons ensuite 
= 6 L L eH d(x+i 
petipp=pie one (+= SEEN, 
d'où 
= Pt gi =<Pt. 9 
z= H sing, y= H cos q. (2) 
Les formules (1) et (2) avec la formule 
E 
= 60 à Lo (3) 


déterminent le mouvement de la particule sous forme paramétrique. La trajec- 
toire est une hélice de rayon cp, /eH et de pas monotone croissant ; la par- 
fticule décrit cette hélice avec une vitesse angulaire décroissante = eHc/'@cin, 
‘la projection de la vitesse sur l’axe des z tendant vers c. 
2e Déterminer le mouvement relativiste d'une charge dans un champ 
électrique et dans un champ magnétique orthogonaux d'’égales grandeurs !. 
æ Solution. Choisissons l'axe des z selon H et l’axe des y selon E, posons 
en outre £ — H, nous avons les équations du mouvement: 
dpx _e dPy E ( Vx ) ’ dPz =0 


—e di A dt 


dt © ‘v dt 


qui ont pour conséquence l'équation (17,1) 


de 
= eEv,. 


1 Le problème du mouvement dans des champs E et H orthogonaux mais 
de grandeurs différentes se ramène, par une transformation convenable du ré- 
férentiel. à celui d'un mouvement dans un champ purement électrique ou magné- 
tique (cf. $ 25). 
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Nous tirons de ces équations : 
P:=const, ‘Æcin—CPx=Const = a. 
Utilisant de même l'égalité 
Ein — c°PÈ = (Écin + CPx) (6cin — CPx) = c°p}, +e? 
(où e?=m°ci+c?p2=const), on trouve : 


. 1 ci A: 
Écin + Px RS (c2p5,+e?), 


puis 
a c?pi,+e a . cp} +e? 
Enr r P ET ue 
Ecrivons ensuite : 
dPy “inv 
Écin di —eE (£cin— _ =) =eE (6cin—cpx) =eEc, 
d'où 
, E? CR 
2eEt= (144) Put mue Pè- (1) 
Pour la détermination de la trajectoire, nous passons dans les équations 
dz  c?pz 


ET Een” 


à la ns Pi One CRERIEnE à dt= 6cin dpy'eEa; ce faisant, l'intégration 
nous donne les formules 

c e? c3 

=——— [14 — RE. | 

FT 2eE ( ur }ro+ GaseE Pr 

cu] C2 


CA __ Pet 
YueE lv $T'eEa Pu° 


Les formules (1) et (2) déterminent complètement, sous forme paramétrique 
(le paramètre est p,), le mouvement de la particule. Remarquons que la vitesse 
croît le plus vite dans la direction perpendiculaire à E et H (axe des x). 

3. Déterminer la vitesse de dérive du centre menant de l'orbite d’une 
particule chargée non relativiste dans un champ magnétique constant quasi 
uniforme (var Alphen, 1940). 

Solution. Supposons d’abord que la particule décrive une orbite 
circulaire, c'est-à-dire que sa vitesse n'ait pas de composante longitudinale 
(suivant le champ). Mettons l'équation de la trajectoire de la particule sous 
la forme r—R(t)+£ (!), R (t) étant le rayon vecteur du centre menant (une 
fonction lentement variable du temps), et £ (‘) une quantité rapidement oscil- 


lante qui représente le mouvement rotatoire autour du centre menant. Prenons 
la moyenne de la force £r X H (r) agissant sur la particule sur la période du 


mouvement oscillatoire (circulaire) (cf. ! $ 30). Développons en puissances 
de £& la fonction H (r): 


H (r)=H (R)+(6V) H (R). 
6e 
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Lors de la médiation les termes du premier ordre en & (t), quantité oscil- 
lante, s'’annulent, et le terme du second ordre donne naissance à une nou- 
velle force 


t=<6 (69) XH. 
Pour un mouvement circulaire 


SUR 


É=wGxn), = = 


L 


n étant le vecteur unité suivant H; la fréquence © = eH/mc; v L est la vitesse 


de la particule dans son mouvement circulaire. On a pour la moyenne des pro- 
duits des composantes du vecteur $ tournant dans un plan (perpendiculaire à n): 


Ep = L'ôass 


Ôes étant le tenseur unité dans ce plan. On obtient 


RL 
= 57 (nXV)xXxH. 


En vertu des équations div H=0, rot H—0 qui sont vérifiées par le champ 
constant H(R), on a: 


(naXV)XH=—ndivH+(nv)H+nrotH= 
=(nV) H=/7 (nv) n+n(nVH). 


Nous cherchons la force transversale (par rapport à n), qui entraîne le dépla- 
cement de l'orbite; elle vaut : 


mu mvi 
f= 5 (Va v, 


> 


p étant le rayon de courbure de la ligne de force du champ au point donné, 
et v le vecteur unité dirigé du centre de courbure vers ce point. 

{ Le cas où la particule possède aussi bien une vitesse longitudinale (suivant 
p}v, se ramène au précédent si l’on passe dans un référentiel tournant autour 


‘ du centre instantané de courbure de la ligne de force (de la trajectoire du centre 
menant) avec la vitesse v}/p. Dans ce système la particule n’a pas de vitesse 


“longitudinale, mais il apparaît une force transversale supplémentaire — une 
force centrifuge égale à wmv? /p. Ainsi donc, la force transversale totale est: 


iv (a+) 


Cette force équivaut à un champ électrique fconstant f ,/e. En vertu 
de (22,4), elle provoque la dérive du centre menant de l'orbite avec la vitesse 


va (+ à) vxn. 


Le signe de cette vitesse dépend de celui de la charge. 
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$ 23. Tenseur du champ électromagnétique 


u $ 17, nous avons établi les équations du mouvement d'une 
charge dans un champ à partir de la fonction de Lagrange (16,4) 
écrite sous forme tridimensionnelle. Etablissons maintenant ces 
mêmes équations à partir de l’action (16,1), écrite dans le formalisme 
quadridimensionnel. 

D'après le principe de moindre action 


56 | (—me ds— © Asdxt)—0. (23,1) 


Remarquant que ds= V' dx; dx, nous trouvons (nous omettrons les 
bornes d'intégration a et b): 


6S = —[ (me AE 4 E 4, dônt + € 64; dr) —0. 


Nous intégrerons par parties les deux premiers termes sous 
le signe somme. En outre, nous écrirons dans le premier terme dx;/ds= 
= u;, où u; est la 4-vitesse. Alors, 


f (mc duiôr' + € 8x dA1—< Aid) — 
— (moui-+< 41) êxi | =0. (23,2) 


Le deuxième terme de cette égalité est nul, car on varie l'intégrale 
pour des valeurs fixes des coordonnées aux limites. Par ailleurs, 


SA= high, dA = gx, 
oz dx" 
donc 
[ (me duba* ee _ ôx° dr" — © — dr'5 ss 0. 


Ecrivons dans le premier terme du; = a dans le deuxième 


et le troisième, dz'=— u'ds. De plus, permutons les indices à et 4 
dans le troisième terme (ce qui n’altère rien, car ce sont des indices 
de sommation). Alors, 

[ [me (2% ML) 2x] sat ds 0. 


ri Ozi êzt 


Les ôx' étant arbitraires, l'expression entre crochets est nulle: 
£ du; e (Se 04; ) u* 


ozi oz 
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Posons : 
__ 048 04; 
dr ee 
Le tenseur antisymétrique Fi: est appelé tenseur du champ élec- 
tromagnétique. L'équation déduite s'écrit alors : 
F6 Zik 
me =— F'ux. (23,4) 


C'est là l'équation du mouvement d’une charge sous forme quadri- 
dimensionnelle. 


Il est facile d’expliciter le sens des diverses composantes de 
Fix en substituant les valeurs 4; — (q, —A) dans la définition (23,3). 
Le résultat peut être représenté par un tableau, l'indice i= 0, 1,2,3 
numérotant les lignes, et k, les colonnes: 


0 Es; Æ; ÆE 
—E, 0 —H, H, 
—E, H, O0 
—E, —H, H, 0 
0 ES EN =; 


Fix= 


(23,5) 


Fi! _ 


Plus succinctement encore (cf. $ 6): 
Fix=(E, H), F*=(—E, H). 


{Ainsi donc, les composantes des champs électrique et magné- 
tidue sont les composantes du seul 4-tenseur champ électromagné- 
tique. 

-.Passant aux notations tridimensionnelles, on s’assurerait faci- 
lement que les trois composantes spatiales (i —1, 2, 3) de l’équa- 
tion (23,4) sont identiques avec l'équation vectorielle du mouve- 
ment (17,5), et que la composante temporelle (i — 0) coïncide avec 
l'équation du travail (17,7). Cette dernière est une conséquence 
de l'équation du mouvement ; le fait que seules trois des quatre 
équations (23,4) soient indépendantes s'établit aussi directement 
en multipliant par ui les deux membres de (23,4). Alors le premier 
membre s annule du fait de l’orthogonalité des quadrivecteurs u' 
et du;lds, etle second membre en raison de l'antisymétrie de F;4. 

Si dans la variation de ôS on ne retient que les trajectoires réelles, 
le premier terme de (23,2) s'annule identiquement. Alors le second 
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terme, dont on considère la limite supérieure comme variable, donne 
la différentielle de l’action en tant que fonction des coordonnées. 
De sorte que 


ôS — — (mous + + Ai) ôxi. (23,6) 
D'où 
as e e = 
— — = MCU; + — A;= pi +— Ai. (23,7) 
Oz? C C 


Le quadrivecteur de composantes —0S/01' est le 4-vecteur 
d'mpulsion généralisée de la particule P;. Substituant les valeurs 
des composantes p, et À;, on trouve 


pin (ét, pye a). (23,8) 


Comme il se doit, les composantes spatiales du 4-vecteur for- 
ment le 3-vecteur d'mpulsion généralisée (16,5), la composante tem- 
porelle étant &/c, où & est l'énergie totale de la charge dans le champ. 


$ 24. Transformation de Lorentz pour le champ 


Nous allons écrire les formules de transformation du champ, 
c'est-à-dire les formules définissant le champ dans un référentiel 
d'inertie, lorsqu'il est donné dans un autre. 

On tire les formules de transformation des potentiels directement 
des formules de transformation générales pour un 4-vecteur (6,1). 
Nous rappelant que A = (p, A), on trouve: 


LA V ° L V LU 
LS RNA , 
Ay= A À: = 4; 


Q=———, A —, .… (24,1) 
Vi Vi-E 


Les formules de transformation pour un 4-tenseur antisymé- 
trique d'ordre deux (tel étant F‘*) ont été déduites au prob. 2 8 6: 
les composantes F*$ et F°1 ne changent pas dans la transformation, 
et F9, F%S et F1, F1 se transforment respectivement comme 
z° et x!. Exprimant les composantes de F* au moyen des com- 
posantes des champs E et H conformément à (23,5), on trouve 
les formules de transformation suivantes pour le champ électrique : 


, 14 LA LA L 
E+—H, EH 


2, Ee———— 
c2 c2 


E,=E;:, E,= 
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et pour le champ magnétique : 
Hi— L E: H! + E; 
y H;3=——. (24,3) 


ren 7 = 
= 1-5 
Cc= c® 


Ainsi, le champ électrique et le champ magnétique sont, com- 
me la plupart des grandeurs physiques, relatifs: leurs prop- 
riétés sont différentes en -divers référentiels. Notamment, 
l’un des deux champs électrique ou magnétique peut ne pas figu- 
rer dans un référentiel et figurer dans un autre. 

Les formules de transformation (24,2-3) se simplifient consi- 
dérablement lorsque V < c. Nous avons, abstraction faite des ter- 
mes d’ordre supérieur à V/c: 


; , V ,» ; F ,,. 
Ex=Ex Ey=EytH, E.-E;-H;; 


Hx=H%x H, = 


, , l'a : V » 
Ha= Ha Hy=Hiy—E, H=H;+—E; 


Ces formules peuvent être transcrites sous forme vectorielle : 
EE +1H'xV, H=H—ÎE'xv. (24,4) 


Les formules de la transformation inverse, de K’ à X, peuvent 
être obtenues directement de (24,2-4) en déplaçant le signe prime 
et en changeant le signe de Y. 

Si dans le système X’ le champ magnétique H’ = 0, conformé- 
ment à (24,2-3), il existera entre les champs électrique et magné- 
tique dans le référentiel X la relation 

H—ÈVxE. (24,5) 


Si, au contraire, dans X” on a E’—0, on aura dans À 
ne E=—{VxEH. (24,6) 


Il s'ensuit que, dans les deux cas, les champs magnétique et élec- 
trique sont orthogonaux dans X. 

La réciproque est vraie pour ces formules: si dans un référen- 
tiel ÆÀ les champs E et H sont orthogonaux (mais de grandeurs 
différentes), il existe un référentiel À’ par rapport auquel le champ 
est purement électrique ou magnétique. La vitesse V de ce référen- 
tiel (par rapport à Æ) est perpendiculaire à E et H et elle a pour 
grandeur dans le premier cas cH/E (avec H < E), et dans le second 
cE/H (avec E << H). 
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$ 25. Invariants du champ 


Avec les vecteurs des champs électrique et magnétique on peut 
former des grandeurs invariantes par rapport aux divers référentiels 
d'inertie. 

Il est facile de trouver la forme de ces invariants en partant 
de la représentation quadridimensionnelle du champ au moyen 
du 4-tenseur antisymétrique F'*. On peut évidemment former avec 
les composantes de ce tenseur les grandeurs invariantes suivantes 


Fire inv, (25,1) 
REF im = NV, (25,2) 


e‘klm étant le tenseur unité complètement antisymétrique (cf. $ 6). 
La première de ces quantités est un vrai scalaire, et la seconde, 
un pseudo-scalaire (le produit de F'* par son dual) !. 

Exprimant les composantes de F* au moyen des composantes 
de E et H en vertu de (23,5), on voit aisément que, sous forme tri- 
dimensionnelle, ces invariants s’écrivent : 

H°—E*=inv, (25,3) 

EH=inv. (25,4) 

On voit le caractère pseudo-scalaire du second d’entre eux du fait. 

qu'il est le produit du vecteur polaire E par le vecteur axial IL (le 
carré (EH})°, lui, est un vrai scalaire). 

De l’invariance des deux expressions écrites ci-dessus on déduit 
que si dans un référentiel quelconque les champs électrique et magné- 
tique sont orthogonaux, c’est-à-dire si EH = O0, ils le sont aussi 
dans tout autre référentiel d'inertie; si dans un certain référentiel 
les valeurs absolues de E et H sont identiques, elles le sont aussi 
dans tout autre. 

Les inégalités suivantes ont aussi manifestement lieu: si £ > H 
(ou E << H), dans un référentiel, il en sera de même dans tout autre ; 
si les vecteurs E et H forment un angle aigu (obtus) dans un réfé- 
rentiel, il en est de même dans tout autre. 

On pourra par des transformations de Lorentz assigner à E ct 
H des valeurs arbitraires, assujetties à la seule restriction que 
E° — H° et EH aient des valeurs données à l’avance. On pourra, 
notamment, trouver un référentiel d'inertie dans lequel les champs 


.! Notons aussi que le pseudo-scalaire (25,2) peut s'écrire sous forme de 
4-divergence : 
nl 4m) , 


ce dont on s'assure aisément eu égard à l’antisymétrie de efilmn, 


eitim Pin F im = À 2 GR 9 
oz! Ôz 
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électrique et magnétique sont parallèles. On a dans ce référentiel 
EH = EH, et des deux équations 


E®—H°=E-H!, EH=EM 


on peut trouver les valeurs de E et H dans ce référentiel (Es et Ho 
sont les champs électrique et magnétique dans le référentiel initial). 

Le cas où les deux invariants sont nuls est une exception. Alors 
E ct H sont de même grandeur et orthogonaux dans tous les référen- 
tiels. . 

Si l'on a seulement EH = O0, on pourra trouver un référentiel 
où E = 0 ou bien H = 0 (selon que E? — H?< ou > 0), c'est-à- 
dire que le champ y sera purement magnétique ou électrique ; inver- 
sement, si dans un certain référentiel E — O0 ou H = 0, ils seront 
orthogonaux dans tout autre référentiel en vertu de ce qui a été 
dit à la fin du paragraphe précédent. 

Opérons maintenant d'une autre manière pour trouver les inva- 
riants du 4-tenseur antisymétrique. Ce procédé montrera, notam- 
ment, que (25,3) et (25,4) sont effectivement les deux seuls invariants 
indépendants possibles. Par ailleurs, on mettra en évidence cer- 
taines propriétés mathématiques instructives des transformations 
de Lorentz lorsqu'elles sont appliquées à de tels 4-tenseurs. 

Considérons le vecteur complexe 


F—E+iH. (25,5) 


On voit aisément au moyen des formules (24,2-3) que la transfor- 
mation de Lorentz (le long de l'axe des x) pour ce vecteur a la 
forme : 


Fr=F: Fy=Ficho—iF:sho=#F; cosip—F;siniq, 


2 
, F:=F:cosip+ Fysin ig, thp=—. es) 


Nous voyons qu'une rotation dans le plan zt de l’espace à quatre 
dimensions (telle est la transformation de Lorentz considérée) pour 
le” Yecteur F est équiv alente à une rotation d'un angle imaginaire 
dans le plan y: de l’espace à trois dimensions. L'ensemble de toutes 
les rotations possibles dans le 4-espace (y compris les rotations ordi- 
naires des axes x, y, :) est équivalent à l’ensemble de toutes les 
rotations possibles d'angles complexes dans l’espace à trois dimen- 
sions (aux 6 angles de rotation dans le 4-espace correspondent trois 
angles complexes de rotation du système tridimensionnel). 

Le seul invariant du vecteur F par rapport aux rotations est son 
carré :F ® = £E° — H° + 2iEH ; il en résulte que les quantités réel- 
les E° — H° et EH sont les deux seuls invariants indépendants 
de Fin. 
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Lorsque F° =£ 0, le vecteur F peut être mis sous la forme F = an, 
où nest un vecteur unité (n° — 1) complexe. Par une rotation 
complexe adéquate, on peut diriger n selon un des axes de coordon- 
nées ; alors n devient réel et, par là, détermine les directions des deux 
vecteurs E et H:F = (£ + iH)n; en d’autres termes, les vecteurs 
E et H deviennent parallèles entre eux. 


Problème 
Déterminer la vitesse du référentiel où les champs électrique et magnéti- 
que sont parallèles. 
Solution. Il existe un infinité de référentiels A’ satisfaisant 
à la condition posée : si l’un d’eux a été trouvé, de la même propriété sera doué 
n'importe quel autre référentiel glissant par rapport au premier dans la direc- 
tion commune des champs E et H. Aussi suffit-il de déterminer celui d'entre 
eux dont la vitesse est perpendiculaire aux deux champs. Prenant la direction 
de la vitesse pour axe des z et utilisant le fait que dans X’: Ex = Hx= 0, 
EyH: — E:Hy = 0, on obtient à l'aide des formules (24,2-3) pour la vitesse 
Y de A” par rapport au système initial l’équation suivante: 
Vie _ EXH 
1 Ve — Et Hi 
(bien entendu, des deux racines de l'équation quadratique seule sera retenue 
la racine pour laquelle V < c). 
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$ 26. Premier groupe d'équations de Maxwell 


Des expressions 
H=rotA, E— —1 À _ grad 
’ c ôt P 
il est facile d’obtenir des équations contenant seulement E et H. 
A cet effet déterminons rotE: 


rot E — — 12 rot A—rot gradq. 
Mais le rotationnel d'un gradient est nul; donc 
rot E = TE à * (26,1) 


Prenons la divergence des deux membres de l’équation rot À — H 
et rappelons-nous que la divergence d’un rotationnel est nulle; 
nous avons: 


divH=0. (26,2) 


. ‘Les équations (26,1) et (26,2) constituent le premier groupe 
d'équations de Maxwell !. Notons que ces deux équations ne déter- 
miment pas encore complètement les propriétés du champ. On le 
voit déjà du fait qu’elles déterminent la variation du champ ma- 
FR avec le temps (la dérivée 9H/ôt), mais non pas la dérivée 
9E/ôt. 

Les équations (26,1) et (26,2) peuvent être mises sous forme 
intégrale. D'après le théorème de Gauss 


f'aivHav= Hat, 


! Les équations de Maxwell, équations fondamentales de l'électrodynami- 
que, ont éte formulées la première fois dans les années 1860. 
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où l'intégrale de droite est étendue à la surface fermée délimitant 
le volume dans lequel est prise l'intégrale de gauche. (26,2) montre que 


$Hai = 0. (26,3) 


L'intégrale d’un vecteur prise sur une surface est appelée flux de ce 
vecteur à travers cette surface. Ainsi, le flux du champ magnétique 
à travers toute surface fermée est nul. 

Conformément au théorème de Stokes 


frotEa=$Ea, 


où l'intégrale de droite est prise le long du contour fermé délimitant 
la surface sur laquelle on intègre à gauche. En vertu de (26,1) on 
trouve en intégrant sur une surface donnée : 


$Ea- —+5 (Ha. (26,4) 
L'intégrale d’un vecteur étendue à un contour fermé est appelée 
circulation du vecteur sur ce contour. La circulation du champ élec- 
trique est aussi appelée force électromotrice dans le contour donné. 
Ainsi, la force électromotrice dans un contour est égale à la dérivée 
par rapport au temps, changée de signe, du flux du champ magné- 
tique à travers la surface délimitée par ce contour. 
On peut écrire les équations de Maxwell (26,1-2) en utilisant les 
notations à quatre indices. En se reportant à la définition du tenseur 
de champ électromagnétique 


__ 048 04; 
FRET a 
on voit aisément que 
dFir y Fri , 0Fri _ 9 
ENT ne on 


Le premier membre représente un tenseur du troisième ordre anti- 
symétrique par rapport aux trois indices. Seules ne sont pas nulles 
identiquement les composantes pour lesquelles ik 1. Il n'y 
a donc en tout que quatre équations distinctes, dont on s'assure 
facilement en substituant les expressions (23,5) qu'elles s’identi- 
fient aux équations (26,1) et (26,2). 

On peut faire correspondre à ce 4-tenseur antisymétrique du troi- 
sième ordre un 4-vecteur dual, obtenu par multiplication par le ten- 
seur eixim €t contraction sur trois indices (cf. $ 6). On pourra donc 
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écrire (26,5) sous la forme: 


gi Lim 0. (26,6) 
pa 


qui exprime explicitement le fait que nous avons ici seulement qua- 
tre équations indépendantes. 


$ 27. L'action pour le champ électromagnétique 


L'action S pour un système tout entier composé d’un champ 
électromagnétique et des particules qui s’y trouvent doit être cons- 
tituée de trois parties: 


S=S is. (27,1) 


Sn est la partie de l’action qui, ne dépend que des propriétés 
de la particule. Manifestement, elle n'est pas autre chose que l'action 
pour les particules libres, c 'est-à-dire pour les particules en l'absence 
de champ. L'action pour une particule libre est donnée par la for- 
mule (8,1). Si l’on a plusieurs particules, alors leur action totale 
est égale à la somme des actions des diverses particules. De sorte que 


Sm= — D}mc | ds. (27,2) 


Sms est la partie de l’action due à l'interaction des particules 
avec le champ. D'après le $ 16, nous avons pour un système de 
particules : 


Sm= — D < | Aide. (27,3) 


t Dans chaque terme de cette somme, les À, représentent le poten- 
ttel du champ à l'instant t au point où se trouve la particule corres- 
pondante. La somme S,, + S,,, est l’action (16,1), que nous con- 
naissons déjà, pour des charges dans un champ. 

Enfin, S, est la partie de l’action qui ne dépend que des pro- 
priétés du champ lui-même, c’est-à-dire que S}, est l’action pour 
le champ en l'absence de charges. Tant que nous ne nous intéressions 
qu’au mouvement des charges dans le champ électromagnétique 
donné, nous omettions S; comme ne dépendant pas des particules, 
étant donné que ce terme ne pouvait influer sur les équations 
du mouvement des particules. Mais il devient indispensable quand 
nous voulons trouver les équations déterminant le champ lui- -même. 
Cela est dû à ce que de la partie Sy + Sh de l’action nous n'avons 
trouvé que les deux équations (26,1-2), qui ne suffisent pas pour 
déterminer complètement le champ. 
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Pour établir la forme de l’action du champ S;, nous partirons 
de la propriété suivante, très importante, des champs électromagné- 
tiques. Comme l'expérience le montre, le champ électromagnétique 
obéit au principe de superposition. Aux termes de ce principe, 
le champ créé par deux particules est la somme des champs 
créés séparément par chaque particule. Cela signifie que les vecteurs 
champs électrique et magnétique du champ résultant en chaque 
point sont égaux respectivement à la somme (vectorielle) des vecteurs 
champs électrique et magnétique des deux champs considérés sépa- 
rément. 

Toute solution des équations du champ est un champ pouvant 
être réalisé dans la nature. En vertu du principe de superposition 
la somme de deux champs de ce genre doit être aussi un champ réa- 
lisable dans la nature, c'est-à-dire qu'il doit satisfaire aux équations 
du champ. 

On sait que les équations différentielles linéaires jouissent pré- 
cisément de cette propriété que la somme de deux solutions arbi- 
traires est aussi une solution. Par conséquent, les équations d’un 
champ doivent être des équations différentielles linéaires. 

Il résulte de ce qui vient d’être dit que nous devons avoir sous 
le signe d'intégration de l’action S; une expression quadratique 
relativement au champ. C’est seulement dans ce cas que les équations 
du champ seront linéaires (on obtient les équations du champ en 
faisant varier l’action, et alors le degré de l’expression sous le signe 
somme est abaissé d'une unité). 

L'expression de l’action S; ne peut contenir les potentiels du 
champ, car ils ne sont pas définis univoquement (cette non-univocité 
n’était pas essentielle dans S,,;). Donc S; doit être l'intégrale d'une 
certaine fonction du tenseur du champ électromagnétique F;,. Mais 
l’action doit être un scalaire, donc l'intégrale d’un scalaire. Il 
n’en est ainsi que du produit FikFi* 1. 


1 La fonction sous le signe somme dans S}; ne doit pas contenir de dérivées 
de F;,, car la fonction de Lagrange peut contenir, outre les coordonnées du 
système, sculement leurs dérivées premières par rapport au temps, le rôle de 
« coordonnées » (c'est-à-diro des variables relativement auxquelles on fait 
la variation dans le principe de moindre action) étant tenu. dans ce cas, par 
les potentiels 4, du champ; c’est comme en mécanique, où la fonction de La- 
grange pour un système mécanique ne contient que les coordonnées des particu- 
les et leurs dérivées premières par rapport au temps. 

En ce qui concerne la quantité eïkim F,,F,,, ($ 25), c’est (on l'a indiqué 
dans le renvoi de la page 89) une 4-divergence totale, de sorte que son adjonction 
à l'expression à intégrer dans S; n'affecterait aucunement les « équations du 
mouvement ». Il est à remarquer que, par là même, cette quantité s'élimine 
de l'action déjà indépendamment du fait qu'elle n’est qu’un pseudo-scalaire 
ct non un vrai scalaire. 
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Par conséquent, S; doit s’écrire sous la forme: 
S;=a i Î FinFi* dV dt, dV = dx dyd:, 


où l’on intègre dans tout l’espace par rapport aux coordonnées 
et entre deux instants donnés par rapport au temps; a est une cer- 
taine constante. Nous avons sous l'intégrale F,,F'* — 2 (H° — E*). 
Le champ E contient la dérivée 9A/ôt. Mais il est facile de voir que 
(6A/ôt)° doit intervenir dans l’action avec le signe plus (par suite 
E? aussi sera précédé du signe plus). En effet, si (9A/6t)° avait été 
contenu dans S} avec le signe moins, il aurait toujours été possible, 
en faisant varier suffisamment vite le potentiel avec le temps (dans 
l'intervalle de temps considéré), de rendre S; arbitrairement grand 
négatif ; Sy n’aurait donc pas pu avoir de minimum, comme l'exige 
le principe de moindre action. Par conséquent, a doit être négatif. 
La valeur numérique de a dépend du choix des unités pour la 
mesure du champ. Notons qu'après choix de &, en même temps que 
les unités de mesure du champ, les unités de mesure de toutes les 
autres grandeurs électromagnétiques sont aussi déterminées. 
Nous utiliserons par la suite le système d'unités de Gauss; dans 
ce système, a est une grandeur sans dimension, égale à —1/16 x !. 
De sorte que l’action pour le champ s'écrit: 


1 : 
S=—- à Ÿ Far do, dQ = c dt dx dy dz. (27,4) 
Sous forme tridimensionnelle : 
= ff (E°— H?) dV dt. (27,5) 
En d’autres termes, la fonction de Lagrange pour le champ est 
! 1 2 e\ Tv - 
: Li=- | (E°—H7) 4. (27.6) 


L'action pour un champ contenant des charges s'écrit : 
e 1 4h - 
S=— 3 [meds— 3 [£a [Furtado (27 


Notons que maintenant les charges ne sont nullement considé- 
rées comme petites, comme on l’a supposé lors de l'établissement des 
équations du mouvement d’une charge dans un champ donné. 


1 Concurremment au système d'unités de Gauss, on se sert aussi du système 
d'unités de Heaviside, où a — —1/4. Dans ce système d'unités les équations 
du champ acquièrent une forme plus commode (elles ne conticnnent pas 41), 
mais, en revanche, x entre dans la loi de Coulomb. Inversement, dans le systée- 
me d’unités de Gauss les équations du champ contiennent 4x, mais la loi de 
Coulomb a une transcription simple. 
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Il s'ensuit que 4, et F,, sont relatifs au vrai champ, c'est-à-dire 
au champ extérieur auquel on a ajouté le champ créé par les charges 


elles-mêmes; À, et F;, dépendent maintenant de la position et de 
la vitesse des charges. 


$ 28. Quadrivecteur courant 


Au lieu de considérer les charges comme ponctuelles, par raison 
de commodité mathématique, on admet souvent qu’une charge est 
répartie dans l’espace de façon continue. Alors on peut faire inter- 
venir la densité de charge p de manière que pdV soit la charge localisée 
dans le volume dV ; en général p est une fonction des coordonnées 
et du temps. L'intégrale de p dans un certain volume donne la charge 
se trouvant dans ce volume. 

On ne perdra pas de vue qu’en réalité les charges sont ponctuelles, 
de sorte que p est nulle partout hormis les points où sont localisées 


ces charges, et l'intégrale | pdV doit être égale à la somme des 


charges se trouvant dans le volume donné. On pourra donc exprimer p 
au moyen de la fonction (distribution) 6 ! comme suit: 


p= D eô(r—re), (28,1) 


1 La « fonction » à (x) est déterminée comme suit: Ô (x) = O0 pour tous 
les z non nuls; pour z = 0, à (0) — œ et on admet que 
+oo 


Î ô(r) dr =1. (to) 


De cette définition on déduit les propriétés suivantes: f(x) étant une 
fonction continue arbitraire, on a: 


+o 
f f(x) ô (z—a) dr = f (a); (11) 
en particulier 
oo 
1(z) ô(z)dz = (0) {1) 


(bien entendu, les bornes d'intégration ne seront pas forcément + ; on pourra 
ne pour domaine d'intégration tout domaine d'intégration contenant 
e point où est concentré Ô). 
Le sens des égalités suivantes est que leurs deux membres donnent le même 
résultat quand on s’en sert comme facteurs sous le signe d'intégration: 
Ô(—z)=6(z), 6 = ô (zx). (IV) 


7—249 
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où la sommation est étendue à toutes les charges en présence et 
r, est le rayon vecteur de la charge e... 

De par sa définition même, la charge d’une particule est une 
grandeur invariante, c'est-à-dire ne dépendant pas du choix du réfé- 
rentiel. Au contraire, la densité p n’est pas un invariant, seul le pro- 
duit pdV est invariant. 

Multiplions les deux membres de l'égalité de — pdV par dr': 

de di = p dV dai = pdV dt À. 
Nous avons à gauche un quadrivecteur (étant donné que de est 
un scalaire et dr' un quadrivecteur). Nous devons donc avoir à droite 
aussi un quadrivecteur. Or, dV dt est un scalaire (cf. $ 6), et il en 


résulte que PS est un 4-vecteur. Ce vecteur (nous le désignerons 
par ji) est appelé quadrivecteur courant 

a 0. 28.2 

J —p dt (28,2) 

Les trois composantes spatiales de ce vecteur forment un 3-vecteur 

i=pv; (28,3) 


v est la vitesse de la charge au point considéré. Le vecteur j est 
appelé vecteur densité de courant, La composante temporelle du 
&-vecteur courant est cp. Ainsi 


j' SA (cp, j)- (28,4) 

La charge totale se trouvant dans tout l’espace est égale à l’inté- 

grale [ p dV étendue à tout l’espace. Nous pouvons écrire cette 
intégrale sous forme quadridimensionnelle : 

: | pdav=i Î jPdv = À | j'dSi, (28.5) 


où l'intégrale est étendue à un hyperplan de l’espace à quatre dimen- 
Stôns orthogonal à l'axe z° (cette intégration est manifestement une 
intégration dans tout l’espace à trois dimensions). 


La dernière égalité est un cas particulier de la relation plus générale 
1 
See D Torre à Ed. (V 
(x) étant une fonction uniforme (sa fonction inverse n’est pas forcément 
uniforme) et les a; les racines de l'équation (x) = 0. 

De même qu'on a défini à (x) pour une variable z, on peut introduire une 
fonction 6 de trois variables 6 (r), nulle partout sauf à l'origine des coordonnées 
et dont l'intégrale étendue à tout l’espace est égale à 1. On peut manifestement 
représenter cette fonction sous forme de produit Ô(z) à (y) Ô (z). 
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De façon générale, l'intégrale L jdS; étendue à toute hyper- 


surface est la somme des charges dont les lignes d'univers coupent 
cette hypersurface. 

Introduisant le quadrivecteur courant dans l’expression (27,7) 
de l’action et transformons le second terme de cette expression. 
Introduisons au lieu de charges ponctuelles e une répartition conti- 
nue de densité p, nous devons récrire ce terme sous la forme: 


1 î 
+ | pA; dx dV, 


remplaçant ainsi la somme étendue à toutes les charges par une 
intégrale étendue à tout le volume. Recopiant ce terme sous la forme : 


nous voyons qu'il est égal à 
en Aiji dQ. 
Cc* 
De sorte que l’action S prend la forme: 


S=— 3 [mcds—+ | Ado [Furian. (28,6) 


$ 29. Equation de continuité 


La variation en fonction du temps d’une charge occupant un cer- 
tain volume est donnée par la dérivée 


7 Pa. 


Par ailleurs, la variation par unité de temps est donnée par 
la quantité de charge qui en ce laps de temps sort ou entre dans 
ce volume. La charge traversant en l'unité de temps l'élément 
de surface df délimitant notre volume est égale à pv df, où v est 
la vitesse de la charge au point de l’espace où se trouve l'élément 
di. On dirige toujours le vecteur df selon la normale extérieure 
à la surface, qui se trouve en dehors du volume considéré. Il en résul- 
te que pv df est positif si la charge sort de notre volume et négatif 
si elle y entre. La charge totale sortant en l'unité de temps du volu- 


me donné est, par conséquent, ® pv df, l'intégrale étant prise sur 
la surface fermée délimitant notre volume. 
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Nous obtenons de la comparaison des deux expressions obtenues: 
à 
Z f pdv=—{$ ovat. (29,1) 


On a mis à droite le signe moins, car le premier membre est positif 
lorsque la charge totale dans le volume donné augmente. L'équa- 
tion (29,1), exprimant la loi de conservation de la charge, est 
l'équation de continuité écrite sous forme intégrale. Notant que pv est 
la densité du courant, on peut recopier (29,1) sous la forme: 


7 [oaw= —$iai. (29,2) 


Ecrivons cette équation sous forme différentielle. Appliquant le 
théorème de Gauss au second membre de (29,2): 


Giar=( aivie, 
on trouve: 
f (divi +2) av —0. 


Cette égalité devant avoir lieu quel que soit le volume d'intégration, 
la fonction sous le signe somme doit être nulle: 


divi+-2 =0. (29,3) 


Telle est l’équation de continuité sous forme différentielle. 

Il est facile de voir que l’expression (28,1) de p sous forme 
de fonction 6 satisfait automatiquement à l'équation (29,3). Pour 
la simplicité, supposons que nous n’ayons qu’une seule charge, 
de porte que 

, p = eô(r— ro). 

Le courant j est alors 


PC A 


j—evô(r—ro), 

où v est la vitesse de la charge. Cherchons la dérivée 6p/ôt. Pendant 
le mouvement de la charge rs varie. D'où 

3 ___ôp ôro 


ot ôro ôt d 


Mais Oro/ôt n'est pas autre chose que la vitesse v de la charge 
Ensuite, étant donné que p est fonction de r—rs, 
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Par conséquent, 


2 — v gradp= —divpv 
(la vitesse v de la charge ne dépend pas, bien entendu, de r). Nous 
retrouvons donc l'équation (29,3). 
Sous forme quadridimensionnelle l'équation de continuité 
(29,3) s'exprime par l'annulation de la divergence du quadrivecteur 
courant : 


LE (29,4) 


Nous avons vu au paragraphe précédent que la charge totale 
répartie dans tout l’espace pouvait s’écrire: 


Lfias. 


où l’on intègre sur un hyperplan 2° = const. A un autre instant, 
la charge totale sera représentée par la même intégrale, mais cal- 
culée sur un autre hyperplan orthogonal à l'axe 2°. On vérifie aisé- 
ment que l'équation (29,4) conduit effectivement à la loi de conser- 


vation de la charge, c'est-à-dire que l'intégrale | j' dS; est la même 
quel que soit l'hyperplan d'intégration 2° — const. La différence 
entre deux intégrales | j' dS; prises sur deux hyperplans de ce genre 


peut être mise sous la forme @ j' dS;, où l'intégrale est étendue à tout 


l’hypersurface délimitant un 4-volume avec les deux hyperplans con- 
sidérés (cette intégrale se distingue de la différence cherchée par 
une intégrale étendue à l'hypersurface « latérale » à l'infini, mais cette 
dernière est nulle, car il n’y a pas de charge à l'infini). Servons-nous 
du théorème de Gauss (6,15) pour transformer cette intégrale en 
intégrale dans le 4-volume compris entre les deux hyperplans; 
nous obtenons: 


L 
$ as, = | Lao 0, (29,5) 
ôz 


c. q- Î. d. 

La démonstration donnée reste visiblement en vigueur pour 
deux intégrales étendues à deux hypersurfaces infinies arbitraires 
(et non seulement à des hyperplans 1°= const) délimitant tout 


l'espace (tridimensionnel). Ce qui prouve que l'intégrale À | j' ds, 


a une seule et même valeur (égale à la charge totale dans l’espace) 
quelle que soit l’hypersurface d'intégration. 
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Mention a déjà été faite (cf. note p. 72) du lien intime entre 
l’invariance de jauge des équations de l’électrodynamique et la loi 
de conservation de la charge. Démontrons-le encore une fois sur 
l'expression de l’action écrite sous la forme (28,6). Lorsqu'on rem- 


place À; par À; — T , au second terme de cette expression vient 
IT 


s'ajouter l'intégrale 

1 .i 0f 

rie 
C'est précisément la conservation de la charge, exprimée par l’équa- 
tion de continuité (29,4), qui permet d'écrire l'expression sous 


le signe d'intégration sous la forme de 4-divergence 2 Gi), après 
T 


quoi, en vertu du théorème de Gauss, l'intégrale dans le 4-volume 
se transforme en intégrale sur les hypersurfaces frontières ; quand 
on varie l’action, ces intégrales disparaissent, si bien qu'elles n'’affec- 
tent pas les équations du mouvement. 


$ 30. Deuxième groupe d'équations de Maxwell 


Déduisant les équations du champ du principe de moindre action, 
nous devons considérer comme donné le mouvement des charges 
et ne devons varier que les potentiels du champ (lesquels jouent ici 
le rôle de « coordonnées » du système) ; lorsque nous cherchions les 
équations du mouvement, nous considérions au contraire que le champ 
était donné et nous faisions varier la trajectoire de la particule. 

Ceci étant, la variation du premier terme dans (28,6) est nulle, 
et dans le second le courant j' ne doit pas varier. De sorte que 


À ës= —1 f [+ J'EAi+ FF | d8 = 0 


(lors de la variation dans le second terme on a pris en considération 
que F OF in = FixôF*). Substituant 
04k 04; 


il vient: 
À 1 4 1 pin _Ô 1 pin _0 


Permutons dans le second terme les indices à et k et, en outre, 
remplaçons Fi par —#ir. Nous obtenons alors : 


ôS — + {Léa À ri" 6} dQ. 
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Nous intégrerons par parties la seconde de ces intégrales, c’est-à-dire 
que nous appliquerons le théorème de Gauss : 
nec 1 4, 1 oFit 1 dia 

L'intégrale du second terme est calculée sur les surfaces frontières. 
Les bornes d’intégration par rapport aux coordonnées sont à l'infini, 
où le champ s'’évanouit. Aux bornes d'intégration temporelles, 
c'est-à-dire aux instants initial et final, la variation des potentiels 
est nulle, car, d’après le principe de moindre action, les potentiels 
sont donnés à ces instants. Donc le second terme de (30,1) est nul et 


1 4 oFik ee 
f (+5 + ) 54: d@ = 0. 
Les variations de 64; étant arbitraires d’après le principe de moindre 
action, les coefficients de 64; doivent être nuls, soit 


CR ET À (30,2) 


a © 
Recopions ces quatre équations (i—0, 1, 2, 3) sous forme tridi- 
mensionnelle. Pour i=—1 on a: 
41 2F10 0Fl1 , 9F1? 9F13 _4n , 


ra LPS ce QE eee ot 1 
Ed | de En 2 


Substituant les valeurs des composantes de F*, nous obtenons : 


— ——— Jx. 


4 Ex _ 0H, i 0H, 

c ôt dy 2z 
Cette équation et les deux suivantes (i—2, 3) peuvent être con- 
densées en une seule équation vectorielle 


1 dE An . 
rot H— à _. J- (30,3) 


Nous obtenons enfin pour l'équation avec i—0: 
divE—4np. (30,4) 


Les équations (30,3) et (30,4) constituent le second groupe 
d'équations de Maxwell ! cherché. Après adjonction du premier 
groupe elles déterminent complètement le champ électromagnétique 
et sont les équations fondamentales de la théorie de ces champs — 
de l'électrodynamique. 


1 Les équations de Maxwell dans le cas d’un champ électromagnétique 
dans le vide avec des charges ponctuelles ont été formulées par Lorentz. 
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Ecrivons ces équations sous forme intégrale. Intégrons (30,4) 
dans un volume et appliquons le théorème de Gauss: 


[aivEar=$ Edf: 


nous avons : 


$Edt-4x | p dy. (30,5) 


Par conséquent, le flux du champ électrique à travers une surface 
fermée est égal au produit par 4x de la charge totale se trouvant 
dans le volume délimité par cette surface. 

Intégrons (30,3) sur une certaine surface ouverte et appliquons 
le théorème de Stokes: 


frtHar=$ nai, 


nous avons : 
1 à ax (. 
gua-<7(ea+® jar. (30,6) 
La grandeur 
1 9E 
Zn 2e (30,7) 


est appelée courant de déplacement. Si l'on recopie (30,6) sous la 
forme : 


$au-®Æf (+2) dr (80,8) 


on voit que la circulation du champ magnétique le long d’un con- 
tofr est égale au produit par 4x/c de la somme du courant réel et 
du courant de déplacement traversant la surface délimitée par 
ce contour. 

--"Les équations de Maxwell nous permettent de retrouver l’équa- 
tion de continuité (29,3). Prenons la divergence des deux membres 
de (30,3): 


div rot H = + <div E+*% divi. 
Mais divrot H=0 et div E—4np d'après (30,4). De sorte que 


nous retrouvons l'équation (29,3). Nous obtenons sous forme qua- 
dridimensionnelle en partant de (30,2) : 
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Or, l'application de l'opérateur — , symétrique sur à et k, au 


zigzià 
tenseur antisymétrique Fr soute. identiquement ce dernier, et nous 
sommes ramenés à l'équation de continuité écrite sous forme quadri- 


dimensionnelle (29,4). 


$ 31. Densité et flux d'énergie 


Multiplions les deux membres de l'équation (30,3) par E, les 
deux membres de l'équation (26,1) par H et faisons la somme des 
équations obtenues : 


2E+1H%--Ÿ;jE-(HrtE—ErtH). 


Utilisons la formule d'analyse vectorielle 
div(a Xb)=brota—arotb 
pour recopier la relation précédente sous la forme : 


2 (E+H)= —Ÿ;jE- div (E x H) 
ou 
ô E?+H? 
ot 8x 


= —jE—divs. (31,1) 
Le vecteur 
S=--EXxH (31,2) 


est appelé vecteur de Poynting. 
Intégrons (31,1) dans un volume et appliquons au second terme 
de droite le théorème de Gauss. Nous avons alors: 


Fr a- (ja $sar. (31,3) 


Lorsque l'intégration est étendue à tout l'espace, l'intégrale 
de surface disparaît (le champ est nul à l'infini). Puis, nous pouvons 


représenter l'intégrale | jE dV par la somme DevE étendue à toutes 
les charges se trouvant dans le . et substituer d’après (17,7): 


evE= Pr + Écin- 
Alors, (31,3) devient : 
RATE a+ D Een} 0. (31,4) 
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Il en résulte que, pour un système fermé composé d’un champ 
électromagnétique et de particules qui s’y trouvent, la quantité 
entre accolades dans l'équation précédente est conservée. Le second 
terme de cette expression est l'énergie cinétique (avec l'énergie 
de repos de toutes les particules ; cf. note p. 70) ; le premier terme 
est donc l'énergie du champ électromagnétique lui-même. Nous 
pouvons donc appeler la quantité 

E2LH? 

W = (31,5) 
densité d'énergie du champ électromagnétique; c’est l'énergie 
de l'unité de volume du champ. 

Lorsqu'on intègre dans un volume fini, l’intégrale de surface 
dans (31,3) ne disparaît pas en général, de sorte que cette équation 
peut être és sous la forme: 


dr SE + Ben} =—-$sSat. (31,6) 


où la sommation du second terme de gauche est étendue seulement 
aux particules se trouvant dans le volume considéré. Nous avons 
à gauche la variation de l'énergie totale du champ et des particules 


par unité de temps. Nous devons donc considérer l'intégrale © S df 


comme le flux de l’énergie du champ à travers la surface délimitant 
le volume considéré, de sorte que le vecteur de Poynting S est 
la densité de ce flux — la quantité d'énergie du champ traversant 
l'unité de surface ! par unité de temps. 


$ 32. Tenseur d’énergie-impulsion 


{ Au paragraphe précédent nous avons déduit l'expression de 
l'énergie du champ électromagnétique. Trouvons cette expression, 
en même temps que celle de l'impulsion du champ, sous forme 
-quadridimensionnelle. Pour plus de simplicité, nous considérerons 
pour l'instant un champ électromagnétique sans charges. Ayant 
en vue les applications ultérieures (aux champs gravitationnels), 
ainsi que la simplification des calculs, nous opérerons dans le cas 
général, sans restreindre le problème à un système concret. Consi- 
dérerons un système se intégrale d'action 


Se al 2)avat=+ (Aa, (32,1) 


1 Nous supposons qu'il n’y a pas à l'instant considéré de particules sur 
la surface délimitant le volume donné. Dans le cas contraire le second membre 
de l'égalité contiendrait aussi le flux d'énergie transportée par les particules 
traversant la surface. 
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où À est une certaine fonction des g déterminant l’état du système 
et de leurs dérivées par rapport aux coordonnées et au temps (pour 
le champ électromagnétique les quantités qg sont les composantes 
du quadripotentiel); pour abréger l'écriture, nous n'’écrirons qu'un 


seul g. Notons que l'intégrale étendue à l’espace | A dV est la fonc- 


tion de Lagrange du système, de sorte que A peut être considéré 
comme la « densité » de la fonction de Lagrange. L'expression mathé- 
matique du fait que le système est fermé est que À ne dépend pas 
explicitement de z', de même que la fonction de Lagrange pour 
un système mécanique fermé ne dépend pas explicitement du temps. 

On obtient les « équations du mouvement » (c'est-à-dire du champ, 
s’il s’agit d’un champ) conformément au principe de moindre action 


: ; ë ô 
en faisant varier S. Posons, pour abréger, q; = er nous avons : 
ta 


ss—+(( 69 + 69,1) de = 
es + er 0) — 80 age JR 0. 


Après application du théorème de Gauss, le second terme disparaît 
quand on intègre dans tout l'espace, et nous trouvons les «équa- 
tions du mouvement » : 


A (32,2) 


(bien entendu, il y a partout sommation sur l'indice à se répé- 
tant deux fois). 
On continue ensuite comme en mécanique lorsqu'on veut établir 
la loi de conservation de l'énergie. A savoir, 
2A _0A 0, OA 29 
oi Oqozi  0Qh Oxi 


Substituant ici (32,2) et notant que g,2,:—Q,1,r on trouve: 


= (2) + ai ( 2) 
Ozi  ôrk \ ôg,n 1 0q,h 9zk  drk *È9a, k 


Faisant au premier membre la substitution 


et introduisant la notation 


T} = — A (32,3) 
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nous écrirons la relation déduite sous la forme: 
L 

a 

ôz* 


=0. (32,4) 


Si l'on a plusieurs quantités q() au lieu d'une, on écrira évidem- 
ment au lieu de (32,3): 


k 9A ik 
fl . 


Nous avons vu au $ 29 qu’une équation de la forme 
0A*/ô2* — 0, c'est-à-dire l'annulation de la 4-divergence d'un 
vecteur, était l'expression de la conservation de l'intégrale de ce vec- 


teur [ 4ras, sur une hypersurface renfermant tout l’espace tridi- 


mensionnel. Il en est évidemment de même pour un tenseur : l'équa- 
tion (32,4) équivaut à l'affirmation que le vecteur 


Pi= const [ Ti dSz 


est conservatif. 

Ce vecteur doit être identifié avec la 4-impulsion du système. 
La constante devant l'intégrale sera choisie de sorte que, en vertu 
de la définition antérieure, la composante temporelle P° soit égale 
à l'énergie du système divisée par c. Nous remarquerons pour cela 
que 


P9 = const | T% dS;= const f T9 dv, 


si l'intégrale est prise sur l'hyperplan z°— const. Par ailleurs, en 
vertu de (32,3) : 
* OA 


. To—g2i  n 
ôq 


La 


avec q = ôg/ôt). Conformément à la formule usuelle reliant l'éner- 
gie avec la fonction de Lagrange, cette quantité doit être considérée 


comme la densité d'énergie du système, si bien que | T° dV en sera 
l’énergie totale. On devra donc poser const = 1/c, et il vient finale- 
ment pour la 4-impulsion du système : 

pi=i i Ti dS y. (32,6) 


Tk est le tenseur d'énergie-impulsion du système. 
Il est à remarquer qu'en fait la définition de T‘* n’est pas uni- 
voque. En effet, si T'* est le tenseur défini conformément à (32,3), 
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tout autre tenseur de la forme: 


à ,: LLh 
Tiè Rare pit, pi ei pi!” (32,7) 
satisfait à l'équation de conservation (32,4), puisqu'on a identique- 
ment ee ;Ÿ*' = 0 en vertu de l'antisymétrie de pl! sur k, L. 
ZX" OT 


La 4-impulsion totale du système reste alors inchangée, puis- 
qu’on a, eu égard à (6, 17): 
dpi! : 1 Î dptl _ dpiki + | {Rl 
Jérassz (en ras) = | vas 

l'intégration à droite de l'égalité étant faite sur la surface (ordinaire) 
«enveloppant » l'hypersurface sur laquelle est faite l'intégration 
à gauche. Il est évident que cette surface se trouve à l'infini 
de l’espace à trois dimensions, et comme il n’y a ni champ ni par- 
ticules à l'infini, l'intégrale est nulle. De sorte que la 4-impulsion 
du système est, comme il se doit, une quantité univoquement déter- 
minée. 

Pour déterminer univoquement le tenseur T'*, on peut utiliser 
la condition que le 4-tenseur moment cinétique ($ 14) s'exprime 
d'après la 4-impulsion par 


Mae À ia 2 apt}=1 À(xiTtt_ DATI) 45, (32,8) 
= )( 


c'est-à-dire de façon que sa densité s'exprime au moyen de la den- 
sité d’impulsion par la formule usuelle. 

Il est facile de trouver la condition à laquelle doit satisfaire 
à cet effet le tenseur d’énergie-impulsion. La loi de conservation 
du moment peut, on le sait, s'exprimer par la nullité de la divergen- 
ce de l'expression sous le signe somme dans M*. De sorte que 


(ir TI) 0, 
ôz! 
Notant que 0x'/0z!— 6 et 07T"/01!=0, on trouve: 


diT“! 6Ti _ T*i — Ti = 0, 
ou 
TR=TA, (32,9) 


c'est-à-dire que le tenseur d’énergie-impulsion doit être symétrique. 

Notons que le tenseur T#* défini par la formule (32,5) n'est pas. 
en général, symétrique, mais on peut le symétriser par la substitu- 
tion (32,7), '*! étant adéquatement choisi. Nous verrons par la sui- 
te ($ 94) qu'il existe un procédé qui donne directement T* symé- 
trique. 
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Il a été dit plus haut que si l'intégration dans (32,6) est faite 
sur un hyperplan 2° — const, Pi s'écrit alors: 


pi=i f TiodV (32,10) 


l'intégrale étant étendue à tout l’espace (à trois dimensions). Les 
composantes spatiales de P* forment le vecteur tridimensionnel 
d’impulsion du système, et la composante temporelle est le quotient 
par c de son énergie. Ceci étant, le vecteur de composantes 


{Tu 1 ps 1ys 
c ne * ec 


peut être appelé densité d'impulsion, et la quantité 
W _ To0 


peut être considérée comme la densité d'énergie. 

Pour interpréter les autres composantes de T*, écrivons les 
équations de conservation (32,4) en y séparant les dérivées spatiales 
et temporelles: 

A: 9p00  . af0e 1 0740, arc 


€ ôt EN TV, c ôt + as 0. (32,11) 


Intégrons ces équations dans un volume V de l'espace. La première 
donne : 


oT0a 
or 0 / 


La frs] 


ou en transformant la seconde intégrale par application du théorème 
(tridimensionnel) de Gauss : 


! _ Î TO dV— —c$ Tdfs, (32,12) 
l'intégrale de droite étant prise sur la surface limitant le volume 
M(df,x, dfy, df. sont les composantes du vecteur tridimensionnel 
dt de l’élément de surface). Nous avons dans le premier membre 
de (32,12) la vitesse de variation de l'énergie contenue dans le volu- 
me V. On voit donc que l'expression de droite est la quantité d’éner- 
gie traversant la frontière de ce volume, et que le vecteur S de com- 
posantes 
cTOt, cTO2, T3 


est la densité de ce flux — la quantité d'énergie traversant l'unité 
de surface par unité de temps. Ainsi donc, nous sommes conduits 
à cette conclusion majeure que les conditions d’invariance relati- 
viste contenues dans le caractère tensoriel des T°“ induisent auto- 
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matiquement une relation déterminée entre le flux d'énergie et 
l'impulsion : la densité du flux d'énergie est égale au produit par c* 
de la densité d’impulsion. 

( On trouve de même en partant de la deuxième des équations 
32,11) : 


_. 7 |= LT qv = —$ TS ds. (32,13) 


On a à gauche la variation par unité de temps de l'impulsion 
du système dans le volume V ; il s'ensuit que £ T8 dfg est la quan- 


tité d’impulsion sortant de ce volume dans l’unité de temps. Ainsi, 
les composantes T2 du tenseur d'énergie-impulsion forment le 
tenseur tridimensionnel de densité du flux d’impulsion, dit tenseur 
des contraintes; notons-le os (&, B = x, y, :). La densité du 
flux d'énergie est un vecteur; la densité du flux d’impulsion, 
l'impulsion étant un vecteur, sera évidemment un tenseur (la 
composante Os de ce tenseur est la quantité de la a&-ième com- 
posante d’impulsion traversant dans l’unité de temps l'unité de sur- 
face perpendiculaire à l’axe xf). 

Ecrivons encore une fois le tableau explicitant le sens des diver- 
ses composantes du tenseur d’énergie-impulsion : 
W_ S,lc Sie S:lc 
SelC  Oxx Oxu Ox2 
Sul Oyx On Ou: 
S:/c 2x Ozy O2: 


Tin = (32,14) 


$ 33. Tenseur d'énergie-impulsion du champ électromagnétique 


Appliquons à présent au champ électromagnétique les relations 
générales déduites au paragraphe précédent. Pour le champ élec- 
tromagnétique, la quantité sous le signe d'intégration dans (32,1) 
est, en vertu de (27,4): 


Lee Ke Fur. 


Les q sont les composantes du quadripotentiel du champ 4,, de 
sorte que la définition (32,5) du tenseur 7? devient : 


ph De be ardt 
dzt O(94A,/dx*} 


Pour calculer la dérivée de A, écrivons la variation 


__ _ 1 put A phis [ 941 _ dAk 
GA = — 5 PSP = — gg FN (CE) . 
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Transposant les indices et notant l’antisymétrie de Fu, on obtient : 
SA = —-12 pus AL | 


dzt 
Ceci montre que 
Re 
0 (24r/8zx") 
de sorte que 
k 1 04! k im 
Dre PU EE OFimE 
ou pour les composantes Re ne 
ik_ __ 1 SA! p th tm. 
FPS 7 4 ET Fh+ x & FimF 


Toutefois, ce tenseur n’est pas symétrique. Pour le rendre tel, 
ajoutons-lui 


4 oA!t 
4n ETS Fa lt 


En vertu de l'équation du champ (30,2) en l'absence de charges 
0F" 1/02 =0 et 

1 oAi 

ge ee P= ge ge CAF), 


de sorte que la substitution de T* est du type (32,7) et elle est 
n { 

permise. Comme LE _ = Fil, on trouve finalement l'expression 
t 


suivante du tenseur d'énergieimpulsion du champ électromagnétique : 


The (FPE Fm) . (83,1) 


: La symétrie de ce tenseur est évidente. En outre, sa trace est 
nulle 


_ Ti=0. (33,2) 


Exprimons les composantes de 7* au moyen des champs élec- 
trique et magnétique. À l’aide des valeurs (23,5) de F;4 il est facile 
de voir que T'® coïncide, comme il se doit, avec la densité d'énergie 
(31,5), et les cT°a avec les composantes du vecteur de Poynting S 
(31,2). Quant aux composantes spatiales TB, elles forment un 
tenseur tridimensionnel de composantes 


Om (Eï+ Ei— Ei+ Hi + H?— H?), 
Cxy= — 7e (E=Ey+H:Hy), 
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etc., ou 
Cap = 7x {— EE HoHs+ + Ges(EtH9)}. (33,3 


Ce tenseur tridimensionnel est dit tenseur des contraintes de Maxwell. 

Pour réduire le tenseur T* à sa forme diagonale, il faut passer 
dans un référentiel où les vecteurs E et H sont colinéaires (au point 
donné de l'espace et à l'instant donné) ou bien encore tel que l’un 
d’entre eux soit nul; on sait qu'un tel passage est toujours possible, 
sauf si E et H sont orthogonaux et de même grandeur. On voit 
aisément qu'après transformation les seules composantes non nulles 
de Ti" sont: 


TO — Tu Tr TS _W 


(l'axe des x a été dirigé selon les champs). 

Si les vecteurs E et H sont orthogonaux et de même grandeur, 
le tenseur 7* ne peut être ramené à la forme diagonale 1. Les com- 
posantes non nulles sont alors: 


T90 — T33 — 730 


(l'axe des x a été dirigé selon E et l’axe des y selon H). 

Nous supposions jusqu'à présent le champ sans charges. En 
présence de particules chargées, le tenseur d'énergie-impulsion du 
système tout entier se présente comme la somme des tenseurs d’éner- 
gie-impulsion du champ électromagnétique et des particules, avec 
la restriction que ces dernières n’interagissent pas. 

Pour déterminer la forme du tenseur d'énergie-impulsion des 
particules, il importe de décrire la distribution des masses dans 
l’espace au moyen de la « densité de masse », de même que nous 
décrivons la distribution de charges ponctuelles au moyen de leur 
densité. Par analogie avec la formule (28,1) pour la densité de charge, 
wn peut écrire la densité de masse sous la forme : 


u= © maô (r—r), (33,4) 


où r, est le rayon vecteur de la particule correspondante, la som- 
mation étant étendue à toutes les particules du système. 

La «densité de la 4-impulsion» des particules s’écrit pucu;. 
La densité de l'impulsion spatiale est ucu,. Comme on sait, cette 
densité représente les composantes T'‘e/c du tenseur d'énergie- 
impulsion, soit T°e = ue?u% (œ = 1, 2, 3). Mais la densité de 


Re 
masse est la composante temporelle du 4-vecteur LE (comme 


1 Le fait que la réduction du 4-tenseur symétrique Ti* aux axes principaux 
peut s'avérer impossible est dû à ce que le 4-espace est pseudo-euclidien {voir 
également problème $ 94). 


8—219 
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pour la densité de charge, cf. $ 28). Donc le tenseur d’énergie-impul- 
sion d’un système de particules n’interagissant pas est 


drt dr ds 
Th = po = ucufu* + . (33,5) 


Ce tenseur est, comme il se doit, symétrique. 

Assurons-nous par un calcul direct que l'énergie et l'impulsion 
d'un système, définies comme les sommes respectives des énergies 
et des impulsions du champ et des particules, sont conservées effecti- 
vement. En d’autres er nous devons vérifier l'équation 


h)À k 
TS (pen ) + TM) i)=0, (33,6) 
exprimant ces lois de conservation. 

Dérivant l'expression (33,1), nous écrivons: 


ch * 
arte 1 (+ À pim 0Fim __ pat 2Fi 2.) 
oz" An êzi EP Hk J° 


Substituant ici en vertu des équations de Maxwell (26,5) et (30,2 


0Fim _ 2 OF mi a 9Fi: aFkl _4n .l 
dri oz! OEM? gcc °'” 
il vient: 
h)À 
ar (en = + (-57" Pme _ im dit 0Fit _pu3Fu 4 p j') 
oz 4n 2 or! on dxt e Fu] )- 


En transposant les indices, on démontre aussitôt que les trois 
premiers termes se réduisent, et il reste : 
ar (ch) À 1 


Pin fe 33,7 
! a 7 Fuji ( , ) 
La dérivation de (33,5) donne : 
_ oT(P) À 2 dzh dk Ou 
ozh FES ôz* (eS dt ] FHe dt gzk 


Le premier terme de cette expression est nul en vertu de la conser- 
vation de la masse de PAELQES ne se trouvant pas en interaction. 


En effet, les quantités u —- forment un 4-vecteur «courant de 
masses », par analogie n le 4-vecteur « courant de charges » 


(28,2) ; en ce qui concerne la conservation des masses, elle s'exprime 
par l'annulation de la 4-divergence de ce vecteur: 


2 (u #)=0, (33.8) 


oz" 
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de même que la conservation de la charge s'exprime par l'équa- 
tion (29,4). 
De sorte que nous avons: 


oT m£ dr üu; _ dus 
ah dt ÿzk En TT 
Continuant notre transformation, utilisons l'équation du mouvement 
des charges dans un champ écrite sous forme quadridimension- 
nelle (23,4) : 
du; 
me LE Fa, 

Lorsqu'on passe à une distribution continue de la charge et de la 
masse, on a d’après la définition des densités pu et p: p/m = ple. 
On peut, par conséquent, écrire l'équation du mouvement sous la 
forme : 


duy _p k 
ds = Fi 
ou ni 
du; 1 k ds 1 6 
pee Fou = Fait. 
De sorte que 
arm) À 
=1F;j. 33.9 
ôx* ce ik ( ) 


s 


Ajoutant à (33,7), nous oblenons zéro, c'est-à-dire que nous 
sommes conduits à l'équation (33,6). 


$ 34. Théorème du viriel 


Etant donné que la trace du tenseur d'énergie-impulsion du 
champ électromagnétique est nulle, la somme Ti pour tout système 
de particules en interaction se réduit à la trace du tenseur d'énergie- 
impulsion des seules particules. Nous servant de l'expression (33,5), 
nous obtenons par conséquent : 


BL PO out ue — pet V/ 1 
Ti=TTi= pou’ = pe = pe UÆ Æ : 
Recopions ce résultat en sommant par rapport aux particules, c'est-à- 


dire en substituant à son expression donnée par la somme (33,4). 
Nous avons en définitive : 


Ti Dm 1 64-r). (34,1) 
a 
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I1 découle notamment de cette formule que l'on a pour tout 
système : 


Ti>0, (34,2) 


l'égalité n'ayant lieu que pour un champ électromagnétique sans 
charges. 

Considérons un système fermé de particules chargées accomplis- 
sant un mouvement fini, au cours duquel toutes les grandeurs carac- 
térisant le système (coordonnées et impulsions) varient dans des 
intervalles finis !. 

Prenons la moyenne de l'équation 

4 0720 arab 


ce ôt EP 


(cf. (32,11)) par rapport au temps. Alors, la valeur moyenne de la 
dérivée 0T%/8t, ainsi que de la dérivée de toute quantité variant 
dans un intervalle fini, est nulle ?. 11 s'ensuit que 

—2_7s — 

Pa Ta = 0. 


Multiplions cette équation par 2% et intégrons dans tout l’espace. 
Transformons l'intégrale d’après le théorème de Gauss en observant 


que l'intégrale de surface s'évanouit, car TÉ = 0 à l'infini: 


28 — dV = —{ À Ta = — Î 88 T8 dV — 0, 


=0 


ou en fin de compte: 
1 TS dV —0. (84,3) 
En verlu de cette égalité, nous avons pour l'intégrale de Ti TSLTe: 
: [Tiav= (Tav-s, 
où-£ est l'énergie totale du système. 

1 On suppose, en outre, que le champ électromagnétique s’annule à l'in- 
fini. Cela signifie que s’il y a émission d'ondes électromagnétiques dans le 
système, il est supposé que des parois « réfléchissantes » spéciales empêchent 
ces ondes d'aller à l'infini. 


2 Soit f une telle quantité. Alors la valeur moyenne de la dérivée df/at 
dans l'intervalle de temps T7 est 


— T 
a _1 (4, _ 1(N—/0) 
dt T dt T ë 
0 


Etant donné que f(!) varie seulement dans des limites finies. cette valeur 
moyenne tend effectivement vers O0 lorsque T croît indéfiniment. 
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Enfin, substituant dans cette dernière égalité (34,1), on trouve: 
€ = y MaC° —— * (34,4) 
a 


Cette relation est la généralisation relativiste du théorème du 
viriel de la mécanique classique (cf. I $ 10). Aux petites vitesses 
elle devient : 


8— S\ mac’ — use, 
a a 


c'est-à-dire que l'énergie totale du système moins l'énergie de repos 
des particules est égale à la valeur moyenne de l'énergie cinétique 
précédée du signe moins. Le résultat est conforme à celui trouvé 
par application du théorème classique du viriel à un système de 
particules chargées (obéissant à la loi de Coulomb). 


$ 35. Tenseur d'énergie-impulsion de corps macroscopiques 


Parallèlement au tenseur d'énergie-impulsion pour un système 
de particules ponctuelles (33,5), nous aurons besoin dans la suite 
de l'expression de ce tenseur pour des corps macroscopiques, con- 
sidérés comme continus. 

Le flux d’impulsion à travers l'élément de surface d’un corps 
n’est pas autre chose que la force agissant sur cet élément. Donc 
ocsdfs est la «-ième composante de la force df agissant sur l’élément 
de surface. Prenons maintenant un référentiel dans lequel l'élément 
de volume donné est au repos. On a dans un tel référentiel la loi 
de Pascal, c’est-à-dire que la pression p exercée par un secteur donné 
du corps est la même dans toutes les directions et partout perpen- 
diculaire à l’élément de surface où elle s'exerce !. Nous pouvons 
écrire par conséquent Oapdfsg — Pdfa: d’où le tenseur des contraintes 


Cas — PÜa- 


En ce qui concerne les composantes T° définissant la densité d’im- 
pulsion, elles sont nulles pour l'élément de volume donné du corps 
dans le référentiel considéré. Quant à la composante T®, elle est, 
comme toujours, égale à la densité d'énergie du corps, que nous 
désignerons ici par &; alors e/c? sera la densité de masse, soit la 


1 A proprement parler, la loi de Pascal n’a lieu que pour les liquides et 
les gaz. Cependant, pour les corps solides les écarts maxima de pression dans 
diverses directions sont négligeables par rapport aux pressions intervenant 
en Relativité, de sorte que l’on pourra en faire abstraction. 
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masse de l'unité de volume du corps. Spécifions qu'il s'agit ici de 
l'unité de « volume propre », c’est-à-dire du volume dans le réfé- 
rentiel où l’élément du corps est au repos. 

Par conséquent, le tenseur d’énergie-impulsion (pour la région 
considérée du corps) s'écrit dans le référentiel considéré : 


e O0 O0 0 


Ti re) 


© © 


nn 35,1 
> Ô (85,1) 
0 0 O0 p 

__ I'est facile maintenant de trouver l'expression du tenseur d’éner- 
gie-impulsion dans un référentiel quelconque. Pour cela nous intro- 
duirons la 4-vitesse u' du mouvement macroscopique de l'élément 
de volume du corps. Dans le référentiel où l’élément donné est au 
repos on a u! — (1,0). L'expression de T'* doit être choisie de manière 
que dans ce système ce tenseur prenne la forme (35,1). On vérifie 
facilement qu'il en est ainsi de 


TA = (p+e) uiuè— pg*, (85,2) 
ou en composantes mixtes : 
Ti = (p+e) uu* — pôi. 


Ceci détermine le tenseur d’énergie-impulsion d'un corps macro- 
scopique. Les expressions correspondantes de la densité d’énergie e, 
de la densité du flux d'énergie S et du tenseur des contraintes oc 
sont 


v 

… t+Pz _(@P+e y 

Et v2 ? TT 

! 1—— 1 
(P+-E) vavs 

= ae (35,3) 

SR c= 1—— 
c® 


Si la vitesse v du mouvement macroscopique est petite devant celle 
de la lumière, on a approximativement : 


S=(p+e) v. 


Comme S/c? est la densité d’impulsion, on voit que le rôle de densité 
de masse est tenu en l'occurrence par (p + e)/ci. 

L'expression de T'* se simplifie lorsque les vitesses de toutes 
les particules constituant le corps sont petites en comparaison de la 
vitesse de la lumière (la vitesse d’un mouvement macroscopique 
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pouvant être arbitraire). Dans ce cas, on peut négliger dans la den- 
sité d'énergie e toutes ses parties petites par rapport à l'énergie de 
repos, c'est-à-dire que l’on peut écrire pc? au lieu de £, où pu, est 
la somme des masses des particules dans l'unité de volume (propre) 
du corps (soulignons que dans le cas général il faut distinguer 
de la densité de masse exacte e/c° comprenant également la masse 
provenant de l’énergie du mouvement microscopique des particules 
dans le corps et de leur énergie d'interaction). En ce qui concerne 
la pression déterminée par l'énergie du mouvement microscopique 
des molécules, dans le cas envisagé elle est, bien entendu, également 
petite en comparaison de la densité de l’énergie de repos u,c°. De 
sorte que nous avons dans ce cas: 


TA = poctuiu}, (35,4) 
On tire de l'expression (35,2) : 
Ti=e—3p. (35,5) 


La propriété générale (34,2) du tenseur d'énergie-impulsion de 
tout système montre maintenant qu'on a pour la pression et la 
densité d'un corps macroscopique l'inégalité 


P<+- (35,6) 


Comparons l'expression (35,5) avec la formule générale (34,1) 
valable pour n’importe quel système. Etant donné que nous consi- 
dérons maintenant un corps macroscopique, il faut prendre la moyen- 
ne de l'expression (34,1) relativement aux valeurs de r dans l’unité 
de volume. Nous trouvons en définitive: 


e—3p= ÿ, mac° ie (35.7) 


D 


(où la sommation est étendue à toutes les particules se trouvant 
dans l'unité de volume). 

Appliquons les formules obtenues à un gaz parfait, que nous 
supposons composé de particules identiques. Etant donné que les 
particules de gaz n’interagissent pas, on peut utiliser la formule 
(33,5) dont on prend la moyenne. De sorte que pour un gaz parfait : 


dri drk 

“dt ds? 

où 7 est le nombre de particules dans l'unité de volume, la barre 
exprimant qu’on prend la moyenne relativement à toutes les par- 
ticules. Lorsqu'il n’y a aucun mouvement macroscopique dans le 
gaz, nous avons par ailleurs pour Ti* l'expression (35,1). 


TÀ = nme 
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La comparaison des deux formules nous conduit aux équations: 


2 3 : 
E = nn — — , P= ee —— . (35,8) 
4 v? 3 V4 v? 
1—— 1—— 
Cc= c° 


Ces équations déterminent la densité et la pression d’un gaz parfait 
en Relativité en fonction de la vitesse des particules ; la deuxième 


d’entre elles remplace la formule connue p = nmv°/3 de la théorie 
cinétique des gaz non relativiste. 


CHAPITRE V 


CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE CONSTANT 


$ 36. Loi de Coulomb 


Pour un champ électrique constant (électrostatique) les équations 
de Maxwell s’écrivent : 
div E = 4npe (36,1) 


rotE — 0. (36,2) 


Le champ électrique E s'exprime en fonction du seul potentiel 
scalaire par la relation 
E= — grad q. (36,3) 


Substituant (36,3) dans (36,1), on trouve l'équation à laquelle satis- 
fait le potentiel d'un champ électrique constant : 


Ag = — 47e. (36,4) 


C'est l'équation de Poisson. Dans le vide, c'est-à-dire pour p—Ù, 
le potentiel satisfait à l'équation de Laplace 


Ap=0. (36,5) 


Il résulte notamment de la dernière équation que le potentiel 
d'un champ électrique ne peut avoir nulle part de maximum ou de 
minimum. En effet, pour que œ ait un extremum, il faudrait que 
toutes ses dérivées premières par rapport aux coordonnées soient 
nulles et que les dérivées secondes 0?q/ôr°, d?p/ôy°, d*@/0z° soient 
de même signe. Cette dernière condition ne peut avoir lieu, car 
l'équation (36,5) ne pourrait être satisfaite. 

Déterminons maintenant le champ créé par une charge ponctuelle. 
Par raison de symétrie, il est évident qu'il sera dirigé en chaque 
point suivant le rayon vecteur issu du point où se trouve la charge e. 
Pour la même raison, il est clair que la grandeur E du champ ne 
dépendra que de la distance R à la charge. Pour trouver cette gran- 
deur, servons-nous de l'équation (36,1) sous la forme intégrale 
(30,5). Le flux du champ électrique à travers une sphère de rayon R 
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avec e pour centre est égal à 41R°E ; ce flux doit être égal à 4ne. 
D'où l’on déduit: 


e 
= 
et sous forme vectorielle : 
eR 
E —= D: e (36,6) 


Ainsi, le champ créé par une charge ponctuelle est inversement 
proportionnel au carré de la distance à cette charge. C’est la Loi 
de Coulomb. Le potentiel de ce champ est 


P— + . (36,7) 


Si nous avons uu système de charges, le champ créé par ces 
charges sera, en vertu du principe de superposition, égal à la somme 
des champs créés séparément par chaque charge. En particulier, 
le potentiel de ce champ est: 


DE 
a 


où R, est la distance de la charge e, au point considéré. Si l'on 
introduit la densité de charge p, cette formule devient : 


e= £a, (36,8) 


où R est la distance de l'élément de volume dŸ au point donné 
{« au point d'observation ») du champ. 

Ecrivons encore la relation mathématique obtenue par substi- 
tution dans (36,4) des valeurs de p et q pour une charge ponctuelle, 
c'est-à-dire p — eô(R) et o = e/R. Nous avons alors: 


1 
AT = — And (R). (36,9) 


$ 37. Energie électrostatique des charges 


Déterminons l’énergie d’un système de charges. Nous partirons 
alors de la notion d’énergie du champ, c’est-à-dire de l'expression 
(31,5) de la densité d'énergie. Plus précisément, l'énergie d’un 
système de charges est égale à 


U= | Ed, 


où E est le champ créé par ces charges, l'intégrale étant étendue 


à tout l’espace. Substituant dans cette expression E = —grad y, 
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on peut transformer U comme suit: 
1 1 3 1 : 
ui [ Egradgav= —#{ { aiv(Eg) av +2 Î pdivEdV. 


La première de ces intégrales est égale, d’après le théorème de Gauss, 
à l'intégrale de E prise sur la surface délimitant le volume d'inté- 
gration ; mais étant donné que l’on intègre dans tout l'espace et que 
le champ est nul à l'infini, cette intégrale est nulle. Substituant 
dans la seconde intégrale div E — 4xp, nous obtenons l'expression 
suivante pour l'énergie d'un système de charges: 


1 = 
=+ [rpdr. (31,1) 


Pour un système de charges ponctuelles e,, l'intégrale peut être 
remplacée par une sommation étendue aux charges : 


— + >» CaPas (37,2) 


où p, est le potentiel du champ créé par toutes les charges au point 
où se trouve la charge e. 

Si l'on applique la formule trouvée à une particule élémentaire 
chargée (à un électron par exemple) et au champ qu'elle produit, 
nous arrivons à la conclusion que la particule doit être douée d’une 
énergie potentielle « propre » égale à ep/2, où æ est le potentiel 
du champ créé par la charge à l’endroit où elle se trouve. Or, nous 
savons qu’en Relativité toute particule élémentaire doit être con- 
sidérée comme ponctuelle. Par ailleurs, le potentiel q — e/R de 
son champ au point À = 0 devient infini. Il en résulte qu'en élec- 
trodynamique l’électron devrait posséder une énergie « propre » 
infinie et, par suite, une masse infinie (égale au quotient de l’éner- 
gie par c*). L'’absurdité physique de ce résultat prouve que déjà 
les principes fondamentaux de l'électrodynamique même sont tels 
que son application doit être circonscrite dans des limites déter- 
minées. 

Remarquons le fait suivant: étant donné que l'énergie « propre » 
et la masse obtenues en électrodynamique sont infinies, il est impos- 
sible dans le cadre de l’électrodynamique classique de poser la 
question de savoir si toute la masse de l’électron n’est pas électro- 
magnétique (c’est-à-dire liée à l'énergie propre électromagnétique 
de la particule). 

1 Au point de vue purement formel, la propriété de l'électron d’avoir 
une masse finie peut être interprétée en faisant appel à une masse infinie néga- 
tive d'origine non électromagnétique, compensant la masse électromagnétique 
infinie (« renormalisation » de la masse). Néanmoins, nous verrons plus loin 
($ 75) que ce procédé n'élimine pas toutes les contradictions internes de l'élec- 
trodynamique classique. 
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Etant donné que l'apparition, dénuée de sens physique, d'une 
énergie « propre » infinie pour une particule élémentaire est due 
au fait qu’une telle particule doit être considérée comme ponctuelle, 
il nous est permis de conclure que l’électrodynamique, en tant que 
théorie physique logique fermée, devient contradictoire en soi quand 
on passe à des distances suffisamment petites. On peut poser la 
question de savoir de quel ordre de grandeur sont ces distances. 
Il est possible de répondre à cette question en remarquant que pour 
l’énergie électromagnétique propre de l’électron il faudrait obtenir 
une valeur de l’ordre de l'énergie de repos mc°. Si l’on admet par 
ailleurs que l’électron est doué de certaines dimensions R,, son 
énergie potentielle propre est alors de l'ordre de e°/R,. De la 
condition que ces deux grandeurs soient du même ordre, e*/R, — 
= mc, nous avons: 


Re. (37,3) 


mc? 


Ces dimensions (appelées « rayon » de l'électron) déterminent 
les limites d'application de l'électrodynamique à l'’électron, con- 
ditionnées par ses principes fondamentaux mêmes. Néanmoins, 
il faut avoir en vue qu’en réalité ces limites sont bien plus restreintes 
pour l’électrodynamique classique exposée ici, en raison de phéno- 
mènes quantiques !. 

Revenons encore à la formule (37,2). En vertu de la loi de Cou- 
lomb les potentiels @, qu'elle contient s’écrivent : 


Pa = FR. | (37,4) 


où Re est la distance entre les charges e, et es. L'expression de 
lyénergie (37,2) est formée de deux parties. Primo, elle contient 
une constante infinie — l’énergie « propre » des charges — qui ne 
dépend pas de leur agencement. La seconde partie est l'énergie 
d'interaction des charges qui dépend de leur agencement. Il est 
évident que seule cette partie présente un intérêt physique. Elle 
s'exprime : 


U'=+ Decqus (37,5) 
où 
= DR (37.6) 
b(£a) 


1 Les effets quantiques entrent en jeu pour des distances de l'ordre de k/mc, 
où h est la constante de Planck. 
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est le potentiel au point e«, créé par toutes les charges excepté e.. 
On peut encore écrire : 


71 5 a 77 
U' = 3 » Ro (37,7) 
ab 
En particulier, l'énergie d'interaction de deux charges est 
, — Cite 
U Ur (37,8) 


_$ 38. Champ d'une charge en mouvement uniforme 


Déterminons le champ créé par une charge e en mouvement 
uniforme de vitesse V. Soient X le référentiel immobile et Æ’ le 
référentiel en translation avec la charge. Supposons que la charge 
se trouve à l’origine de X”, que le référentiel X’ se déplace par rap- 
port à X parallèlement à l’axe x et que les axes y et z soient parallè- 
les à y” et z’. A l'instant t = 0 les origines des deux systèmes coïn- 
cident. Par conséquent, les coordonnées de la charge sont dans X 
z = Vt,y = 2 = 0. Dans le système X’ nous avons un champ élec- 
trique constant de potentiel vecteur A’ — 0 et de potentiel scalaire 
og = e/R', où R'= 7°? + y? + 7%. Dans le système X, en vertu 
des formules (24,1) avec A’ = 0: 


, 


pe e 
ns 71 _— TE Te . 
Va ryie 
c? c? 
Nous devons maintenant exprimer R'’ en fonction des coordon 


nées z, y, z du système ÆX. D’après les formules de Lorentz 


, z—Vt , ’ 
T=——— 1 Y =Y, 2 —2, 


Va 
ce? 


v2 
@—veR+ (1) (8-22) 
Fr mures 8.2 


(38.1) 


et, par conséquent, 


Substituant dans (38,1), il vient: 


P= (38,3) 
où l'on a posé: 


Re Vi + (1) (y +29). (38.4) 


e? 
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Le potentiel vecteur est égal dans le système Æ à 
A=pY ARE (38,5) 


TcR® 
Le champ magnétique H’ est nul dans Æ” et le champ électrique 
y a pour expression 
,__eR 
E TRS . 
Nous obtenons en vertu des formules (24,2) : 


: ez° E, ey' 
Ex=E;-=, EE —— #7 
1—— Rey 1-7 
c? c 


Substituant dans ces dernières expressions R”, x’, y’, z’ exprimés 
en fonction de x, y, z, on trouve: 


E— (1—+) Gi (38,6) 


"R°S ? 


où R est le rayon vecteur de la charge e au point d'observation 
z, y, z du champ (il a pour composantes x — Vi, y, 2). 

On peut écrire cette expression de E sous une autre forme, en 
introduisant l'angle 8 entre la direction du mouvement et le rayon 
vecteur KR. On a évidemment y? + z° — R°sin* 6 et si bien que 
R*%? peut s'écrire sous la forme: 


‘ Re? = Re (1—+sint 0). (38,7) 
Nous avons alors pour E: 
_ V2 

eR Le c? 


(38,8) 


La distance R à la charge étant donnée, la grandeur E du champ 
croît avec 8 variant de 0 à x/2 (ou bien lorsque 8 décroît de x à x/2). 
Le champ a une valeur minimum lorsque la direction est parallèle 
à celle du mouvement (6 — 0, x); cette valeur est 

e v= 
E TRE (1 ——) ° 


c? 
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Le champ est maximum dans la direction perpendiculaire à la 
vitesse (8—:x/2), et il a pour valeur 
1 


Remarquons que Jorsque la vitesse augmente, E, décroît et E, 
croît. D'une manière imagée, on peut dire que le champ électrique 
d’une charge en mouvement « s'aplatit » dans la direction du mou- 
vement. Pour des vitesses V voisines de celle de la lumière, le déno- 
minateur dans la formule (38,8) est voisin de zéro dans un intervalle 
étroit de valeurs de 8 autour de 6 — x/2. La « largeur » de cet inter- 


valle est de l’ordre de 
#-y1-À 


De sorte que le champ électrique d'une charge animée d’une grande 
vitesse est sensiblement différent de zéro, à une distance donnée de 
cette charge, seulement dans un intervalle étroit d'angles au voisi- 
nage du plan équatorial, la largeur de cet intervalle décroissant 


comme V 1 — V=/c* lorsque V croît. 
Le champ magnétique est égal dans le système K à 


H=—ÈvxE (38,9) 
[cf. (24,5)]. En particulier, lorsque V < c, le re électrique est 
donné approximativement par la loi de Coulomb E—eR/R3, et le 
champ magnétique est alors 
e VXR 
H=——. (38,10) 


Problème 


Déterminer la force d'interaction (dans le système K) de deux charges 
se déplaçant avec la même vitesse V. 
Solution. Nous calculerons la force F en la considérant comme la force 


agissant sur l'une des charges Ce) dans le champ créé par l’autre charge (e2). 
Nous avons en vertu de (38, 


Fee + SL VX Homes (125) Es + ÉLV(VE). 


Substituant E; tiré de (38,8), nous obtenons pour Le composantes de la 
force dans la ir Fa mouvement (F;) et perpendiculairement (F,): 


(1- =) sin 0 

EN GP re. cp ee Ne ET D 
2 E 3/2? u TR? F2 3/2? 
Le (1—- Cr di (1-4 sint0)”* 


ce? 


où R est le rayon vecteur mené de e: à e,, et 0, l’angle entre R et V. 
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$ 39. Mouvement dans un champ coulombien 


Examinons le mouvement d’une particule de masse m et de 
charge e dans le champ créé par une autre charge e’. Nous suppo- 
serons que la masse de cette dernière est assez grande pour qu’on 
puisse la considérer comme immobile. Alors le problème est ramené 
à l'étude du mouvement d’une charge e dans un champ électrique 
central symétrique de potentiel 


p=e"/r. 
L'énergie totale de la particule est 
E=cVp+me+<, 


où œ—ee’. Si l’on opère en coordonnées polaires dans le plan du 
mouvement de la particule, on a, comme on le sait de la mécanique, 


où p, est la composante radiale de l'impulsion et W le moment 
cinétique constant de la particule. Alors 


8 ++ mec ++. (39,1) 


Voyons si la particule peut. dans son mouvement, s'approcher 
indéfiniment du centre. Tout d’abord, il est évident que cela est 
impossible lorsque les charges e et e’ se repoussent, c’est-à-dire 
lorsque e et e’ sont de même signe. Puis, dans le cas où il y a attrac- 
tion (e et e’ de signes contraires), e ne peut s'approcher indéfiniment 
du centre si Mc > | & |; en effet. dans ce cas, le premier terme de 
(89,1) est toujours plus grand que le second, et lorsque r + 0 le 
second membre tend vers l'infini. Au contraire. si Mc <|a |, 
lorsque r — 0 cette expression peut rester finie (alors. il va de soi 
que p, tend vers l'infini). De sorte que si 


Mc<l|c|, (39,2) 


dans son mouvement la particule « tombe » sur la charge attirante, 
bien qu'une telle chute soit impossible en mécanique non relativiste 
dans un champ coulombien (hormis le seul cas M — 0 où la par- 
ticule e est lancée directement sur la particule e’). 

Le plus commode pour déterminer complètement le mouvement 
d'une charge dans un champ coulombien est de partir de l'équation 
d’'Hamilton-Jacobi. Choisissons les coordonnées polaires r, @ dans 
le plan du mouvement. L’équation d'Hamilton-Jacobi (16,11) 
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s'écrit: 
A+) COL (E) eme 
Définissons $S sous la forme: 


S= —&t+Mp+f(r), 


où € et M sont les constantes énergie et moment cinétique de la 
particule en mouvement. Nous trouvons en définitive : 


1 Ta? ME _,, 
er Mp+ [V£(E-S) HE mé dr. (893) 
La trajectoire est déterminée par l'équation GS/0M = const. 


L'intégration dans (39,3) conduit aux résultats suivants pour la 
trajectoire : 


a) Mc>|al: 
EME ar) À 20 V ME = EEE) cos (9 1-5) 80; 
(39.4) 

b) Mc<|a|: 


(«®— c°M°) : 22 


= + cV (ME + m°c! (a? — M) ch (9 VS 1)+80; (39.5) 
c) Mc=|a|: 


se s Ex ; 
EE +) ! (39,6) 
La constante d'intégration a été incluse dans le choix arbitraire 
de l'origine des angles @ 

Dans (39,4) le choix du signe devant le radical n'est pas essen- 
tiel, car il est également lié au choix de l’origine des q sous le signe 
cos. La trajectoire déterminée par cette équation dans le cas d’attrac- 
tion (x << 0) est tout entière comprise à distance finie r (mouvement 
fini) si 6 <mc°. Lorsque € > mc°, r peut être infini (mouvement 
infini). Un mouvement fini en mécanique non relativiste s'effectue 
sur des orbites fermées (des ellipses). Mais en mécanique relativiste 
la trajectoire ne -peut jamais être fermée : (39,4) montre que, p va- 
riant de 2x, la distance r du centre ne reprend pas sa valeur initiale. 
Au lieu d'ellipses, nous avons ici des orbites constituées par des 
« rosaces » ouvertes. Somme toute, alors qu'en mécanique non 
relativiste un mouvement fini dans un champ coulombien se déroule 


9—249 
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sur une orbite fermée, en mécanique relativiste un tel champ perd 
cette propriété. 

Nous devons choisir devant le radical dans (39,5) le signe + 
lorsque & << 0 et le signe — lorsque «& >> 0 [un autre choix des si- 
gnes se traduirait par le changement de signe du radical dans (39,1)]. 

Lorsque &« << 0 les trajectoires (39,5) et (39,6) sont des spirales 
dont le rayon vecteur tend vers zéro lorsque q — . Le temps de la 
« chute » de la charge sur l'origine des coordonnées est fini. On peut 
s'en convaincre en remarquant que le lien entre la coordonnée r et 
le temps est déterminé par l'égalité 0S/0€ — const; substituant 
dans cette dernière l’expression (39,3) de S, nous voyons que le 
temps est donné par une intégrale convergente pour r + (0. 


Problèmes 


1. Déterminer l'angle de déviation d’une charge lancée dans un champ 
coulombien répulsif (& > 0). 

Solution. L'angle de déviation # est égal à 7 — 7 — 2, où qo est 
l’angle entre les deux asymptotes de la trajectoire (39,4). On trouve: 


2cM CM 
AS arctg v VMS 0? . 4 


V MI a? 


où est la vitesse de la charge à l'infini. 

2. Déterminer la section efficace pour une diffusion d'angles faibles de 
particules dans un champ coulombien. 

Solution. La section efficace do est le rapport du nombre de parti- 
cules diffusées (en une seconde) dans l’élément donné d'angle solide do à la 
densité du flux de particules diffusées (c'est-à-dire au nombre de particules 
traversant par seconde { cm? de section transversale du faisceau de particules). 

Etant donné que la dérivation d'une particule lancée dans un champ est 
déterminée par le « paramètre d'impact » p (la distance du centre à la droite 
qu'aurait décrite la charge en l'absence de champ), on a: 
| dp do 

! p dy sin4” 
où do = 2n sin 4d4 (cf. I $ 18). L’angle de déviation peut être considéré (s'il 
est petit) comme étant égal au rapport de l’accroissement de l'impulsion à sa 
valeur initiale. L'accroissement de l'impulsion est égal à l'intégrale par rapport 
aw”temps de la force agissant perpendiculairement au mouvement ; cette der- 


dp 
=2 210 —E . 
do=2np dp=2np æ dy 


RS , œ 
nière est approximativement égale à Ae- De sorte que nous avons: 


oo 
44 apdt _  2a 


P d (pH u2e2)/2 ppv 
(v est la vitesse de la particule). D'où l’on trouve la section efficace pour des 4 
etits : 
£ æ \© do 
éni(e) 
por x 
Dans le cas non relativiste p Æ mv, et cette expression coïncide avec celle 
donnée par la formule de Rutherford (cf. I $ 19) pour des #% petits. 
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$ 40. Moment dipolaire 


Considérons le champ créé par un système de charges à des 
distances grandes par rapport aux dimensions du système. 

Prenons un système de coordonnées avec l'origine à l’intérieur 
du système de charges. Soient r, les rayons vecteurs des diverses 
charges. Le potentiel du champ créé par toutes les charges au point 
de rayon vecteur R, est 


ta 
Diner (40.1) 


(la sommation est étendue à toutes les charges); (R, — r,) est ici 
le rayon vecteur mené de la charge e, au point où nous cherchons le 
potentiel. 

Nous devons étudier cette expression pour des R, grands (R, © 
> r). À cet effet, développons-la en série des puissances de r,/R,, 
en nous aidant de la formule 


f(Ro—r) = f (Ro) — r grad f (Ro) 


(dans le gradient la dérivation est faite par rapport aux coordon- 
nées de l'extrémité du vecteur R;). Aux termes du second ordre 


près 
ç = 2 — D) earagrad " , (40,2) 
La somme 
d = Ÿ era (10,3) 


est appelée moment dipolaire du système de charges. Il est essentiel 
que si la somme Ye de toutes les charges est nulle, alors le moment 


dipolaire ne dépend pas du choix de l’origine des coordonnées. En 
effet, les rayons vecteurs r, et r; d’une même charge dans deux 
systèmes de coordonnées différents sont liés entre eux par la relation 


Ta = a+ 4, 


où a est un vecteur constant. Par conséquent, si S'ea=0, le 
moment dipolaire est identique dans les deux systèmes : 


d’— >» Eara — » Eata+ a ea =. 
Désignant par eï, ra et —es, ra les charges positives et négatives 


du système et leurs rayons vecteurs, on peut mettre le moment 
dipolaire sous la forme: 


d= Deiri— Desrs = Rt Des —R Der, (40,4) 
9+ 
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= Q , = æ 
2 DE 
sont les rayons vecteurs des «centres de charges » positives et 
négatives. Si Dei — Se; —e, alors 
d=eR,., (40,6) 
où R; - = R'— R-est le rayon vecteur mené du centre des char- 
ges négatives au centre des charges positives. Dans le cas particulier 
où l’on a seulement deux charges, R; _ est le rayon vecteur entre 


elles. 
Si la charge totale du système est nulle, le potentiel de son champ 


aux grandes distances est 


tré z 
RD, p-_ Der (40,5) 


=, ee —— Ro 7 
p= —dv R = R (40,7) 
On a pour E: 
E= — grade = — +} grad (dRo)— (Ro) grad 3 
ou en définitive: 
3(nd)n—d 
E — E— | (40,8) 


où n est le vecteur unité dans la direction de R,. Il est utile de 
même d'indiquer que E peut être écrit avant dérivation sous la 
forme : 
1 

i E = (d\) VA ; (40,9) 

Par conséquent, le potentiel du champ créé par un système de 
charge totale nulle est, aux grandes distances, inversement pro- 
portionnel au carré de la distance, et E, à son cube. Ce champ est 
doué de symétrie axiale autour de la direction d. Dans le plan pas- 
sant par cette direction (que nous prenons pour axe des 2), les com- 
posantes du champ E sont 


3.cos? 0 —1 3 sin 6 cos 0 
Ed, Es-d RE —. (40,10) 


Les composantes radiale et tangentielle dans ce plan sont 


2 cos 0 sin 0 
Er=d E, = —d F3 . 


(40,11) 
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$ 41. Moments multipolaires 
Dans le développement du potentiel d'après les puissances 
de 1/R; 


p=po+ pl Ep +. (41,1) 


le terme œq‘"” est proportionnel à 1/R7+1. Nous avons vu que le 
premier terme @° est déterminé par la somme de toutes les charges; 
le second terme œ‘, appelé potentiel dipolaire du système, est 
déterminé par son moment dipolaire. 

Le troisième terme du développement est égal à 

e 1 cu 1 

p* TT D aTB TX Xp Re , (41,2 
où la sommation est étendue à toutes les charges; nous avons omis 
ici l’indice de la charge; les z. sont les composantes du vecteur r, 
et les X4, du vecteur R,. Cette partie du potentiel est habituellement 
appelée potentiel quadrupolaire. Lorsque la somme des charges et 
le moment dipolaire du système sont nuls, le développement com- 
mence par le terme p?. 

L'expression (41,2) comprend six quantités D er,zs. Mais il 
est facile de voir qu'en réalité le champ ne dépend pas de six quan- 
tités indépendantes, mais seulement de cinq. Cela est dû à ce que 
la fonction 1/R, satisfait à l'équation de Laplace 


1 cù 1 
A = ÔcB Xe Xp FA = 0. 
On peut donc écrire p* sous la forme : 
2 1 1 Ch Î 
2 — se Le A PRRURERRE PEER 
Fr Ze (rars  ‘ôus) Xe oXs F6 
Le lenseur 
Das = À e (3xot8 — r°Ôu8) (41,3) 


est appelé moment quadrupolaire du système. Il résulte de la défi- 
nition de D,8 que la somme de ses composantes diagonales est nulle : 


Dax = 0. (41,4) 


Le tenseur symétrique D,g n'a donc en tout et pour tout que cinq 
composantes indépendantes. 11 permet d'écrire: 


«2 — Tr, A 
PO 6 Xe0xp À (1,9) 
ou bien en dérivant 
0? 1 IXoeX8 dap 
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et en remarquant que Ô8Dos — Dax = 0: 


D 
= en | (41,6) 


De mème que tout tenseur symétrique à trois dimensions, Île 
tenseur Dap peut être rapporté à ses axes principaux. Alors, en 
vertu de (41,4), dans le cas général seules deux des trois valeurs 
principales sont indépendantes. Lorsque le système de charges 
est symétrique relativement à un certain axe (l’axe des z) !, cet axe 
est alors un des axes principaux du tenseur D,$5; la position des 
deux autres axes dans le plan zxy est arbitraire et toutes les trois 
valeurs principales sont reliées entre elles: 


DD ep. (41,7) 


Désignant la composante D.. par D (ce qu’on appelle simplement 
moment Maud on obtient le ee sous la forme : 


3e P; (cos 6), (41,8) 


où 6 est l’angle entre R, et l'axe des z, et P,, un polynôme de Le- 
gendre. 

Tout comme il a été fait au paragraphe précédent pour le moment 
dipolaire, il est facile de se convaincre que le moment quadrupo- 
laire d’un système ne dépend pas du choix de l’origine des coordon- 
nées lorsque la charge totale et le moment dipolaire du système 
sont nuls. 

On pourrait écrire d’une manière analogue les termes suivants 
du développement (41,1). Le l-ième terme du développement est 
déterminé par un tenseur (appelé tenseur moment 2'-polaire) 
d'ordre !, symétrique relativement à tous ses indices et s’annulant 
par contraction sur deux indices quelconques; on peut démontrer 
qu'un tel tenseur possède 21 + 1 composantes indépendantes *. 

Néanmoins, nous écrirons ici le terme général du développement 
<kr potentiel sous une autre forme, utilisant la formule connue dans 
la théorie des fonctions sphériques: 


gp = TE (3 cos? 0 — 1)= T 


41 1 


ee 24 er Pi(eos D (41.9) 


1=0 


où % est l’angle entre KR, et r. Introduisons les angles sphériques 
6, ® et 6, p formés respectivement par les vecteurs R, et r avec des 


1 [1 s’agit de l’axe de symétrie de tout ordre supérieur au second. 
2 Un tel tenseur est dit irréductible. L’annulation par contraction signifie 
que ses composantes ne peuvent servir à former les composantes d’un autre 
tenseur d'ordre inférieur. 
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axes de coordonnées fixes, et utilisons la formule d'addition pour 
les fonctions Rrne 


£ Im)! piml ml be 
Pi (cos x) = . de Te p P (cos 8) PI"! (cos 8) e-imt®-e), (41,10) 
où les PŸ sont les polynômes associés de Legendre. Introduisons 
également les fonctions sphériques ! 


Yim (8, q) = (—1) je i! ÜV ES (i—m)! PF (cos 6) img, m>0, 


(+ m)! 
Ya, im (0, p)=(— 1 m je (41,11) 
Alors le DES (41,9) devient : 


KR -5 D roi ar im (O, D) Y'im (8, p)- 


0m—-! 
Effectuant un tel FER dans chaque terme de la somme 
(40,1), on trouve finalement l'expression suivante pour le Z-ième 
terme du développement du potentiel : 
l 


po pren D Var 7x A Yin (8, D), (41,12) 
m=—l 
où 
Qw = 2 €ars Va Yim (Ba, Pa). (41,13) 


L'ensemble des 24+1 quantités Q® constitue le moment 2!-polaire 
du système de charges. 


Les quantités Q{? ainsi définies sont liées aux composantes du 


vecteur moment dipolaire d par les formules 
1 : 1 
6 = id,, QL L— F3 


uant aux quantités (2 elles sont liées aux composantes de D, 
L B 
par les relations 


1 2 1 i 
QÙ? = —7 Dis QI = + 7 (Dx: + iDys), 


2 -1 s 
QE = — © (Dix — Dyy + LD). 


id). (41,14) 


(41,15) 


1 Conformément à la définition en usage en mécanique quantique. 
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Problème 


Déterminer le moment quadrupolaire d'un ellipsoïde uniformément 
chargé par rapport à son centre. 

Solution. Remplaçant la sommation dans (41,3) par une intégration 
dans le volume de l’ellipsoide, nous avons: 


Dxx =? ( [ (2z2?— y? — 2?) dz dy d:, etc. 


Prenons les axes de l’ellipsoïde pour axes de coordonnées ; par raison de symétrie, 
: est évident que ces axes sont les axes principaux du tenseur D,g. La trans- 
ormation 


, 


z=za, y=y'b, :—20c 


ramène l'intégration dans l’ellipsoïde 
z y? 22 _ 
a? + b2 ce Î 
à l'intégration dans la sphère de rayon 1 
r2+y2+ 721. 
Nous obtenons en fin de compte : 


e a e ° e 2 e 
Dex=— (2a2—b2—0c2), Dy=+ (2b2—a2— c2), 
e 2 ° ° 
Dies (ct—at—b?), 


où e- abcp est la charge totale de l'’ellipsoïde. 


$ 42. Système de charges dans un champ extérieur 


Considérons un système de charges se trouvant dans un champ 
électrique extérieur. Nous désignerons maintenant par fr) le 
potentiel de ce champ extérieur. L'énergie potentielle de chacune 

- des charges est e,œ (r.), et l'énergie potentielle totale du système 


ES U = bi €aP (ra)- (42,1) 


Choisissons encore un système de coordonnées ayant pour origine 
un point arbitraire à l’intérieur du système de charges ; r, sera le 
rayon vecteur de la charge e, dans ce référentiel. 

Nous supposerons que le champ extérieur varie faiblement dans 
la région où se trouve le système de charges, c'est-à-dire qu’il est 
quasi uniforme par rapport à ce système. Nous pouvons alors déve- 
lopper l'énergie U en série des puissances de r,. Dans ce développe- 
ment 


U=UV+EUDEUT +... (42,2) 
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le premier terme est 
DO = D 2 Es (42,3) 


où p, est la valeur du potentiel à l’origine des coordonnées. A cette 

approximation, l'énergie du système est la même que si toutes les 

charges se trouvaient en un seul point (à l’origine des coordonnées). 
Le deuxième terme du développement est 


Um = (grad Po: + €aTa- 
Introduisant le champ E, à l’origine des coordonnées et le moment 
dipolaire du système d, nous avons: 
UD = — dE. (42,4) 
La force totale agissant sur un système dans un champ exté- 
rieur quasi uniforme est, en se limitant aux termes considérés. 
FE Des+ (grad dE). 
Lorsque la charge totale est nulle, le premier terme disparaît et on a : 
F= (dV)E, (42,5) 
c’est-à-dire que la force est déterminée par les dérivées du champ 


(prises à l'origine des coordonnées). Le moment total des forces 
agissant sur le système est 


K= D re XecEo=d X Eo- (42,6) 


On voit qu'il est déterminé par le champ lui-même. 

Considérons deux systèmes de particules de charge totale res- 
pective nulle et de moments dipolaires d, et d,, et supposons que 
la distance entre ces deux systèmes soit grande par rapport à leurs 
dimensions propres. Déterminons l'énergie potentielle U de leur 
interaction. À cet effet, on pourra considérer que l’un des systèmes 
se trouve dans le champ de l’autre. 


Alors 
nie dE ; 


où E, est le champ du premier système. Substituons à E, son 
expression (40,8); nous avons: 


U— (did) en (d>R) | (42,7) 


où R est le vecteur allant d’un système à l’autre. 
Dans le cas où la charge totale de l’un des systèmes n'est pas 
nulle (soit e), on obtient d’une manière analogue: 


(42,8) 


où R est dirigé du dipôle vers la charge. 
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Le terme suivant du développement (42,1) est égal à 


» _ À 920 
D — À EU 
Ur => > dns 77:77 

‘lout comme au $ 41, nous avons omis ici les indices des charges ; 
les dérivées secondes du potentiel sont prises à l’origine des coor- 
données. Or, le potentiel @ satisfait à l'équation de Laplace 

p _ p_ _ 

ôr2, = Êap 0z,07p nu 


On peut écrire, par conséquent : 
» 1 9° ° 
(D RS (] ane ri 
U® = Trade > e (zazs dar ) 

ou, en définitive, 
Das CT 
(EN PA d LES 49 
U 6 Oxo01p (42,9) 
Le terme général de la série (42,2) peut être exprimé au moyen 


des moments 2!-polaires DŸ. A cet effet, il faut développer préala- 
blement le potentiel q (r) en série de fonctions sphériques ; la forme 
générale d'un tel développement est 


œ l 
pH=Sr Sam 5 Yim (0, v), (42,10) 


1=0 m=—l 


où r, 0, sont les coordonnées sphériques d’un point, et les a4,, des 
coefficients constants. Ecrivons la somme (42,1) compte tenu de la 
définition (41,13); il vient: 


l 
n UNE D amQ%. (42,11) 


e M=— 


$ 43. Champ magnétique constant 


Considérons le champ magnétique créé par des charges accom- 
plissant un mouvement fini, les particules restant tout le temps dans 
une région finie de l’espace; les impulsions aussi sont supposées 
finies. Un tel mouvement a un caractère stationnaire, et il est inté- 
ressant de considérer le champ magnétique moyen H (par rapport au 
temps) créé par les charges ; ce champ sera maintenant fonction des 
seules coordonnées, et non du temps, c'est-à-dire qu’il sera constant. 

Pour trouver l’équation déterminant le champ magnétique 
moyen, prenons la moyenne des équations de Maxwell par rapport 
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au temps 


La première d'entre elles donne tout simplement : 
div H.:0. (43,1) 


Dans la seconde équation, la valeur moyenne de la dérivée 9E/6t, 
tout comme la moyenne de la dérivée d’une quantité quelconque 
variant dans un intervalle fini, est nulle (voir note p. 116). Il s’en- 
suit que la seconde équation de Maxwell prend la forme: 


rot H-- Æÿ. (43,2) 


Telles sont les deux équations déterminant le champ magnétique 


constant H. : 
Introduisons le potentiel vecteur moyen A par la formule 


rot À — H. 
Nous obtenons en substituant dans (43,2) : 
grad div A— AA = #j. 


Or, on sait que le potentiel vecteur d’un champ n'est pas déter- 
miné univoquement, ce qui permet de lui imposer une condition 


arbitraire. Prenons donc le potentiel À de façon que 

div A — 0. (43,3) 
Alors, l'équation déterminant le potentiel vecteur d'un champ 
magnétique constant prend la forme : 

ET AR = 

Il est facile de trouver la solution de cette équation en remarquant 

que (43,4) est tout .à fait analogue à l'équation de Poisson (36,4) 
pour le potentiel scalaire d’un champ électrique constant, seulement 
au lieu de la densité de charge p nous avons la densité de courant 


j/e. Comme pour la solution (36,8) de l'équation de Poisson, on peut 
écrire directement : 


A=—|+av, (43,5) 


où R est la distance du point d'observation du champ à l'élément 
de volume dy. 


440 CHAMP ÉLECTROMAGNÉTIQUE CONSTANT 


Dans la formule (43,5) on peut passer de l’intégrale à une som- 
mation étendue à toutes les charges en remplaçant j par le produit 
pv et en prenant en considération que toutes les charges sont ponc- 
tuelles. I1 ne faut pas perdre de vue, cependant, que dans l'intégrale 
(43,5) R est tout simplement une variable d'intégration et qu’on 
n'a pas à prendre sa moyenne. Quand on écrit au lieu de l'intégrale 


2 QV la somme Ÿ' Ye, les R, sont les rayons vecteurs variables 
À : a y 


Ra 
des diverses charges en mouvement. Il faut écrire, par conséquent : 
D-.1 €aVa 23 € 
A=<Y Re (43,6) 


où l’on prend la moyenne de l'expression soulignée tout entière. 
Connaissant A, on peut trouver le champ magnétique 
sie: ici 
H = rot À — rot — Î 7 W. 


L'opération rot porte sur les coordonnées du point d'observation. 
On peut donc introduire le rot sous le signe d'intégration et consi- 
dérer j comme constant lors de la dérivation. En appliquant au 


produit j- L la formule connue 
rot fa — f rota + grad f x a, 


où f et a sont un scalaire et un vecteur arbitraires, on trouve: 


et, par conséquent, 


: H-1 f LR av (43,7) 
‘ (le rayon vecteur R est mené de dV au point d'observation du champ). 


C'est la loi de Biot et Savart. 


$ 44. Moment magnétique 


Considérons le champ magnétique moyen créé par un système 
de charges en mouvement stationnaire à de grandes distances de 
ce système. 

Prenons un système de coordonnées dont l'origine se trouve 
à l’intérieur du système de charges, comme nous l'avons fait au 
$ 40. Désignons de même les rayons vecteurs des diverses charges 
par r,, et par R, le rayon vecteur du point où nous cherchons le 
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champ. Alors R, — r, est le rayon vecteur de la charge e, au point 
d'observation. En vertu de (43,6), nous avons pour le potentiel 
vecteur: 


A=iy re (44,1) 


0—Ta| 


Tout comme au $ 40, développons cette expression suivant les 
puissances de r«. Aux termes du second ordre près (nous omettons 
l'indice a pour abréger l'écriture) : 


ae 1 ee | 1 
A Diev—— Dev (7) ; 
Dans le premier terme on peut écrire: 


= d 
bi ev = Pr: y» er. 
Mais la valeur moyenne de la dérivée de la quantité Der, variant 


dans un intervalle fini, est nulle. De sorte que l'expression de A 
se réduit à 


A = _. Dev (+) =D ev (rRo). 


Transformons cette expression comme suit. KRemarquant que 


v=r, on peut écrire (nous rappelant que R, est ‘un vecteur cons- 
tant) : 


y» e (Ror) v = + FL LS er (rR;) ++ Y e[v (rRo) —r (vRo)]. 


Lorsqu'on substitue cette expression dans A, la valeur moyenne du 
premier terme (contenant la dérivée par rapport au temps) s'annule 
cette fois encore. et l’on a: 


A: ES > e[v(rR,)—r(vRo)]. 


Introduisons le vecteur 


m0 Der x v (44,2) 
appelé moment magnétique du système. Alors 
AUX Ro pl rm. (44,3) 
Rÿ 0 


Connaïssant le potentiel vecteur, il est facile de trouver le 
champ magnétique. A l'aide de la formule 


rota X b—(bV)a—(aV)b+adivb—bdiva 
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on trouve: 
H = rot À — rot im x 59 = M div He — (nv) À 
Puis, 
div 20 = R,grad — _. + Æ divR,—0 
et 


— R 1 ,— = À m  3Ro(mR 
(nV) 7e = 7 (mV) R+ Ro (MF 7) RE o) à 


De sorte que 


=  3n(mn)—m 
H— TR , (44,4) 


où n est encore le vecteur unité dans la direction R,. On voit que le 
champ magnétique s'exprime en fonction du moment magnétique 
par la même formule que le champ électrique en fonction du moment 
dipolaire [cf. (40,8)]. 

Lorsque le rapport de la charge à la masse de toutes les particules 
du système est le même, on peut écrire: 


m= Derx ve Dimr av. 


Si les vitesses de toutes les charges sont v<c, mv est alors 
l'impulsion p de la charge, et on à: 


; ‘ m=— Drxp=sM, (44,5) 


e 


où M = Dr * p est le moment cinétique du système tout entier. 
-De sorte que, dans ce cas, le rapport du moment magnétique aw 
moment cinétique est constant et égal à e/2mc. 


Problème 


Déterminer le rapport des moments magnétique et cinétique pour un 
système de deux charges (on a pour les vitesses v € c). 

Solution. Choisissant l'origine des coordonnées au centre d'inertie 
des deux particules, nous avons mr, + mzr2 = 0 et ps = — p> = p. où pest 
l'impulsion du mouvement relatif. On trouve au moyen de ces relations: 


1 (<- 2) ue 


DT mit M2 


mm 
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$ 45. Théorème de Larmor 


Considérons un système de charges se trouvant dans un champ 
magnétique extérieur constant uniforme. 
La force moyenne (dans le temps) agissant sur le système 


F-><£vxH -LSErxH 


s'annule tout comme la valeur moyenne de la dérivée par rapport 
au temps de n'importe quelle grandeur variant dans des limites 
finies. Mais la valeur moyenne du moment des forces 


K= 5 <=rx("xH) 


est différente de zéro. On peut l'exprimer en fonction du moment 
magnétique du système. A cet effet, développons le double produit 
vectoriel 


1 d 
K= 5 € {v(rH)—H(v)}= >< {v CH) HÈr} . 
Le second terme s’annule quand on prend la moyenne, de sorte que 
ps ——— 1 ——— ——— 
K = ><voH=-Y e{v(rH)—r(vH)} 
[cette dernière transformation est analogue à celle faite pour obtenir 
(44,3)] ou en définitive: 
K=mxH. (45,1) 
Notons l’analogie avec la formule (42,6) du cas électrique. 
La fonction de Lagrange d’un système de charges dans un champ 


magnétique extérieur uniforme constant contient le terme supplé- 
mentaire (par rapport à la fonction de Lagrange d’un système fermé) 


Lu= D LAV= DE Hxnv= (rx v)H (45,2) 


(nous nous sommes servis de l'expression (19,4) du potentiel .vec- 
teur d'un champ uniforme). Introduisant le moment magnétique du 
système, nous avons : 


Lu =mH. (45,3) 


Remarquons l’analogie avec le champ électrique : dans un champ 
électrique uniforme, la fonction de Lagrange d’un système de par- 
ticules de charge totale nulle et doué de moment dipolaire contient 
le terme 
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qui est, dans ce cas, l'énergie potentielle du système de charges, 
précédée du signe moins (cf. $ 42). 

Considérons un système de charges accomplissant un mouvement 
Tini (avec des vitesses v < c) dans le champ électrique central symé- 
trique d’une particule immobile. 

Passons du système de coordonnées immobile à un système en 
rotation uniforme autour d’un axe passant par la particule immo- 
bile. En vertu d’une formule connue, la vitesse v d’une particule 
dans le nouveau système de coordonnées est liée à sa vitesse v’ 
dans l’ancien système par la relation 


v'=v+Qxr, 


où r est le rayon vecteur de la particule et @ la vitesse angulaire du 
système de coordonnées en rotation. Dans le système immobile, on 
a pour la fonction de Lagrange du système de charges 


L= DU, 


où U est l’énergie potentielle des charges dans le champ électrique 
extérieur, plus leur énergie d'interaction. U est fonction des 
distances des charges à la charge immobile et de leurs distances 
réciproques; lorsqu'on passe au système de coordonnées tournant, 
elle reste manifestement invariante. On a, par conséquent, dans le 
nouveau système l'expression suivante de la fonction de Lagrange 


L= Dr t+0xr)—U. 


Supposons que le rapport e/m de la charge à la masse soit le 
nême pour toutes les particules et posons : 
e 
; Q= Dr H. (45,4) 
Alors, pour des }7 suffisamment petits (quand on peut négliger les 
termes en H*°) la fonction de Lagrange prend la forme: 


L= SR +S Se(Hxr) v—U. 


On voit qu'elle coïncide avec la fonction de Lagrange qui décrirait 
le mouvement des charges considérées dans un système de coordon- 
nées immobile en présence d’un champ magnétique constant 
lcf. (45,2)]. 

Par conséquent, on est conduit à ce résultat que, dans le cas non 
relativiste, le comportement d’un système de charges de rapport 
e/m identique accomplissant un mouvement fini dans un champ 
électrique central symétrique et dans un champ magnétique uni- 
forme faible H est équivalent au comportement de ce même système 
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de charges dans ce même champ électrique dans un référentiel en 
rotation uniforme de vitesse angulaire (45,3). Cette affirmation est 
l'expression du théorème de Larmor, la vitesse angulaire Q — eH/2mc 
étant appelée fréquence larmorienne. 

On peut examiner cette question d’un autre point de vue. Lorsque 
le champ magnétique H est assez faible, la fréquence larmorienne 
est petite en comparaison des fréquences du mouvement fini du 
système de charges donné, et on peut considérer que les grandeurs 
relatives à ce système, dont on a pris les moyennes par rapport aux 
temps, sont petites par rapport à la période 2x/Q. Ces grandeurs 
varieront lentement (avec la période {) dans le temps. 

Considérons la variation du moment cinétique moyen du systè- 
me M. En vertu d’une équation connue de la mécanique, la dérivée 
de M est égale au moment K des forces agissant sur le système. Par 
conséquent, nous avons, eu égard à (45,1): 


Si le rapport e/m est le même pour toutes les particules du système, 
le moment cinétique et le moment magnétique sont proportionnels, 
et les formules (44,5) et (45,4) nous donnent : 


Cette équation exprime que le vecteur M (et avec lui le moment 


magnétique m) tourne avec la vitesse angulaire —Q@ autour de la 
direction du champ; la longueur de ce vecteur et l'angle qu'il forme 
avec cette direction sont constants (c'est ce qu’on appelle la pré- 
cession larmorienne). 
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CHAPITRE VI 


ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 46. Equation des ondes 


Un champ“électromagnétique dans le vide est déterminé par 
les équations de Maxwell, dans lesquelles il faut poser p = 0, j = 0. 
Ecrivons-les encore une fois: 


1 0H 

rot E — TT a" divH=0, (46,1) 
14 0E ; 

rot H == n divE=0. (46,2) 


Ces équations peuvent admettre des solutions non nulles. Cela 
signifie que le champ électromagnétique peut exister même en 
l’absence de charges. 

Un champ électromagnétique dans le vide en l'absence de charges 
porte le nom d'ondes électromagnétiques. Nous allons nous occuper 
maintenant de l'étude des propriétés de ces champs. 

En premier lieu, remarquons que ces champs doivent être obli- 
gätoirement variables. En effet, dans le cas contraire 9H/ût — 
— ÔE/ôt — 0, et les équations (46,1-2) se transforment en les 
équations (36, 1-2) et (43,1-2) d'un champ constant, dans lesquelles, 
tépendant, p — 0, j — 0. Les solutions de ces équations, qui sont 
données par les formules (36,8) et (43,5), s’annulent pour p — 0, 
j = 0. 

Etablissons les équations déterminant les potentiels des ondes 
électromagnétiques. 

On sait déjà que, les potentiels n'étant pas déterminés univo- 
quement, on peut toujours leur imposer une condition supplé- 
mentaire. Par conséquent, choisissons les potentiels des ondes 
électromagnétiques de manière que le potentiel scalaire soit nul: 


p=0. (46,3) 
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Alors 


1 9A | 
E=—-, H=rotA. (46,4) 


Substituant ces deux expressions dans la première des équations 
(46,2), il vient: 


rot rot À = — AA + grad div A— —-1 ŸA (46,5) 


"ce? ot ‘ 


Bien que nous ayons déjà imposé une condition supplémentaire 
aux potentiels, le potentiel À n’est pas encore tout à fait univoque. 
Plus précisément, on peut lui ajouter le gradient d'une fonction 
quelconque ne dépendant pas du temps (sans changer œ toutefois). 
En particulier, on peut choisir le potentiel de l'onde électromagné- 
tique de telle manière que 


divA—0. (46,6) 
En effet, substituant E de (46,4) dans div E—0, nous obtenons: 
div À = + div A —0, 


c'est-à-dire que div À est fonction des seules coordonnées. On peut 
toujours annuler cette fonction en ajoutant à A le gradient d’une 
fonction convenable ne dépendant pas du temps. 

L'équation (46,5) prend maintenant la forme: 


1 d2A . 
AA SE = 0. (46,7) 
Telle est l'équation déterminant le potentiel des ondes électroma- 
gnétiques. C’est l'équation de d'Alembert ou équation des ondes !. 

Appliquant à (46,7) les opérateurs rot et 4/0t, on peut s'assurer 
que les champs E et H satisfont à de telles équations des ondes. 

Nous allons déduire à nouveau l'équation des ondes sous forme 
quadridimensionnelle. Nous écrirons à cet effet le deuxième groupe 
Ga de Maxwell pour un champ en l’absence de charges sous 
a forme: 


oFth 


ôxk* 


1 L'équation des ondes s'écrit parfois sous la forme [JA = 0, où 
RES POLE 
ôz; ôzi cè de? 


est l'opérateur de d’'Alembert. 


10+ 
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[l'équation (30,2) avec j—0]. Substituant ici les F!* exprimées en 
fonction des potentiels 


ik_ 9AK _ 6Aî 
FE CA ET 
il vient : ; 
92 A* 02 : 
EL. 0; (46,8) 


Oz; ôrh … ôz, Oz" 
Imposons aux potentiels la condition supplémentaire 
h 
2450 (46,9) 
(cette condition est dite de Lorentz, et les potentiels satisfaisant 


à cette condition sont dits jaugés par Lorentz). Alors le premier terme 
dans (46,8) disparaît et il reste : 


22 Ai 42 Ai 
RE RE | us ie (46,10) 
dry 0z* ôz* ôr! 


C'est là l'équation des ondes dans le formalisme quadridimension- 
nel !. 
Sous forme tridimensionnelle la condition (46,9) s'écrit : 


1 dy À _ : 
nt div A:=(). (46,11) 


Elle est plus générale que les conditions @ = U, div À = 0 utilisées 
plushaut ; les potentiels vérifiant celles-ci vérifient également (46,11). 
A leur différence, toutefois, la condition de Lorentz est douée d'’in- 
variance relativiste: les potentiels satisfaisant à cette condition 
dans un référentiel y satisfont aussi dans tout autre [alors que les 
conditions (46,3) et (46,6) sont en général violées lorsqu'on passe 
dans un autre référentiel]. 

? 


$ 47. Ondes planes 


Considérons le cas particulier des ondes électromagnétiques, où 
le champ ne dépend que d’une seule coordonnée, soit x (et du temps). 
De telles ondes sont dites planes. Les équations du champ prennent 


alors la forme: 
9?f " 92f 


— — C° 


———. == fe 4 
TE ae 0 Gt) 
où f est n'importe quelle composante des vecteurs E et H. 


1 Notons que la condition (46,9) ne fixe pas pour autant les potentiels 
d’une manière tout à fait univoque. A savoir, à À on peut ajouter grad f et 


c ot" 


retrancher de q en mème temps Lol encore faut-il que f satisfasse à l'équation 
des ondes jf = 0, ce dont on s'assure facilement. : 
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Pour résoudre cette équation, recopions-la sous la fornie : 
ô Q Q à 
(rca) (rtez)/=0 
et introduisons les nouvelles variables 
z TZ 
E=t——, n=t+—, 
de sorte que 


t= + (nrE), z= 7 (n—E). 


Alors 
p) 


1 (] C] CA] 1 (] d 
Es): 2x): 
et l'équation de f prend la forme : 


che 
Œom “0 
Elle a évidemment pour solution 
f= fi ®) +f2(n), 


où f, et f sont des fonctions arbitraires. Ainsi, 
f=h(t-2)+f (+2). (47,2) 


Soit, par exemple, f, — 0, de sorte que f = f, (f — xic). Inter- 
prétons cette solution. Dans chaque plan z — const le champ varie 
avec le temps; à chaque instant, le champ est différent pour divers x. 
Il est évident que le champ a la même valeur pour les coordonnées x 
et pour le temps t reliés par la relation { — x/c — const, qui s'écrit 
encore : 


zx = const + cf. 


Cela signifie que si à un certain instant { — 0 le champ avait au point 
æ de l’espace une valeur déterminée, il reprendra cette même valeur 
après le laps de temps t£ à la distance ct du point initial parallèlement 
à l’axe des z. Nous pouvons dire que toutes les valeurs du champ 
électromagnétique se propagent dans l’espace le long de l’axe des x 
avec la vitesse de la lumière. 

Ainsi, f, ( — x/c) représente une onde plane progressant dans le 
sens positif de l'axe des x. Il est évident que f, (£ + x/c) représente 
une onde courant dans le sens inverse de l’axe des z. 

On a démontré au $ 46 que les potentiels d'une onde électroma- 
gnétique peuvent être choisis de manière que p — 0, avec div A = 0. 
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Choisissons précisément de cette façon les potentiels de l'onde plane 
que nous examinons maintenant. La condition div À — O0 donne 
dans ce cas: 


étant donné ‘que toutes les quantités ne dépendent pas de y et z. 
En vertu de (47,1) on aura aussi 4°A ,/ôt? — 0, soit 94 ,/0t = const. 
Or, la dérivée 04/0: détermine le champ électrique, et nous voyons 
que la composante non nulle À, signifierait qu'il existe dans le 
cas considéré un champ électrique longitudinal constant. Etant 
donné qu’un tel champ n’a aucun rapport avec l’onde électroma- 
gnétique, on peut poser À, — 0. 

Ainsi, le potentiel vecteur d’une onde plane peut toujours être 
choisi perpendiculairement à l’axe des x, c'est-à-dire à la direction 
de la propagation de cette onde. 

Considérons une onde plane courant dans le sens positif de l’axe 
des z; dans une telle onde, toutes les quantités, en particulier A, 
sont fonctions seulement de t — xr/c. Des formules 

1 9A 


Sr * H= rot A 


nous avons, par conséquent : 
A n 1 , 
E-—-—A', H=vxA=V(t—<) XA'=—-<nxA', (47,3) 


où le signe prime désigne la dérivation par rapport à £ — x/c, et 
où n est le vecteur unité dans la direction de la propagation de 
l’onde. Substituant la première égalité dans la seconde, nous obte- 
nons : 


H=nxE. (47,4) 


* Nous voyons que les champs électrique et magnétique E et H 
d'une onde plane sont dirigés perpendiculairement à la direction 
de-la propagation de l'onde. Pour cette raison, les ondes électroma- 
gnétiques sont dites transversales. Il résulte de (47,4) que les champs 
électrique et magnétique d’une onde plane sont perpendiculaires 
l'un à l’autre et de même grandeur. 

Le flux d'énergie dans une onde plane est 


c c 
S=ExXH=-—EXx(n x E) 
et, puisque En —0, 


S— < E?n — © H?n. 
b1 


€ 
(F1 
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De sorte que le flux d'énergie est dirigé suivant la direction de la 


propagation de l'onde. Puisque W = a (E3 + H®°) = est la 
densité d'énergie de l’onde, on peut écrire: 
S=cWn, (47,5) 


car le champ se propage avec la vitesse de la lumière. 

L'impulsion de l'unité de volume du champ électromagnétique 
est S/c°. Pour une onde plane on a respectivement (W/c) n. Remar- 
quons que la relation entre l'énergie W et l'impulsion W/c de l'onde 
électromagnétique est la même que pour des particules se mouvant 
avec la vitesse de la lumière [cf. (9,9)]. 

Le flux d’impulsion d’un champ est donné par le tenseur des 
contraintes de Maxwell o:8 (33,3). Supposant, comme avant, que 
l'onde se propage suivant l’axe des x, on trouve que la seule compo- 
sante non nulle de og est 

Oxx =W. (47,6) 
Comme il se doit, le flux d’impulsion est dirigé dans le sens de la 
propagation de l'onde et sa grandeur est égale à la densité d'énergie. 

Trouvons la loi de transformation de la densité d'énergie d'une 
onde électromagnétique plane quand on passe d’un référentiel 
d'inertie à un autre. A cet effet, dans la formule 


1 , Vo, Vi, 
ne ya (w +2 8:47 0x) 


(voir le problème 1 du $ 6) il faut substituer 
S:=cW'cosa, o:—W'cos’a, 
où a’ est l'angle (dans le référentiel X’) entre l'axe des z’ (suivant 


lequel est dirigée la vitesse V) et la direction de la propagation de 
l’onde. On trouve en définitive: 


= PE 7. (47,7) 


Comme W = E*/4x = H*/4n, les valeurs absolues des vecteurs 
E et H d'une ‘onde se transforment comme } W. 


Problèmes 


1. Déterminer la force qui agit sur une paroi réfléchissant (de facteur 
de réflexion R) une onde électromagnétique plane. 

Solution. La force f agissant sur l’unité d’aire de la paroi est donnée 
par le flux d’impulsion traversant cette aire; c’est donc le vecteur de compo- 
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santes 
Île = Cas N 8 + CAPSUT 


où N est la normale à la paroi et 6,8 et Gap, les composantes des tenseurs des 
contraintes des ondes incidente et rél léchie. Nous obtenons en vertu de (47.6): 


f=Wn(Nn)+W'n’(Nn'). 


Nous avons, d’après la définition du facteur de réflexion, W’ — RW. En intro- 
duisant également l’angle d’incidence 6 (et l'angle de réflexion, qui lui est 
égal) ‘et en passant aux composantes, on trouve la force normale (pression 
lumineuse) Ù 

fn=W (1+R) cos? 6 
et la force tangentielle 


fe=W (1—R) sin 8 cos 0. 
»1 


2. Par la méthode d’'Hamilton-Jacobi déterminer le mouvement d'une 
charge dans le champ d’une onde électromagnétique pans 
0 


“ Solution. Equation d'Hamilton-Jacobi sous forme quadridimension- 
nelle : 


:1 { 9S e d$S ,e 
RATE SL, PRatRe RE — m?c2 
sir + H - A) (S+ : An) m?e2. (1) 


Le fait que le champ représente une onde plane signifie que les Aï sont des 
fonctions d'une seule variable indépendante, qu’il est loisible de noter £ — 
= k;zi, ki étant un quadrivecteur constant isotrope: k;k? — 0 (cf. paragraphe 
suivant). Nous soumettrons les potentiels à la condition de Lorentz 


dAi  dAî 


pour le champ variable de l'onde cette condition équivaut à Afk; —0. 
Nous chercherons la solution de (1) sous la forme : 


S=—fiat+F(E), 


fi= (f, f) étant un vecteur constant satisfaisant à la condition f;fi = m°*° 
($ = — fizi est la solution de l'équation d’Hamilton-Jacobi pour une charge 
re de 4-impulsion pi — fi). La substitution dans ({) donne: 


e3 i dF 2e, ;_ 
pe Æ AiA _ 2y dŒ € fil = 0, 


avec la constante y=—k;fi. Tirant F de cette équation, on obtient : 


EN LS tar i dE. 2 
S= fai (jiatat+ fe À Asatas @ 


Passant aux notations tridimensionnelles avec un référentiel fixe, nous 
prendrons l’axe des x dans la direction de la propagation de l'onde. Alors £ — 
= ct — z, et la constante y = f° — fl. Désignant le vecteur à deux dimensions 
fyr f: par x, on déduit de la condition fifi = (f)° — (f!)? — x = mc? 


__mic? +x : 
p+n= Re 
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Prenons les potentiels dans la jauge où @—0, A(E) étant contenu dans le 
plan y:. Ceci fait, l'expression (2) devient : 
pd PR Lin RS re f 2 
S=%#r 2 (ct+z) 2y gr xA dE a A? dE. 

En vertu des règles générales (cf. 1 $ 47) pour déterminer le mouvement, 
on égalera les dérivées 9S/0x, dS/0y à certaines constantes nouvelles, qu’on 
pourra annuler par un choix approprié de l'origine des coordonnées et du temps. 
On trouve de cette façon les équations paramétriques (de paramètre Ë): 


1 e PE ANT LE 
Chmir-vie nr" Ja TE Î EE 
4 (mc? Lx2 ; 
= (1) + Î MA dires fa: dE, ct=E+z. 


L'impulsion généralisée P=p+ _ A et l'énergie # s’obtiennent en déri- 
vant l'action par rapport aux coordonnées et au temps ; il vient: 


Py=Xy = Ay = #:—— À;, 
PET Dai EM VE 
Px= 3 1 2y y A +553 À : 
E—(Y+Px)c. 


Si l’on prend la moyenne de ces quantités par rapport au temps, les termes 
contenant à la première puissance la fonction périodique A () s’annulent. 
Supposons le référentiel choisi de sorte que la particule soit en moyenne au 
repos, c'est-à-dire que son impulsion moyenne soit nulle. On aura alors: 


x=0, y?=m?ct+etA2. 


Les formules définitives pour déterminer le mouvement deviennent alors : 


ses | AA), = —È Î Ay de, 
2 (4, a+ | (At A0 a; (3) 
Pas gr At A, y —< An pee + An 

6=ev+ 7 (At A9). (4) 


$ 48. Onde monochromatique plane 


Un cas particulier important des ondes électromagnétiques est 
celui des ondes dont le champ est une fonction périodique simple 
du temps. Une telle onde est dite monochromatique. Toutes les gran- 
deurs (potentiels, composantes des champs) d’une onde monochro- 
matique dépendent du temps par l'intermédiaire d’un facteur de la 
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forme cos (ot + «), © étant la fréquence cyclique de l'onde (nous 
l'appellerons simplement fréquence). 

F: Dans l'équation des ondes l'expression de la dérivée seconde du 
champ par rapport au temps est maintenant 6?f/0t? — —w*f, de sorte 
que la distribution du champ dans l’espace est donnée dans une 
onde monochromatique par l'équation 


A+ 0. (48,1) 


Dans une onde plane (se propageant le long de l’axe des zx) le 
champ est seulement fonction de # — x/c. Si donc une onde plane 
est monochromatique, son champ sera une fonction périodique simple 
de t — zx/c. Le plus commode pour le potentiel vecteur d’une telle 
onde est de l'écrire sous forme de partie réelle de l'expression com- 
plexe 


A = Re{Age-ioti-x/c)}, (48,2) 
A, représente ici un vecteur complexe constant. Il est évident que 
les vecteurs E et H d'une telle onde auront aussi une forme analogue 
avec la même fréquence w. La quantité 


2rc 
À = (48,3) 


est appelée longueur d'onde; c'est la période de variation du champ 
selon l'axe desx à l'instant t. 
Le vecteur 


k=n (48,4) 


{où n est le vecteur unité dans le sens de la propagation de l'onde) 
est appelé vecteur d'onde. Ce vecteur permet de représenter (48,2) 
sous la forme: 


! A = Re {Agittr-ut)}; (48,5) 


<cefte expression ne dépend pas du choix des axes de coordonnées. 
Le facteur de i dans l'exponentielle est la phase de l'onde. 
-.<Tant que nous n'effectuons que des opérations linéaires sur les 
quantités, point ne sera besoin de prendre la partie réelle et on 
pourra opérer avec les quantités complexes telles quelles 1. Ainsi 

: 1 Si deux quantités quelconques A (t) et B(t) s’écrivent sous forme com- 
plexe: 

A (t) = Age" tot, B(t)= Boc7{%#, 

quand on formera leur produit, il faudra, bien entendu, séparer d'abord la 
partie réelle. Mais si, comme c'est souvent le cas, seule la valeur moyenne (par 


rapport au temps) de ce produit nous intéresse, on pourra alors la calculer 
comme 


+ Re {AB*}. 
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substituant 
À — Ageltkr-ot) 


dans (47,3), nous obtenons une relation entre les vecteurs champs 
et le potentiel vecteur d’une onde plane monochromatique sous la 


forme : 
E=ikA, H=—ikXA. (48,6) 


Examinons en détail la question de la direction du champ d'une 
onde monochromatique. Pour fixer les idées, nous parlerons du 
champ électrique 

E=Re {Esei(kr-ut)} 


(tout ce qui sera dit ci-dessous se rapportera aussi, bien entendu, 
dans la même mesure au champ magnétique). E, est un certain vec- 
teur complexe. Son carré Eÿ sera également, en général, un nombre 
complexe. Si l'argument de ce nombre est —2a (c'est-à-dire Eÿ — 
=" | E? | e-*it), alors le vecteur b déterminé par 

Es = bei, (48,7) 
aura un carré réel b°—|E,/*. Nous écrirons avec une telle 
définition 

E — Re {heilkr-at-—a)}, (48,8) 

Prenons b sous la forme : 

b=—b,+ib,, 
où b, et b, sont deux vecteurs réels. Etant donné que le carré b°? = 
= D? — bi + 2ib,b. doit être une quantité réelle, on doit avoir 
b,b, — 0, donc b, et b. sont orthogonaux. Dirigeons y selon b, (l'axe 


des x est dirigé selon la propagation de l’onde). On déduit alors de 
(48,8) : 


Ey=bicos (wt—kr+a), E,— +bisin(wt—kr+a), (48,9) 
où l'on a le signe plus ou moins suivant que le vecteur b, est 
dirigé dans le sens positif ou négatif de l'axe des z. De (48,9) 
Nous avons en effet : 

Re À Re B—+ (Age tot+ Asdiüt) (Be iot+ prelut) 


Quand on prend la moyenne, les termes contenant les facteurs e+2iwt 
s’annulent et il reste : | 


ReA ReB= À (AB + AB)= + Re (AB*). 


156 ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


on déduit que 


E, , Æ . 
+1. (48,10) 


On voit, par conséquent, qu’en chaque point de l’espace le vec- 
teur champ électrique tourne dans le plan perpendiculaire à la 
direction de la propagation de l’onde et que son extrémité décrit 
l’ellipse (48,10). Une telle onde est dite polarisée elliptiquement. 
La rotation a lieu dans le même.sens ou dans le sens inverse de la 
rotation d’une vis se vissant sur l’axe des x, selon qu'on a pris le 
signe plus ou moins dans (48,9). 

Si b, = b,, l’ellipse (48,10) devient un cercle, c’est-à-dire que 
le vecteur E tourne tout en restant de grandeur constante. On dit 
dans ce cas que l’onde est polarisée circulairement. Le choix des 
directions des axes y et z est alors, évidemment, arbitraire. Notons 
que dans une telle onde le rapport des composantes sur les axes 
y et z de l’amplitude complexe E, est égal à 


Eos re 

En = Hi (48,11) 
selon que la rotation a lieu dans le sens de vissage ou dans le sens 
contraire (polarisation droite ou gauche) !. 

Enfin, lorsque b, ou b, est nul, le champ de l'onde est dirigé 
partout et toujours parallèlement (ou antiparallèlement) à une 
seule et même direction. L'onde est alors dite polarisée rectilignement 
ou bien encore polarisée dans un plan. Une onde polarisée ellipti- 
quement peut être considérée, évidemment, comme la superposition 
de deux ondes polarisées rectilignement. 

Revenons à la définition du vecteur d’onde et introduisons 
le, vecteur d'onde quadridimensionnel de composantes 


: k=(=,k). (48,12) 


LE fait que ces quantités forment effectivement un quadrivecteur 
est évident. On le voit, par exemple, parce qu'elles donnent après 
multiplication par le quadrivecteur z' un scalaire, la phase d'onde: 


kixt = ot —kr. (48,13) 


11 résulte des définitions (48,4) et (48,12) que le carré du quadri- 
vecteur d'onde est nul: 


kiki =0. (48,14) 


1 Le système d’axes z, y, z est, comme toujours, supposé dextrorsum. 
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Cette relation découle aussi immédiatement du fait que l'expression 
A= Asexp(—ikix!) 


doit être solution de l'équation des ondes (46,10). 

De même que pour toute onde plane, pour une onde monochro- 
matique, se propageant le long de l'axe des x, seules ne sont pas 
nulles les composantes suivantes du tenseur d’énergie-impulsion 
(cf. $ 47): 

TO—TOU_TU_W. 


En se servant du quadrivecteur d'onde, on peut recopier ces égali- 
lés sous forme tensorielle comme suit : 


Le 


TE ki, (48,15) 


Enfin, en se servant de la loi de transformation du 4-vecteur 
d'onde, il est facile de considérer l'effet Doppler — la variation de 
la fréquence w de l’onde émise par une source en mouvement par 
rapport à un observateur relativement à la fréquence « propre » 
w, de cette même source dans le référentiel (Æ,) où elle est au repos. 

Soit V la vitesse de la source, c’est-à-dire la vitesse du réfé- 
rentiel À, par rapport à À. On a, d’après les formules générales de 
transformation des quadrivecteurs : 


go + ki 
C 


= 


k(0)0 — 
1— = 


ce? 


(la vitesse du système Æ relativement à ÆX, est —V). Substituant 
dans cette égalité X° = w/c, k! — k cos a — _ cos &, où « est 


l'angle (dans X) entre la direction de l'émission de l'onde et la 
direction du mouvement de la source. et exprimant © en fonction 


de w,, il vient: 
Ve ie 
CE (48,16) 


pemr) 


Telle est la formule cherchée. Pour V <c elle donne, lorsque 
l'angle & n’est pas trop voisin de x/2: 


o & & (1+cos a) . (48,17) 
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Nous avons pour «= 17/2: 


o=% y 1-20 (1-5); (48,18) 


dans ce cas, la variation relative de la fréquence est proportion- 
nelle au carré du rapport V/c. 


Problèmes 


1. Déterminer la direction et la grandeur des axes de l’ellipse de polarisa- 
tion en fonction de l’amplitude complexe E. 

Solution. Le problème consiste à déterminer le vecteur b = b, + ib: 
de carré réel. Nous obtenons de (48,7): 


EoEs —bi+63, EoX Eÿ = —2ib, x be (1) 
ou 
bi+b2—A2+8B3, bib = AB sin 6, 
où l'on a posé: 


Eo Eoy iô 
l£Eoyl=4 1Eol=8B, Ds mi 


pour les valeurs absolues de £o, et Ev et la différence de phase (6) entre 
ces quantités. D'où 


be= V4+82+24Bsinô + VA?+B—2ABsin6, (2) 


qui détermine les grandeurs des demi-axes de l’ellipse de polarisation. 
Pour déterminer leurs directions (par rapport à des axes initiaux arbitrai- 
res y, z), partons de l'égalité 


Re {(Eoby) (E#bz)} —0, 


qu'il est facile de vérifier en y posant Es = (b, + ib-) e7a, Ecrivant cette 
expression en fonction des coordonnées y, z, on trouve pour l'angle 8 entre 
le vecteur b, et l’axe des y: 


! 24B cos 
: RAR à @ 


Le sens de la rotation du champ est déterminé par le signe de la com- 
posaate sur l'axe des x du vecteur b; Xb,. Ecrivant à partir de (1): 


* 5 ; E E : 

ant Brun (Le) (8e). 
on voit que le sens du vecteur b, X b2 (dans le sens ges ou négatif de l'axe 
des r), et par conséquent le signe de la rotation (dans le sens d'une vis se vissant 
sur l'axe des z ou dans le sens inverse), est donné par le signe de la partie imagi- 
naire du rapport £o./Æ0, (plus dans le premier cas et moins dans le second). 
Cette règle généralise la règle (48,11) pour la polarisation circulaire. 

2. Déterminer le mouvement d’une charge dans le champ d’une onde plane 
monochromatique rectilignement polarisée. 

Solution. Prenons la direction du champ E pour axe des y et écrivons: 


cEo 


Ey=EË=Eocosos, A,=4A=— sin @ÿ 
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(£ = t — z/c). En vertu des formules (3-4) du problème 2 $ 47, on trouve (dans 
le référentiel où la particule est au repos en moyenne) la représentation para- 
métrique (le paramètre étant n — wË) du mouvement: 


_ e2Eic >; Eoc r 
z EME) sin 2n, y= — ju? cos m  z—0; 
— n e?Eÿ 2 — o e E3 
Tapas A PME os 
2E; eEo . 
Px= — ro cos 2n, Py= Sin"; Pz=0. 


La charge décrit dans le plan zy une courbe en 8 avec l’axe des y pour axe de 
symétrie longitudinal. 

3. Déterminer le mouvement d'une charge dans le champ d’une onde 
polarisée circulairement. 

Solution. On a pour le champ de l'onde: 


E,= Eo cos wë, E,= Eosin oi, 
Eo …. E 
Ay= + sinwt, À, = cos ut. 
Le mouvement est donné par les formules 
E, CEo . 
2=0, y=— cout,  2=— 0 sin wt, 
vo? vo? 
eEo eE 
Px=0, Py= Se sin ot, Ps == — cos ut, 
cEi 
2 — m2c2 : 
v=mte2+ Po 


De sorte que la charge décrit dans le plan y: une circonférence de rayon ecEo/ywt 
avec l'impulsion constante p = eEo/w; l'impulsion p est dirigée à chaque 
instant suivant le champ magnétique H de l'onde. 


$ 49. Décomposition spectrale 


Toute onde peut être l’objet d’une décomposition dite spectrale; 
elle peut être représentée par la superposition d'ondes monochroma- 
tiques de diverses fréquences. Le caractère de ces décompositions 
varie selon le caractère de la dépendance entre le champ et le temps. 

On rapporte à une même catégorie les cas où les fréquences des. 
décompositions forment. une série discrète de valeurs. Le cas le 
plus simple de ce genre apparaît lors de la décomposition d’un 
champ purement périodique (bien que non monochromatique). 
C'est le développement ordinaire en série de Fourier; il contient 
des fréquences qui sont des multiples entiers de la fréquence « fon- 
damentale » &©, = 21/7, où T est la période du champ. Ecrivons-le 
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sous la forme : 


f= D, jeton (49,1) 


AN=—-0 


(/ étant une quelconque des quantités décrivant le champ). Les 
quantités /f\ sont déterminées à partir de la fonction f par les 
intégrales 

T/2 


= + ] f (8) enut de. (49,2) 
—T/2 


La fonction f(t) étant réelle, on a évidemment : 
Î-n = fn. (49,3) 


Dans des cas plus complexes le développement peut contenir 
des fréquences qui sont des multiples entiers (et leurs sommes) 
de plusieurs fréquences fondamentales distinctes incommensurables. 

Lorsqu'on élève au carré la somme (49,1) et qu’on prend la moyen- 
ne temporelle des produits de termes à fréquences différentes, on 
obtient zéro, étant donné que ces termes contiennent des facteurs 
oscillants. Seuls subsistent les termes de la forme f,f., — |f, l?. 
De sorte que la moyenne quadratique du champ (l'intensité moyenne 
de l’onde) est représentée par la somme des intensités des composan- 
tes monochromatiques : 


F= 2 IhP=221/N (49,4) 


(on suppose que la moyenne sur une période de la valeur de la fonc- 
tign elle-même f (f) est nulle, de sorte que f, = f = 0). 

.« À une autre catégorie se rapportent les champs se développant 
.<ùh intégrale de Fourier, qui contient un spectre continu de fré- 
quences différentes. À cet effet, les fonctions f (t) doivent vérifier 
<e conditions déterminées; il s’agit habituellement de fonctions 
s'annulant pour { — + oo. Un tel développement s'écrit: 


(= Î fete EE, (49,5) 


les composantes de Fourier étant données d'après f(t) par les inté- 
grales 


+o 
fs = [ f(t) eiut dt. (49,6) 


—oœ 
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On a alors comme pour (49,3): 
Îo= fo. (49,7) 


Exprimons l'intensité totale de l'onde, c'est-à-dire l'intégrale 
de f* par rapport au temps tout entier, en fonction des intensités 
des composantes de Fourier. Il vient eu égard à (49, 5-6): 


fra [ {fre gt}a 
=[{efrosa)æe fi, 


ou en vertu de (49,7): 


Î ra- Î LP 


CLS) 


° do 
Lol - (49,8) 


$ 50. Lumière partiellement polarisée 


De par sa définition même, toute onde monochromatique est 
nécessairement polarisée. Cependant, on a habituellement affaire 
à des ondes presque monochromatiques dont les fréquences sont 
contenues dans un petit intervalle Aw. Considérons une telle onde, 
et soit & une certaine fréquence moyenne. Alors, son champ (nous 
parlerons du champ électrique E pour fixer les idées) peut s'écrire 
en un point donné de l’espace sous la forme: 


E = E (t) etat, 


où l’amplitude complexe E, (ft) est une certaine fonction du temps 
variant lentement (pour une onde strictement monochromatique 
on aurait E, = const). E, définissant la polarisation de l’onde, cela 
signifie que la polarisation d’une onde varie avec le temps en chacun 
de ses points; une telle onde est dite partiellement polarisée. 

Les propriétés de polarisation des ondes électromagnétiques, 
notamment de la lumière, s’observent expérimentalement en faisant 
passer la lumière dans divers corps (par exemple les prismes de 
Nicol) et en mesurant son intensité. Du point de vue mathématique, 
on tire des conclusions sur les propriétés de polarisation de la lumière 
en partant des valeurs de certaines fonctions quadratiques de son 
champ. Il est bien entendu qu'il s’agit alors des valeurs moyennes 
de ces fonctions par rapport au temps. 


11—249 
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Une fonction quadratique du champ est composée de termes 
proportionnels aux produits EcEs, EE ou EE. Les produits 
de la forme 

EE = EoxEose- "it, ESEi = Eÿ dpe2iut, 


contenant les facteurs et2iv{ qui oscillent rapidement, s’annulent 
quand on prend leur moyenne par rapport au temps. Pour ce qui 
est des produits EcEÿ = Eoe Eÿg, ils ne contiennent pas de tels 
facteurs, et, par conséquent, leurs valeurs moyennes ne sont pas 
nulles. On voit donc que les propriétés d’une lumière partiellement 
polarisée sont complètement caractérisées par le tenseur 


Jus = Evbtg. (50,1) 


Etant donné que le vecteur E, est toujours contenu dans le plan 
perpendiculaire à la direction de l’onde, le tenseur J,$ a en tout et 
pour tout quatre composantes (il est supposé dans ce paragraphe 
que les indices &«, f prennent seulement deux valeurs &, Bf = 1, 2, 
qui correspondent aux axes y, z; l’axe des x est choisi dans la direc- 
tion de la propagation de l’onde). 

La somme des composantes diagonales de J,ps (notée J) est une 
quantité réelle — la valeur moyenne du carré du module de E, 
(ou, ce qui revient au même, de E): 


J= Jon = EE. (50,2) 


Cette quantité détermine l'intensité de l'onde, mesurée par la den- 
sité du flux d'énergie en l'onde. Afin d'éliminer cette quantité 
qui n’est pas en rapport direct avec les propriétés polarisatoires, 
introduisons au lieu de J,$8 le tenseur 


Ja 
{ Pas = —7— (50,3) 
pour lequel pas = 1; nous l’appellerons tenseur de polarisation. 
La définition (50,1) montre que les composantes de Jes, et 
“dônc de pes, sont liées par la relation 


Pas —= PBa (50,4) 


(c'est-à-dire que le tenseur est hermitique). En vertu de ces rela- 
tions, les composantes diagonales p,, et p°. sont réelles (avec p,, + 
+ Pos = 1), et pos = p} De sorte que le tenseur de polarisation 
est caractérisé par trois paramètres réels. 

Déduisons les conditions vérifiées par ps pour une lumière 
complètement polarisée. Dans ce cas E, — const, si bien qu'on 
a simplement : 

Les = pes = EreEÿn (50,5) 
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(sans médiation), c’est-à-dire que les composantes du tenseur peuvent 
s’écrire sous forme de produits des composantes d'un certain vecteur 
constant. Il faut et il suffit pour cela que 


| Pas | = Pa1P22 — P12P21 = 0. (50,6) 

Un cas opposé est celui d’une lumière non polarisée ou naturelle. 

L'absence totale de polarisation signifie que toutes les directions 

(dans le plan yz) sont équivalentes. En d’autres termes, le tenseur 
de polarisation doit avoir la forme: 


1 2 
Pas = TT Ôa8- (50,7) 


Alors le déterminant |pegs | = _ 


Dans le cas général où la polarisation est arbitraire, ce déter- 
minant a ses valeurs entre 0 et ri Nous appellerons degré de 
polarisation la quantité positive P définie par l'égalité 

1 : L 
|Pas| = a (1 — P?). (50,8) 
Elle varie de 0, pour la lumière non polarisée, à 4 pour la lumière 
polarisée. 

Tout tenseur peut être décomposé en ses parties symétrique et 

antisymétrique. La première 
1 
Sas = | Pas + Psa | 
est, en vertu de l’hermiticité de pes, réelle. La partie antisymétrique, 
elle, est, au contraire, imaginaire pure. De même que tout tenseur 


antisymétrique d'ordre égal au nombre de dimensions, elle se réduit 
à un pseudo-scalaire (cf. note p. 31): 


1 t 
ZT (Pas —_ P8a) = TZ CAT: 6 


A étant un pseudo-scalaire réel, eg un tenseur antisymétrique unité 
(de composantes e3> = —€, = 1). De sorte que le tenseur de pola- 
risation s’écrit sous la forme: 


Dar = Sas — + EasÀ Sas = Spas (50,9) 


c'est-à-dire se réduit à un tenseur symétrique réel et à un pseudo- 
scalaire. 

1 On s'assure sans peine de la positivité du déterminant de n’importe 
quel tenseur de la forme (50,1) en considérant, pour simplifier les choses, que 


la médiation est une sommation sur une série de différentes valeurs discrètes 
et en appliquant l'inégalité algébrique connue 


[D zavo f < D ral D vol? 
a, bd a bd 
11 
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Pour une onde circulairement polarisée E, — const, et 
Ee= + iEos. 


Ïl est facile de voir qu'alors S,s — 0, et que À = + 1. Par contre, 
pour une onde linéairement polarisée le vecteur constant E, peut 
être choisi réel, de sorte que À — 0. Dans le cas général À peut être 
appelé degré de polarisation circulaire; il varie entre +1 et —1, 
ces valeurs limites correspondant respectivement à des ondes cir- 
culairement polarisées à droite ét à gauche. 

Le tenseur réel S,g, ainsi que tout tenseur symétrique, peut 
être réduit à ses axes principaux avec deux valeurs principales 
différentes notées À, et À.. Les directions des axes principaux sont 
orthogonales. Désignant par n° et n° les vecteurs unités de ces 
directions, on peut mettre S,$ sous la forme : 


Sas = nQ np) + nn, M ho de (50,10) 


A, et À, sont positifs et varient entre O et 1. 
Soit À — 0, donc pag = Sas. Chacun des deux termes dans 
(50,10) se présente comme le produit de deux composantes d'un 


vecteur réel constant (WAin‘® ou WAn®?). Autrement dit, chacun 
de ces deux termes correspond à la lumière linéairement polarisée. 
Puis on voit qu'il n'y a pas dans (50,10) de terme contenant le 
produit des composantes de ces deux ondes. Cela signifie que les 
deux parties peuvent être considérées comme physiquement indé- 
pendantes, on dit qu'elles sont incohérentes. En effet, si deux ondes 
sont indépendantes, la moyenne du produit ESE$? est égale au 
produit des moyennes de chacun des facteurs, et puisque chacune 
d'entre elles est nulle, on a: 


EDED — 0. 


‘ Ainsi, nous sommes conduits à ce résultat que, dans le cas con- 
sidéré (4 — 0), une onde partiellement polarisée peut être repré- 
Séñtée par la superposition de deux ondes incohérentes (d’intensités 
proportionnelles à À, et À.) linéairement polarisées dans deux direc- 
tions orthogonales !. (Dans le cas général, où le tenseur pes est 
complexe, on peut montrer que la lumière peut être représentée 
par la superposition de deux ondes incohérentes elliptiquement 
polarisées, dont les ellipses de polarisation sont semblables et per- 
pendiculaires, cf. prob. 2.) 


1 Le déterminant | Seg | = A2; soit À, > À; alors le degré de polarisa- 
tion défini par (50,8) vaut P = 1 — 2À2. Dans le cas donné (4 = 0), pour 
caractériser le degré de polarisation de la lumière, on utilise aussi fréquemment 
le coefficient de dépolarisation, lequel est défini comme le rapport 42/1. 
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Soit p l’angle entre l’axe Z (l'axe des y) et n°; alors, 
nn) = (cos p, sinp)}, n(2=(—sin y, cos p). 


Introduisant la quantité Z—À,—À, (soit M>) mettons les com- 
posantes du tenseur (50,10) sous la forme suivante : 


1 gs l'sin 2 ) 


Sas=z lsin2®  1—Zcos 2p 


(50,11) 
Ainsi donc, lorsque le choix des axes y, z est arbitraire, les proprié- 
tées polarisatoires de l'onde peuvent être caractérisées par les trois 
paramètres réels suivants: le degré de polarisation circulaire À, le 
degré de polarisation linéaire maximum /, l'angle q entre la direc- 
tion n® de la polarisation maximum et l’axe des y. 

On a parfois avantage à se servir de trois autres paramètres: 


E;=lsin2p, E—A4, E:=/cos2p (50,12) 


(paramètres de Stokes). Le tenseur de polarisation s'écrit avec ces 
paramètres : 


: 4 1+HEs Ei—ibe 
(ir 1e) 


Tous les trois paramètres ont leurs valeurs comprises entre —1 et 
+1. Le paramètre E,; caractérise la polarisation linéaire suivant 
les axes des y et z: à E, — 1 correspond la polarisation linéaire 
totale suivant l'axe des y et à E, — — 1, suivant l’axe des :. Le 
paramètre £,, lui, caractérise la polarisation linéaire dans des direc- 
tions formant 45° avec l’axe des y: à E, — 1 correspond la polarisa- 


(50,13) 


tion totale sous l'angle @ = x/4 et à E, — — 1 sous l'angle q — 
_ D dote du tenseur (50,13) vaut : 
lpas|= (EEE). (50,14) 
Rapprochant de (50,8), on voit que 
P=VEÈ+E+E (50.15) 


Ainsi donc, on peut avoir pour un degré général de polarisation P 
trois différents types de polarisation, lesquels sont caractérisés 


1 Pour une onde à polarisation elliptique totale, d’axes de l’ellipse b, et b: 
(cf. $ 48), les paramètres de Stokes sont égaux à: 


&1=0, Er + 2bbe, Es=bi—bi. 


Alors l’axe des y est dirigé suivant b,, et les deux signes de E: correspondent 
à b: dirigé dans le sens positif ou dans le sens négatif de l’axe des z. 
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par les valeurs des trois quantités E,, E,, E;, dont la somme des 
carrés est donnée; ces quantités forment en quelque sorte un vec- 
teur de longueur donnée. 


Notons que les quantités E, — À et V Eï + E = L sont inva- 
riantes par Lorentz. Cette circonstance est largement évidente déjà 
de la signification de ces quantités en tant que degrés de polarisa- 
tion circulaire et linéaire !. 


s 


Problèmes 


4. Décomposer une lumière arbitraire partiellement polarisée en parties 
« naturelle » et « polarisée ». 

Solution. Une telle décomposition signifie qu’on met le tenseur 
Jap sous la forme: 


{ 
Jas= 7 808 + ERREUR". 


Le premier terme correspond à la partie naturelle et le second à la partie pola- 
risée de la lumière. Pour déterminer les intensités de ces parties, notons que 
le déterminant 


1 
Jat—7 J%6ap|=1 EURE" 1=0. 


Mean Jañ—JPas sous la forme (50,13) et résolvant cette équation, on 
obtient : 


Ja = J (1—P). 


L'intensité de la partie polarisée JP) — | Est) [= J — J(n — JP. 
La partie polarisée de la lumière est, en général, une onde à polarisation 
elliptique, et les directions des axes de l'ellipse coïncident avec les axes princi- 
aux de S.g- Les grandeurs b, et b- des axes de l’ellipse et l'angle @ formé par 
, avec l'axe des y sont déterminés par les égalités 


! bt+b— JP, Jhiba=Jte, tg 2p= +. 
° 3 

2. Représenter une onde arbitraire partiellement polarisée par la super- 
position de deux ondes incohérentes elliptiquement polarisées. 
‘Solution. Pour le tenseur hermitique Pas» les « axes principaux » 
sont déterminés par deux vecteurs unités complexes n (nn* = 1) satisfaisant 


1 Pour la démontrer directement, notons que, le champ de l'onde étant 
transversal dans n'importe quel référentiel. il est a priori évident que le ten- 
seur p,g reste à deux dimensions dans le nouveau référentiel. Alors la transforma- 
tion faisant passer de p,g à pas conserve la somme des carrés des modules 
?e8 pag (en effet, la forme de la transformation est indépendante des propriétés 
polarisatoires concrètes de la lumière, et pour une onde complètement Solarinée 
cette somme est égale à 1 quel que soit le référentiel). Cette transformation 
étant réelle, les parties réelle et imaginaire du tenseur p,g (50,9) se transforment 
indépendamment, d'où l’invariance des sommes des carrés des composantes de 
chacune d'elles, ces sommes s'exprimant respectivement au moyen de let A. 
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aux équations 
Papns = Ange (1) 
Les valeurs principales À, et À, sont données par les racines de l'équation 
1Pa8 — À6a8 | = 0. 
Multipliant l'équation (1) par r*, on obtient : 


; du —= 
À = Papnans = 7 | Eoaña [?, 


d'où l’on voit que À1, À2 ont leurs valeurs réelles et positives. Multipliant 
les équations 


pan =hn( D ogpn$D = ans 


respectivement par n{2)* et n(1), retranchant membre à membre et utili- 
sant l’hermiticité de Pas, on obtient : 


(Gi — he) nDnEe 0. 


{l en résulte que ntn(2*—0, c'est-à-dire que n( et n(2 sont orthogonaux. 
La décomposition cherchée de l'onde est donnée par la formule 


Pas = Annee + Anne. 


On peut toujours choisir l'amplitude complexe de sorte que des deux com- 
posantes orthogonales l'une soit réelle et l’autre imaginaire (cf. $ 48). Posant 
mb, RP = ide 
(b1 et ba étant maintenant supposés normés par la condition b?<+b5—1), on 

obtient alors de l'équation nthn(®#—0: 
ne ib,, nf= b4. 


D'où l’on voit que les ellipses des deux oscillations elliptiquement polarisées 
sont semblables (même rapport d'axes), et l’un d’eux est tourné par rapport 
à l’autre d’un angle droit. 

3. Trouver la loi de transformation des paramètres de Stokes dans une 
rotation des axes y, z d’un angle q. 

Solution. La loi cherchée est donnée par le lien entre les paramètres 
de be et les composantes du tenseur bidimensionnel dans le plan y: par 
es formules 


Gi=bscos2p—Essin2p, Ei=bsin2pEscos2p, EE. 


$ 51. Décomposition du champ électrostatique 


Le champ créé par des charges peut être aussi décomposé for- 
mellement en ondes planes (en intégrale de Fourier). Cependant, 
cette décomposition se distingue foncièrement de la décomposition 
des ondes électromagnétiques dans le vide. En effet, le champ de 
charges ne vérifie pas l'équation homogène des ondes et, par con- 
séquent, chaque terme du développement ne vérifie pas non plus 
cette équation. Il en résulte que pour des ondes planes, représentant 
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une décomposition du champ de charges, on n’a pas la relation 
k° = w°/c?, qui a lieu pour des ondes électromagnétiques monochro- 
matiques planes. 

Notamment, si l’on représente formellement le champ électro- 
statique sous forme de superposition d'ondes planes, alors la « fré- 
quence » de ces ondes sera nulle, étant donné que le champ considéré 
ne dépend pas du temps; en ce qui concerne les vecteurs d'onde, ils 
ne sont évidemment pas nuls. 

Considérons le champ créé par une charge ponctuelle e se trou- 
vant à l’origine des coordonnées. Le potentiel @ de ce champ est 
déterminé par l'équation (cf. $ 36) 


Ag = — 4neû (r). (51,1) 


Développons œç en intégrale spatiale de Fourier, c'est-à-dire 
représentons-le par 


+o 

= Î kr _ , dk= dk, dk, dk. (51,2) 

On a alors qu= p(r)e-tkr dV. Appliquant l'opérateur de Laplace 
aux deux membres de (51,2), nous obtenons : 


+00 
e dk 
Ap = — | keikrps (2n)s ’ 


de sorte que la composante de Fourier de l'expression Ag est 
(Aphx = —ktqu. 


Fa ailleurs, on peut trouver (A@)x, en prenant la composante de 
purier des deux membres de l'équation (51,1) : 


(Aphe = — | 4e (r) e-ttr V = — ne. 


, 


La comparaison des deux expressions obtenues donne : 
â&ne L 
Pk 55 - (51,3) 


Cette formule résout le problème posé. 
De façon analogue au potentiel , on peut développer aussi le 
champ 


(2n)3 


+ 
E— Î Se RCELER (51,4) 
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Eu égard à (51,2) nous avons: 


+o 
: dSk : ; dk 
E— —grad [ preikr CS = — | kr 3 


Comparant avec (51,4), on trouve: 


Es, = — ikqx = — À . 


(51,5) 


Ce qui montre que le champ d’ondes en lequel on a décomposé le 
champ coulombien est dirigé selon le vecteur d'onde. Ces ondes 
peuvent donc être appelées ondes longitudinales. 


$ 52. Oscillations propres du champ 


Considérons un champ électromagnétique libre (sans charges) 
localisé dans un certain volume de l’espace. Pour simplifier les 
calculs qui vont suivre, nous supposerons que ce volume est délimité 
par un parallélépipède dont les arêtes sont respectivement égales 
à À, B, C. Dans ces conditions, on peut développer toutes les quan- 
tités caractérisant le champ dans ce parallélépipède en série triple 
de Fourier (selon les trois coordonnées). Nous écrirons cette décom- 
position (pour le potentiel vecteur, par exemple) sous la forme: 


A= 2 (axeikr + aje-tur), (52,1) 


qui exprime explicitement la réalité de A. La sommation est 
étendue ici à toutes les valeurs possibles de k, dont les composan- 
tes prennent, comme on sait, les valeurs 


2e , k, = , k; = Pe , (52,2) 
OÙ Aix» Ry» n: sont des entiers positifs et négatifs. De l'équation 
div A—0 il découle que, pour chaque k: 


kax = 0, (52,3) 


c'est-à-dire que les vecteurs complexes ak sont orthogonaux aux 
vecteurs d’onde correspondants k. Les vecteurs as sont, bien entendu, 
fonctions du temps; ils vérifient les équations 


äx + char = 0. (52,4) 
Si les dimensions À, B, C du volume choisi sont suffisamment 


grandes, alors les valeurs adjacentes de k,, k,, k, (dont n,, n,, n, 
diffèrent d’une unité) sont très voisines. On peut parler alors du 


2rn,, 
B 


ke= 
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nombre de valeurs possibles de k,, k,, k, dans de petits intervalles 
ÂAk,, Aky, Ak. 

Etant donné que des valeurs voisines, disons de k,, correspondent 
à des valeurs de n. différant d’une unité, le nombre An, de valeurs 
possibles de 4, dans l'intervalle Ak, est égal tout simplement à l’in- 
tervalle des valeurs de r.,. On trouve donc: 


Ane= Ale Any=Aky An Aks. 


Le nombre total An de valeurs possibles du vecteur k de composantes 
dans les intervalles Ak,, Ak,, Ak, est égal au produit An,An,An., 
soit 

L4 


An = (2x)3 


Ak,Ak A, (52,5) 


où V — ABC est le volume du champ. 

Il est facile de déterminer à partir de là le nombre de valeurs 
possibles du vecteur d’onde de valeur absolue dans l’intervalle 
Ak et de direction dans l'élément d'angle solide Ao. Il suffit à cet 
effet de passer en coordonnées sphériques dans l’« espace k », et 
d'écrire au lieu de Ak,Ak,Ak, l'élément de volume dans ces coor- 
données. Ainsi, 

14 
(x)s 


An = k?AkAo. (52,6) 
Enfin, le nombre total de valeurs du vecteur d'onde de valeurs 
absolues 4 dans l'intervalle Ak et pour toutes les directions est égal 
à (nous écrirons 41 au lieu de Ao) 


L'ART s 
An=-k A. (52,7) 


En tant que fonctions du temps, les vecteurs a, se réduisent 
à dés fonctions périodiques simples de fréquence w, = ck [cf. équa- 
tion (52,4)]. Ecrivons la décomposition du champ sous une forme 
telle qu’elle représente une décomposition en des ondes courantes 
planes. A cet effet, nous supposerons que les a, dépendent du temps 


par l'intermédiaire du facteur ext: 
ae tt o=ck. (52,8) 


Alors, chaque terme de la somme (52,1) sera fonction de la seule 
différence kr — wyt, ce qui correspond à une onde se propageant 
dans la direction du vecteur k. 

Calculons l'énergie totale 


eg | (E°+H)4v 
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du champ considéré dans le volume Ÿ, en l’exprimant en fonction 
des quantités ak. Nous avons pour le champ électrique : 


14 : 1 Res d : 
E — = À = —— D (aneikr + age—ixr), 
k 


ou compte tenu de (52,8): 
E= i ©} k (auelkr — aÿe-inr), (52,9) 
k 


On trouve pour le champ magnétique H— rot A: 
H=iŸ(k x axetkr—k x aje—ikr). (52,10) 
k 


Lors du calcul des carrés de ces sommes, il faut avoir en vue que 
tous les produits de termes pour lesquels les vecteurs d'onde k Æk” 
donnent zéro quand on intègre dans tout le volume. En effet, ces 
termes contiennent des facteurs de la forme etiar, q — k + k’ et, 
par exemple, l'intégrale 
À, °x 

e 4 "dx 
n 


avec n. entier différent de zéro est nulle. Pour la même raison s’annu- 
lent aussi les produits contenant les facteurs e+2ikr, Quant aux termes 
dont les facteurs exponentiels disparaissent, l'intégration selon dV 
donne tout simplement le volume Y. 

On trouve en définitive: 


g— D {ktarai + (k X ax) (k x at)}. 
k 


Mais, puisque aik — 0, 
(k X ax) (k X aë) = k’axar, 
et nous avons en définitive : 


8= Ÿ Er Ex = 


k 


us Arai. (52,11) 


De sorte que l'énergie totale du champ s'exprime sous forme de 
somme des énergies êx, liées avec chacune des ondes planes prises 
séparément. 
On peut calculer d’une manière analogue l'impulsion totale du 
champ: 
ne Î Sd = 


C= 


1 
AT 


[ ExXHa. 
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et on obtient : 
€ £ 
D us (52,12) 
k 

Ce résultat était à prévoir, étant donnée la relation existant 
entre l'énergie et l'impulsion des ondes planes (cf. $ 47). 

La décomposition (52,1) permet de décrire le champ au moyen 
d'un ensemble discret de variables (les vecteurs a), au lieu d’une 
description par un ensemble continu de variables, qui est en fait 
celle par le potentiel A (x, y, z, t) donné en chaque point de l’espace. 
Nous allons faire maintenant une transformation des variables 
a, permettant de conférer aux équations du champ une forme ana- 
logue aux’équations canoniques de la mécanique (équations d'Hamil- 
ton). 

Introduisons les « variables canoniques » réelles Q. et P4 con- 
formément aux relations 


Q=V 7 (@x+ai), (62,13) 


Pr = — ion V = (au — a) = Qu. 


La fonction d'Hamilton du champ s'obtient en substituant ces 
expressions dans l'énergie (52,11) 


= D Ex D + (PR + oiQ). (52,14) 
k k 


Alors les équations d'Hamilton 0%/0P4 — % coïncident avec les 


égalités PL = dk, qui sont donc effectivement une conséquence des 
équations du mouvement [on y est arrivé par un choix approprié 
-dü coefficient dans la transformation (52,13)]. Les équations 


0SL10Qx = — P,, elles, conduisent aux équations 
Qe+oiQ = 0, (52,15) 


c’est-à-dire sont identiques aux équations du champ. 

Chacun des vecteurs Qi et P, est perpendiculaire au vecteur 
d'onde k, c’est-à-dire a deux composantes indépendantes. La direc- 
tion de ces vecteurs détermine la direction de la polarisation de 
l'onde courante correspondante. Désignant les deux composantes 
du vecteur Q (dans le plan perpendiculaire à k) par Q;, j = 1, 2, 
nous obtenons Qÿ = D Qi: et d’une manière analogue pour Pi. 

J 
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Alors, 
= D us Hui= + (Pis+ OhQs). (52,16) 


Ki 

On voit que la fonction d'Hamilton se décompose en la somme 
de termes indépendants, chacun d’entre eux contenant un seul couple 
de quantités Qr;, Px;. Chacun de ces termes correspond à une onde 
courante avec un vecteur d’onde et une polarisation, déterminés. 
En outre, 4x; a la forme de la fonction d'Hamilton d’un « oscilla- 
teur » linéaire accomplissant des oscillations harmoniques simples. 
C'est pourquoi on considère parfois la décomposition obtenue comme 
la décomposition du champ en oscillateurs. 

Ecrivons les formules exprimant explicitement le champ en 
fonction des variables Px, Qu. Il vient de (52,13): 


a+ y = Pix ivxQu), ak — + À (Pa + iQ). (52,17) 


Substituant ces expressions dans (52,1), on trouve le potentiel 
vecteur du champ: 


A= VE 5 À (chQu cos kr— Pi sin kr). (52,18) 


Pour les champs dique et magnétique on a respectivement : 


E= — + 2 (ckQ sin kr + P, cos kr), 


(52,19) 
sy 3+ Lckk x Qu sin kr+k X Pi cos kr]. 


CHAPITRE VIl 


PROPAGATION DE LA LUMIÊRE 


$ 53. Optique géométrique 


Une onde plane se distingue par cette propriété que la direction 
de sa propagation et son amplitude sont partout identiques. Des 
ondes électromagnétiques arbitraires ne jouissent pas, bien entendu, 
de cette propriété. 

Néanmoins, souvent des ondes électromagnétiques non planes 
sont telles qu’on peut les considérer comme planes dans toute petite 
région de l’espace. A cet effet, il faut évidemment que l'amplitude 
et la direction de l’onde ne varient presque pas sur une distance de 
l'ordre de la longueur d'onde. 

Cette condition étant satisfaite, on pourra introduire les sur- 
faces d'onde en tous les points desquelles la phase de l'onde (à l’ins- 
tant donné) est la même (les surfaces d’onde d’une onde plane sont 
évidemment des plans perpendiculaires à la direction de la propa- 
gation). Dans toute petite région de l'espace, on pourra parler de la 
direction de la propagation de l'onde, normale à la surface d'onde. 
On peut encore introduire la notion de rayons, lignes dont les tan- 
pes en chaque point coïncident avec la direction de la propagation 
de l'onde. 

‘L'étude des lois de la propagation des ondes dans ce cas constitue 
l’objet de l'optique géométrique. Par conséquent, l’optique géomé- 
tfriue interprète la propagation des ondes électromagnétiques, de la 
lumière en particulier, comme la propagation de rayons, faisant 
totalement abstraction de leur nature ondulatoire. En d’autres 
termes, l'optique géométrique correspond au cas limite où les lon- 
gueurs d'onde sont petites, À —+ 0. 

Etablissons à présent l'équation fondamentale de l'optique 
géométrique, équation déterminant la direction des rayons. Soit 
f une grandeur arbitraire décrivant le champ d’une onde (n'importe 
laquelle des composantes de E ou H). Pour une onde monochromati- 
que plane f s'écrit: 

f = aeitur-at+a) = a exp [à (—kixt +0)] (53,1) 
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(nous omettons le signe Re; il est sous-entendu que nous avons 
partout la partie réelle). 
Ecrivons l'expression du champ sous la forme : 


[= ait. (53,2) 


Dans le cas où l’onde n'est pas plane, mais l’optique géométrique 
est applicable, l'amplitude a est, en général, une fonction des coor- 
données et du temps, et la phase +, qui s'appelle aussi eikonale, n’a 
pas une forme simple, comme dans (53,1). Il est essentiel, cependant, 
que l’eikonale y soit une quantité grande. On le voit déjà du fait 
qu’elle varie de 2x dans l'intervalle d’une longueur d’onde, l’optique 
géométrique correspondant à la limite À —+ 0. 

Dans de petites régions de l’espace et pour des intervalles de 
temps petits on peut développer l’eikonale 1 en série ; aux termes 
du second ordre près, on a: 


D=bot+r + 


(l'origine des coordonnées et l’origine des temps sont choisies dans 
la région de l’espace et l'intervalle de temps considérés ; les valeurs 
des dérivées sont prises à l’origine des coordonnées). Comparant 
cette expression avec (53,1), nous avons: 


Leo ERA 

k=— =gradÿ, @=——", (53,3) 
étant donné que dans toute petite région de l’espace (et dans des 
intervalles de temps petits) l’onde peut être considérée comme plane. 
Avec le formalisme quadridimensionnel les relations (53,3) s’écri- 
vent: 


his. (53,4) 


où k, est le quadrivecteur d'onde. | 

Nous avons vu au $ 48 que les composantes du 4-vecteur k‘ sont 
liées par la relation k;kt — 0. Substituant dans cette égalité (53,4), 
il vient 


282 0. (53,5) 


C'est l'équation d'eikonale, fondamentale en optique géométrique. 
On peut aussi établir l'équation d'eikonale en passant directe- 
ment à la limite À —+ O0 dans l'équation des ondes. Le champ f véri- 
fie l'équation des ondes 
o?f 
dx Ori 
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Substituant dans cette dernière ue nous avons : 


_ Pa ip 9; Ps ip ee O 0Y à 
ôz; di Fer ai Lee ôz; — OZi Oxi 10 (6900) 


Mais, comme il a été indiqué ci-dessus, l’eikonale y est une quantité 
grande ; on peut donc négliger les trois premiers termes en comparai- 
son du quatrième, et on est conduit de nouveau à |” équation (53,5). 

Indiquons encore quelques relations qui, il est vrai, appliquées 
à la propagation de la lumière dans le vide, conduisent à des résultats 
évidents a priori. Il est essentiel, cependant, que dans leur forme 
générale ces conclusions soient aussi applicables à la propagation 
de la lumière dans des milieux matériels. 

De la forme de l’équation d'’eikonale on déduit une analogie 
remarquable entre l’optique géométrique et la mécanique des par- 
ticules matérielles. Le mouvement d’une particule matérielle est 
déterminé par l'équation d’'Hamilton-Jacobi (16, 11). Cette équation, 
tout comme l'équation d’eikonale, est une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre du second degré. On sait que l'action S 
est liée à l’impulsion p et à la fonction d'Hamilton &£ de la particule 
par les relations 


Comparant ces formules avec les formules (53,3), on voit que le 
vecteur d onde joue en optique géométrique le même rôle que l’im- 
pulsion d’une particule en mécanique, et la fréquence, le rôle de la 
fonction d'Hamilton, c’est-à-dire de l'énergie de la particule. La 
valeur absolue 4 du vecteur d’onde est liée à la fréquence par la for- 
mule Æ — w/c. Cette relation est analogue à la relation p = &/c 
entre l'impulsion et l'énergie d’une particule de masse nulle lancée 
à la vitesse de la lumière. 

*Pour une particule, on a les équations d'Hamilton 

:. oc *: _ 0 

se Dre Vers 
En vertu de l’analogie indiquée nous pouvons écrire directement 
une équation semblable pour les rayons 


F 00 É do 
k— — Gr ? ISSE à (53,7) 


Dans le vide w = ck, de sorte que k = 0, v = cn (n est le vecteur 
unité dans la direction de la propagation), c’est-à-dire, comme il 
était à prévoir, dans le vide les rayons sont des droites, que la lumière 
décrit avec la vitesse c. 
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L’analogie entre le vecteur d’onde et l'impulsion d’une particule 
s'exprime d'une manière particulièrement frappante dans la cir- 
constance suivante. Considérons une onde qui soit la superposition 
d'ondes monochromatiques de fréquences comprises dans un petit 
intervalle et qui remplisse une région finie de l’espace (ce qu'on 
appelle un paquet d'ondes). Calculons le quadrivecteur impulsion 
du champ de cette onde, en utilisant la formule (32,6), dans laquelle 
le tenseur d’énergie-impulsion est donné par (48,15) (pour chaque 
composante monochromatique). Remplaçant dans cette formule 


k' par une certaine valeur moyenne, on obtient une expression de 
la forme 


Pi= Akt, (53,8) 


où le coefficient de proportionnalité À entre les deux quadrivec- 


teurs Pi et ki est un certain scalaire. Cette relation s'écrit sous 
forme tridimensionnelle : 


P—Ak, 8— 40. (53,9) 


Ainsi. on voit que l'impulsion et l'énergie d’un paquet d'ondes se 
transforment, lorsqu'on passe d’un système de référence à un autre, 
respectivement comme le vecteur d’onde et la fréquence. 
Continuant de la même manière, on peut établir pour l'optique 
géométrique un principe analogue au principe de moindre action en 
mécanique. Néanmoins, on ne pourra pas l'écrire sous forme hamil- 


tonienne, Ô | L dt = 0, car il est impossible d'introduire pour les 


rayons une fonction analogue à la fonction de Lagrange pour des 
particules. En effet, la fonction de Lagrange L d’une LE est 


liée à la fonction d'Hamilton &£ par la relation L — p< — — . 


Remplaçant la fonction d'Hamilton par la fréquence w et l'impul- 
sion par le vecteur d'onde =. nous devrions écrire pour la fonction 


de Lagrange en optique k © T— ©. Mais cette expression est nulle, 


puisque w — ck. L'impossibilité d'une fonction de Lagrange pour 
les rayons apparaît, du reste, directement de la circonstance men- 
tionnée ci-dessus, d’après laquelle la propagation des rayons est 
analogue au mouvement de particules de masse nulle. 

Si l'onde possède une fréquence déterminée constante w, alors 
la dépendance entre son champ et le temps est déterminée par un 


facteur de la forme e-i”’. On peut donc écrire pour l’eikonale d'une 
telle onde 


Ÿ= —0{ + (x, Ys z), (53,10) 


12—249 
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où 1 est une fonction des seules coordonnées. L'équation d’eiko- 
nale (53.5) prend maintenant la forme 


2 
(grad 4) = + . (53,11) 


Les surfaces d'onde sont des surfaces d’eikonale constante, c’est-à- 
dire une famille de surfaces de la forme 6 (x, y, =) — const. 
Les rayons sont normaux en chaque point à la surface d’onde cor- 
respondante; leur direction est déterminée par le gradient Vic. 

On sait que, dans le cas où l’énergie est constante, le principe de 
moindre action pour une particulé peut être aussi exprimé sous forme 
de principe de Maupertuis: 


65=6 | pai=0, 


où l'intégrale est étendue à la trajectoire de la particule entre deux 
de ses positions. On suppose aussi que l’impulsion est exprimée en 
fonction de l'énergie et des différentielles des coordonnées de la par- 
ticule. Le principe analogue pour les rayons est appelé principe de 
Fermat. Dans ce cas, on peut écrire par analogie: 


&p=— 6 f k dl — 0. (53.12) 


Dans le vide k :+n. et nous obtenons (n dl — di): 
ô ( di 0, (53.13) 


qui correspond à la propagation rectiligne des rayons. 


$ 54. Intensité 


Ainsi, en optique géométrique une onde lumineuse peut être 
considérée comme un faisceau de rayons. Cependant, les rayons ne 
déterminent d'eux-mêmes que la direction de la propagation de la 
lumière en chaque point; reste. la question de la distribution de 
l'intensité de la lumière dans l’espace. 

Considérons sur une surface d'onde quelconque du faisceau un 
élément infiniment petit. On sait de la géométrie infinitésimale que 
toute surface a, en général, en chacun de ses points deux rayons de 
courbure principaux distincts. Soient ac et bd (fig. 7) les éléments 
des cercles de courbure principaux menés sur l'élément considéré 
de la surface d’onde. Alors, les rayons passant par les points a et « 
concourent au centre de courbure correspondant O;, et les rayons 
passant par b et d à l’autre centre de courbure O.. 

Pour des ouvertures données des angles des rayons issus de 0, 
et O.. les longueurs des segments ac et bd sont proportionnelles aux 
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rayons de courbure correspondants R;, et AR, (c'est-à-dire aux lon- 
gueurs 0,0 et 0:0) ; l’aire de l’élément de surface est proportionnelle 
au produit des longueurs ac et bd, c’est-à-dire au produit R;R.. 
En d’autres termes, si l’on considère un élément de surface d’onde 


Fig. 7 


délimité par une série déterminée de rayons, l’aire de cet élément 
varie proportionnellement à R,R, lorsqu'on se déplace suivant ces 
rayons. 

Par ailleurs, l'intensité, à savoir la densité du flux d’énergie. 
est inversement proportionnelle à l’aire de la surface traversée par la 
quantité donnée d’énergie lumineuse. Par conséquent, nous en 
venons à la conclusion que 

const 
Re . (54.1) 

Cette formule doit être comprise comme suit. Il existe sur chaque 
rayon (AB sur la fig. 7) deux points déterminés O, et O, qui sont 
les centres de courbure de toutes les surfaces d'onde coupant un 
rayon donné. Les distances O0, et 00, du point © d'intersection 
de la surface d’onde’avec le rayon aux points O, et O, sont les rayons 
de courbure R;et R, de la surface d'onde au point ©. De sorte que 
la formule (54,1) définit la variation de l'intensité de la lumière le 
long d’un rayon donné en fonction des distances à des points déter- 
minés sur ce rayon. Soulignons que cette formule ne convient pas 
à la comparaison d’intensités en divers points d’une seule et même 
surface d’onde. 

Etant donné que l’intensité est déterminée par le carré du module 
du champ, on peut écrire pour la variation du champ lui-même le 
long d’un rayon: 


Le CONSE PR (54,2) 


où dans le facteur de phase eï*F on entendra par R aussi bien’ R, 
que R.; les quantités eï*"1 et eïkR: diffèrent l’une de l’autre seule- 
ment d’un facteur constant (pour un rayon donné), étant donné que 
la différence R; — R., qui est la distance entre les deux centres de 
courbure, est constante. 


12° 
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Si les deux rayons de courbure de la surface d’onde coïncident, 

alors les expressions (54,1) et (54,2) s’écrivent : 

pe= ES J f= Les et. (54,3) 
Ceci a lieu, notamment, dans tous les cas où la lumière est émise 
par une source ponctuelle (les surfaces d’onde sont alors des sphères 
concentriques, et À est la distance à la source). 

Il découle’de (54,1) que l'intensité devient infinie aux points 
R; = 0, R, — 0, c'est-à-dire aux centres de courbure des surfaces 
d'onde. Appliquant ceci à tous les rayons du faisceau, on trouve 
que l'intensité de la lumière dans le faisceau donné devient, en 
général, infinie sur]deux surfaces: le lieu géométrique des centres 
de courbure de la surface d’onde. Ces surfaces sont dites caustiques. 
Dans le cas particulier d'un faisceau de rayons de surfaces d'onde 
sphériques les deux caustiques se réduisent à un point (le foyer). 

Remarquons que, en vertu des propriétés du lieu des centres de 
courbure d'une famille de surfaces, propriétés bien connues en géo- 
métrie infinitésimale, les rayons enveloppent la caustique. 

Il importe de noter que (pour des surfaces d’onde convexes) les 
centres de courbure des surfaces d'onde peuvent se trouver non pas 
sur les rayons mêmes, mais sur leur prolongement au-delà du système 
optique d’où ils sont issus. On parle alors de caustiques (ou de foyers) 
virtuelles. Dans ce cas l'intensité de la lumière ne devient infinie 
nulle part. 

Pour ce qui est de l'affirmation : « l’intensité de la lumière devient 
infinie », en fait, il est bien entendu que, quoique très grande aux 
points de la caustique, l’intensité reste finie (cf. problème du $ 59). 
La discontinuité infinie formelle signifie que l'approximation de 
l'optique géométrique est inadéquate, en tout cas, au voisinage de la 
caustique. Le fait que la variation de la phase le long d'un rayon 
puisse être définie par la formule (54,2) seulement dans des inter- 
valles ne contenant pas de points de contact avec la caustique est 
aussi dû à cette circonstance. Il sera montré plus bas ($ 59) qu’en 
fait, la phase diminue de x/2 quand on passe à proximité de la 
caustique. Cela signifie que si dans l'intervalle de rayon avant le 
point de contact avec la première caustique le champ était 
proportionnel au facteur e"* (x étant la coordonnée sur le rayon), 
après son passage au voisinage de la caustique, le champ devient 
proportionnel au facteur eït**-:2), La même chose a lieu au voisinage 
du point de contact avec la seconde caustique, au-delà duquel le 
champ est proportionnel à eit*x-#) 1, 

1 Bien que la formule (54,2) ne soit pas valable au voisinage de la caustique, 
la variation de phase du champ mentionnée correspond au changement de 
signe (c’est-à-dire à l'apparition du facteur eit) de R,; ou de R2 dans cette for- 
mule. 
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$ 55. Eiïkonale angulaire 


Un rayon de lumière se propageant dans le vide a, après avoir 
traversé un corps matériel transparent quelconque, une direction 
généralement différente de la direction primitive. Ce changement 
de direction dépend, bien entendu, des propriétés concrètes du 
corps et de sa forme. Cependant, il apparaît possible d'établir cer- 
taines lois générales relatives au changement de la direction des 
rayons lumineux lors de leur passage dans des corps matériels quel- 
conques. On suppose seulement alors que l'optique géométrique 
est applicable aux rayons se propageant dans le corps considéré. 
Nous appellerons de tels corps transparents traversés par des rayons 
lumineux des systèmes optiques. 

En vertu de l’analogie indiquée au $ 53 entre la propagation 
des rayons et le mouvement d’une particule, ces mêmes lois géné- 
rales restent aussi en vigueur pour le changement de la direction 
de particules se mouvant d’abord en ligne droite dans le vide, puis 
traversant un champ électromagnétique quelconque et émergeant 
de nouveau dans le vide. Néanmoins, pour fixer les idées, nous 
parlerons par la suite de la propagation de rayons lumineux. 

Nous avons vu que l'équation d’eikonale, déterminant la pro- 
pagation des rayons, peut être écrite (pour une lumière de fré- 
quence déterminée) sous la forme (53,11). Ci-dessous nous désigne- 
rons, pour la commodité, par 4 l’eikonale 1, divisée par la quantité 
constante w/c. L’équation fondamentale de l'optique géométrique 
prend alors la forme 


(Th) = 1. (55.1) 


Toute solution de cette équation décrit un faisceau déterminé 
de rayons, et la direction du rayon passant par un point donné de 
l'espace est donnée par le gradient de 1 en ce point. Toutefois, une 
telle description est insuffisante pour nos fins. puisque nous cher- 
chons des relations générales définissant le passage à travers des 
systèmes optiques non pas d'un faisceau de rayons déterminé, mais 
de rayons quelconques. Nous devons donc nous servir de l’eikonale 
sous une forme telle qu'elle décrive tous les rayons de lumière 
possibles, c’est-à-dire des rayons passant par n'importe quel couple 
de points de l’espace. Sous sa forme habituelle, l’eikonale + (r) est 
la phase d’un rayon d’un certain faisceau passant par le point r. 
Maintenant, nous devons trouver l’eikonale comme fonction Ÿ (r, r’) 
des coordonnées de deux points (r, r” sont les rayons vecteurs de 
l’origine et de l'extrémité du rayon). On peut faire passer un rayon 
par un couple quelconque de points r et r’, et 4 (r, r’) est la diffé- 
rence de phase (ou, comme on dit, le chemin optique) de ce rayon 
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entre les points ret r’. Par la suite, nous supposerons toujours que r 
et r” sont les rayons vecteurs de points sur un rayon avant et après 
son passage dans un système optique. 

Si dans w (r, r’) on suppose donné un des rayons vecteurs, soit r’, 
alors #, en tant que fonction de r, décrira un faisceau déterminé, 
le faisceau des rayons passant par le point r’. y vérifiera l'équation 
(55,1), où la dérivation est faite par rapport aux composantes de r. 
De même, considérant que r est donné, on trouve encore une équa- 
tion pour Ÿ (r, r’), de sorte que 

(Fab 1, (Pb 1. (55.2) 


La direction d’un rayon est déterminée par le gradient de sa 
phase. Etant donné que + (r, r’) est la différence de phase aux points r” 
et r, la direction du rayon au point r’ sera déterminée par le vecteur 


n’ = 0ÿ/ôr’, et au point r par le vecteur n — —06ÿ/ôr. Il résulte 
de (55,2) que les vecteurs n et n°’ sont unitaires: 
n=n'"— 1. (55,3) 


Les quatre vecteurs r, r’, n, n’ sont reliés entre eux par une 
certaine relation, étant donné que deux d’entre eux (n, n°) sont les 
dérivées par rapport aux deux autres (r, r’) d’une certaine fonc- 
tion 1. En ce qui concerne la fonction + elle-même, elle vérifie 
des conditions supplémentaires — les équations (55,2). 

Pour trouver les relations entre n, n’, r, r’, il est commode d'’in- 
troduire au lieu de 1 une autre quantité qui ne serait soumise 
à aucune condition supplémentaire (c’est-à-dire ne vérifiant aucune 
autre équation aux dérivées partielles). On peut le faire comme 
suit. Dans les variables indépendantes sont r et r’, de sorte que 
la différentielle dp Res 

, dh= % dr+ dr — —ndr+n'd 


e 


‘Appliquons maintenant la transformation de Legendre faisant 
passer des variables r et r’ aux nouvelles variables indépendantes n 
et n’ 

dp= —d(nr)+rdn+d(n’r)—r dn’, 


d'où, introduisant la fonction 
X=n'r"—nr—#, (55,4) 
nous obtenons : 
dj = —rdn+rdn’. (55,5) 


La fonction y est appelée eikonale angulaire ; comme le montre 
(55,5), les variables indépendantes sont net n’. La fonction x n'est 
plus assujettie à vérifier une condition supplémentaire. En effet, 
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les équations (55,3) expriment maintenant seulement des conditions 
relatives aux variables indépendantes, qui montrent que des trois 
composantes n,,n,,n-du vecteur n (et de même pour n’) seules deux 
sont indépendantes. Ci-dessous, nous prendrons comme variables 
indépendantes les composantes n,, n., n;, n°, de sorte que 


x = VT —Ny— he = 4 1—nf—n:. 
Substituant ces expressions dans 
dx = —xdn;—ydny—2dn.+x" dn;+ y" dn,, +3’ dn:. 


nous avons pour la différentielle dy: 
dy — (y z) dny—(:—#x) dn: + 
+(u—shat) ani + (22) dm 


On trouve en définitive les équations suivantes : 


RL 

Rx ôny Rx on: (55.6) 
— L 1 Ô% z'— re CNET 9% ’ 
HUE Ted) TT 


définissant la relation générale cherchée entre n, n°, r, r’. La fonc- 
tion % caractérise les propriétés concrètes des corps traversés par les 
rayons (ou encore les propriétés du champ dans le cas du mouvement 
de particules chargées). 

Lorsque n et n’ sont donnés, chacun des deux couples d'équations 
(55,6) représente une droite. Ces droites ne sont pas autre chose 
que les rayons avant et après le passage dans le système optique. 
De sorte que les équations (55,6) définissent directement la marche 
des rayons de part et d'autre du système. 


$ 56. Faisceaux fins de rayons 


Dans l'étude de faisceaux traversant des systèmes optiques, les 
faisceaux dont tous les rayons convergent en un point (faisceaux 
homocentriques) présentent un intérêt particulier. 

Après son passage dans un système optique, un faisceau homocen- 
trique de rayons cesse, en général, d'être tel, c'est-à-dire qu'après 
la traversée, les rayons ne convergent plus en un point. C est seule- 
ment dans des cas particuliers que des rayons issus d un point lumi- 
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neux convergent, après avoir traversé un système optique, en un 
point, l’image du point lumineux !. 

On peut montrer (cf. $ 57) que le seul cas où tous les faisceaux 
homocentriques restent rigoureusement homocentriques après pas- 
sage dans un système optique est le cas d'identité des images. Le 
système optique est alors tel qu’il donne pour tout objet une image 
identique en grandeur et en forme (en d’autres termes, l’image est 
déduite de l’objet par une translation, une rotation ou une symétrie 
plane). - 

Par conséquent, nul système optique ne peut donner une image 
absolument nette d’un objet (de dimensions finies), hormis le cas 
trivial de la représentation identique ?. Une représentation non 
identique d'objets étendus ne peut être qu'approchée, pas tout 
à fait nette. 

Le cas le plus important où des faisceaux homocentriques se 
transforment approximativement en faisceaux homocentriques est 
celui de faisceaux suffisamment fins (c’est-à-dire de faisceaux de 
faible ouverture d’angle), se propageant au voisinage d'une ligne 
déterminée (pour le système optique donné). Cette ligne est appelée 
axe optique du système. 

Il importe de noter que même les faisceaux de rayons infiniment 
fins (dans l’espace à trois dimensions) ne sont pas, en général, homo- 
centriques; nous avons vu (fig. 7) que dans ce cas aussi divers rayons 
se coupent en divers points (c’est le phénomène d'astigmatisme). 
Font exception les points de la surface d’onde où les deux rayons 
de courbure principaux sont égaux ; au voisinage d’un tel point un 
élément de surface peut être considéré comme sphérique, et le fais- 
ceau fin de rayons correspondant est homocentrique. 

Nous considérerons des systèmes optiques doués de symétrie 
axiale #. L’axe de symétrie d’un tel système est en même temps son 
axæ optique. En effet, la surface d'onde d’un faisceau paraxial 
possède aussi une symétrie axiale; mais les surfaces de révolution 
ont au point de leur intersection avec l'axe de symétrie deux rayons 
de courbure égaux. 11 en résulte qu’un faisceau fin se propageant 
dans cette direction reste homocentrique. 

Pour trouver les relations quantitatives générales déterminant 
les représentations au moyen de faisceaux fins traversant des systè- 


1 Le point d’intersection peut se trouver soit sur les rayons eux-mêmes. 
soit encore sur leur prolongement ; selon l’un ou l’autre de ces cas, l'image est 
dite réelle ou virtuelle. 

? Une telle représentation peut être obtenue au moyen de miroirs plans. 

3 On montre que le problème de la représentation par des faisceaux fins 
se propageant à proximité de l'axe d’un système non doué de symétrie axiale 
peut être ramené à la représentation par un système symétrique axial, avec 
rotation consécutive de l’image tout entière par rapport à l'objet. 
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mes optiques de symétrie axiale, servons-nous des équations (55.6). 
après avoir préalablement déterminé la forme de la fonction 4 dans 
le cas considéré. 

Etant donné que les faisceaux de rayons sont fins et paraxiaux. 
les vecteurs n et n° pour chaque faisceau sont dirigés presque paral- 
lèlement à l'axe. Si l’on considère que l’axe optique est r. alors 
les composantes n,, n., n,, n; sont petites par rapport à l'unité. 
Pour ce qui est des composantes n,, n;, on a nr; # 1, et n; sera 
à peu près égale à + 4 ou —1. Dans le premier cas. les rayons con- 
tinuent à se propager presque dans leur direction primitive, mais 
en passant de l’autre côté de l’axe du système optique, qu’on appelle 
alors une lentille. Dans le second cas, les rayons font presque volte- 
face ; un tel système est un miroir. 

Utilisant le fait que n,, r., n,, n: sont petits, développons 
l'eikonale angulaire x (n,, n., n},, n:) en série en nous limitant 
aux premiers termes. En vertu de la symétrie axiale du système tout 
entier, % doit être invariant par rapport aux rotations du système 
de coordonnées autour de l’axe optique. On voit qu'il ne peut y avoir 
de termes du premier ordre proportionnels aux termes du premier 
degré des composantes sur les axes y et z des vecteurs n et n°’ dans 
le développement de #%, ces termes ne possédant pas l'invariance 
requise. Parmi les termes du second ordre, les carrés n°, n'° et le pru- 
duit scalaire nn’ jouissent de la propriété d'invariance. De sorte 
que, aux termes du troisième ordre près, l’eikonale angulaire d'un 
système optique de symétrie axiale s'écrit : 


x = const + £ (ni, + ni) + f (nyns + neni) Le (nf ns), (56,1) 


où f, g, h sont des constantes. 

Pour fixer les idées, nous considérerons le cas d’une lentille, où 
on a nr; % 1; pour les miroirs, comme il sera montré ci-dessous. 
toutes les formules ont une forme analogue. Substituons mainte- 
nant l'expression (56,1) dans les équations générales (55,6). nous 
avons: 


ny(r—g)—fn,=y,  fny+n,(x'+h)=y", 
n(r—g)—fn=2 fn+ni(x'+h)=32". 


Considérons un faisceau homocentrique issu du point x. y, 5: 
soit x’, y’, :’ le point où convergent tous les rayons du faisceau 
après avoir traversé la lentille. Si le premier et le second couple 
d'équations (56,2) avaient été indépendants, ces quatre équations 
auraient défini, pour x, y, z, x’, y’, z’ donnés, un système déterminé 
de valeurs ny, n., ny, n:, C'est-à-dire que seul un des rayons issus 
du point x, y, z passerait par le point x’, y’, z’. Pour que tous les 
rayons issus de x, y, z passent par le point zx’, y’, z’, il faut, par 


(56.2) 
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conséquent, que les équations (56,2) ne soient pas indépendantes, 
c'est-à-dire qu’un couple de ces équations soit une conséquence de 
l’autre. La condition nécessaire pour qu'une telle dépendance ait 
lieu est, évidemment, que les coefficients de l'un des couples d’équa- 
tions soient proportionnels aux coefficients de l’autre couple. On 
doit donc avoir 


EE. f___u _3. 
“n particulier, à 
(8) ("+ h)= —fe. (56,4) 


Les équations obtenues définissent la relation cherchée entre 
les coordonnées du point image et celles du point objet lorsque la 
représentation est faite au moyen de faisceaux fins. 

Les points x — g, x’ — —h de l’axe optique sont appelés foyers 
principaux du système optique. Considérons des faisceaux de rayons 
paraxiaux. Le point émettant un tel faisceau se trouve, évidemment, 
à l'infini sur l'axe optique, c'est-à-dire que x = oo. On voit sur 
456.3) que, dans ce cas, x’ — —h. Ainsi, les rayons d’un faisceau 
paraxial traversant un système optique convergent au foyer prin- 
cipal. Inversement, un faisceau de rayons issus d’un foyer principal 
devient parallèle après avoir traversé le système optique. 

Dans les équations (56,3), les coordonnées z et x’ sont prises 
par rapport à une même origine sur l’axe optique. Toutefois, il est 
plus commode de prendre les coordonnées de l’objet et de l’image 
par rapport à des origines différentes, qui seront respectivement les 
foyers principaux. Choisissons pour sens positif des coordonnées 
le sens de propagation d'un rayon à partir du foyer donné. Désignant 
les nouvelles coordonnées de l’objet et de l’image par de grandes 
lettres, nous avons: 


? X=x—g, X'=z+h Y=y, Y'=y", Z=z L'=z. 


Les équations de la représentation (56,3) et (56,4) s'écrivent avec 
«&‘houvelles notations : 


XX'= ft, (56,5) 
y’ Z' f X' 


La quantité f est appelée distance focale principale du système. 

Le rapport Y’/ŸY est le grandissement transversal. En ce qui con- 
cerne le grandissement longitudinal, étant donné que les coordon- 
nées ne sont pas simplement proportionnelles, il faudra l'écrire 
sous forme différentielle, en comparant l'élément de longueur de 
l'objet (dans la direction de l'axe) avec l'élément de longueur de 
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l'image. (56,5) permet d'écrire pour le grandissement longitudinal 


dX° f° y’ \° : 
tek). (617) 

Ce qui prouve que même pour des objets infiniment petits il 
est impossible d'obtenir une image géométriquement semblable. 
Le grandissement longitudinal n’est jamais égal au grandissement 
transversal (exception faite du cas trivial de la représentation 


identique). 
Un faisceau issu du point X = f sur l’axe optique le recoupe de 
nouveau au point X’ — —f; ce sont les points principaux. Des 


équations (56,2) (n,X — fn, = Y, n.X — fn: = Z) on voit que 
dans ce cas (X = f, Y — Z = 0) ont lieu les égalités n, = n,, 
n, — n:. Ainsi, tout rayon issu d’un point principal recoupe l’axe 
optique en l’autre point principal parallèlement à la direction 
initiale. 

Si l'on définit les coordonnées de l’objet et de son image à partir 
des points principaux (et non point des foyers principaux), on a alors 
pour ces coordonnées E et E’ : 


EX +), E=X—f. 


Substituons-les dans (56,5); on obtient aisément l'équation de la 


représentation 
1 


1 1 » 
Et pe (56,8) 

On peut montrer que pour les systèmes optiques de faibles 
épaisseurs (par exemple, un miroir, une lentille mince) les deux 
points principaux coïncident presque. L’équation (56,8) est parti- 
“ulièrement commode dans ce cas, étant donné que E£ et E’ sont 
repérées pratiquement à partir d’un seul et même point. 

Lorsque la distance focale est positive, les images des objets 
se trouvant en avant (dans le sens du rayon) du foyer (X >> 0) sont 
droites (Y’/Y => 0); de tels systèmes optiques sont dits convergents. 
Si f << 0, alors pour X => 0 on a Y'/Y << 0, c’est-à-dire que l'image 
est renversée ; de tels systèmes sont dits divergents. 

Il existe un cas limite non contenu dans les formules (56,8) : 
&'est le cas où tous les trois coefficients f, g, k sont infinis (la distance 
focale du système est infinie et ses foyers principaux se trouvent 
à l'infini). Passant à la limite dans les équations (56,4) en faisant 
tendre f, g, k vers l'infini, nous avons: 

; h f—gh 

nr z+ : 
Puisque seul le cas où l’objet et l’image se trouvent à distances 
finies du système optique est digne d intérêt, f, g, k doivent tendre 
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vers l'infini de manière que les rapports h/g, (f° — gh)/g restent 
finis. Les désignant respectivement par a? et f, nous obtenons: 


z'= ax +f. 


Les équations (56,7) donnent maintenant pour les deux autres 
coordonnées : 


Enfin, rapportant encore une fois les coordonnées x et x’ à des 
origines différentes, respectivement à un point arbitraire sur l'axe 
objet et à l’image de ce point, on obtient en définitive les équations 
de la représentation sous la forme simple: Ê 


X'=caX, Y'—+aY, Z'—=+aZ. (56,4) 


Par conséquent, les grandissements longitudinaux et transversaux 
sont constants (mais inégaux). Le cas considéré est dit télescopique. 
Toutes les formules (56,5) à (56,9) établies pour les lentilles 
sont applicables dans la même mesure aux miroirs, et même à des 
systèmes optiques n’ayant pas de symétrie axiale, pourvu que la 
représentation soit réalisée par des faisceaux minces de rayons 
paraxiaux. En outre, les coordonnées x de l’objet et de l’image 
doivent être prises le long de l’axe optique à partir de points adé- 
quats (foyers principaux ou points principaux) dans le sens de la 
propagation du rayon. Il faut avoir en vue alors que pour les systè- 
mes optiques non doués de symétrie axiale les directions de l'axe 
optique avant et après le système ne sont pas confondues. 


! Problèmes 


° 1. Détcrminer la distance focale pour le cas de deux systèmes doués de 
symétrie axiale et dont les axes optiques sont confondus. 
Solution. Soient f, et f: les distances focales des deux systèmes. 
Gr pour chaque système séparément : 


Xiki= fi, XeXs= — fi. 


Etant donné que les images formées par le premier système sont des objets 
pour le second, désignant par { la distance entre le foyer principal arrière du 
premier système et le foyer avant du second, nous avons X2 = Xi — L; expri- 
mant X: au moyen de X;,, nous obtenons 


ou 
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ce qui montre que les foyers principaux du système composé se trouvent aux 
points Xi——fi;l, X:—f3/l, et la distance focale est 


___ fife 
RE : 
goss le choix du signe dans cette expression, il faut écrire l'équation correspon- 
ante pour le grandissement transversal). nn N 
Lorsque ! — 0, la distance focale est f — o, c’est-à-dire que le système 
composé forme une image télescopique. On a dans ce cas X: = Xi (f2/f1)°, 


5 


Zx=0 ze1 
Fig. 8 


que le paramètre & dans la formule générale (56,9) est égal à « — 
= fall. 

2. Déterminer la distance focale d’une « lentille magnétique » pour des 
particules chargées formant un champ magnétique longitudinal uniforme dans 
une région de longueur ! (fig. 8) !. 

Solution. Lorsqu'une particule se meut dans un champ magnétique 
son énergie cinétique se conserve; il en résulte que l'équation d’Hamilton- 
Jacobi pour l'action réduite S4 (r) (l’action totale est S — — &@t-+ So) s'écrit 


où 


Utilisant la formule (19,4) du potentiel vecteur d’un champ magnétique uni- 
forme, nous avons pour l'équation d'Hamilton-Jacobi, l'axe des x étant dirigé 
selon le champ et étant considéré comme l’axe d'un système optique doué de 
symétrie axiale: 


ES y É rè= pt, (a 


où r est la distance à l’axe des x, et S, une fonction de z et r. 

Pour des faisceaux fins paraxiaux de particules la coordonnée r étant peti- 
te, nous chercherons S, sous pes de série des puissances de r. Les deux premiers 
termes de cette série sont : 


So= pr + 0 (x) r?, (2) 
-Où G (zx) satisfait à l’équation 
po (2) +024 H2=0. (3) 


1 Par exemple, le champ dans un solénoïde long, en négligeant les alté- 
rations de l’uniformité du champ aux extrémités du solénoïde. 
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On a dans la région 7 devant la lentille : 
P 
z—r 


ot = 


où zx < 0 est une constante. Cette solution correspond à un faisceau libre de 
particules lancées en lignes droites à partir du point x = r, sur l'axe optique 
dans la région /. En effet, l’action pour le mouvement libre d'une particule 
d’impulsion p dirigée dans le sens opposé au point z = z, est 


pr° 


EPS SRE RS 


On a d'une manière analogue dans la région 2 au-delà de la lentille : 


ot = —P 


Z— 2 


où la constante z, représente la coordonnée de l’image du point z1. 

Dans la région 3 à l'intérieur de la lentille, l'équation (3) a pour 
solution : 

5 = AH (SZ ) 
ot 5e ctg Zcp z+C|, 

où C est une constante arbitraire. 

Les constantes C et z2 (x, étant donné) sont déterminées par les conditions 
de continuité de 6 (x) pour r=0et zx = l: 


_p__eH Ipl__eH eH 
7 z 2 sg l—ze  2c ctg ( 2cp 1+c). 


Eliminant la constante C de ces égalités, il vient : 
(1-8) +h)= —f, 


où ! 
2cp eHl 2cp 
ÉCen Poape EEE MR 
eH sin ep 


[4 
+ $ 57. Représentation par des faisceaux larges de rayons 


_La représentation d'objets au moyen de faisceaux fins de rayons. 
considérée au paragraphe précédent, est approchée ; elle est d'autant 
plus précise (nette) que les faisceaux sont plus fins. Passons main- 
tenant à la question de la représentation d'objets par des faisceaux 
de rayons d'épaisseur arbitraire. 

Contrairement à la représentation d'images par des faisceau\ 
fins, pouvant être réalisée au moyen de tout système optique doué 
de symétrie axiale, la représentation par des faisceaux épais n'est 
possible qu'au moyen de systèmes optiques adéquatement agencés. 


l'f a été pris avec le signe convenable, mais pour l’établir il faudrait une 
étude spéciale. 
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Même avec cette restriction, et comme il a été indiqué au $ 5ti. 
on ne pourra guère obtenir les images de tous les points de l’espace. 

Les raisonnements ultérieurs sont fondés sur l’importante remar- 
que suivante. Supposons que tous les rayons issus d’un point (” 
se récoupent en un point O’ après avoir traversé un système optique. 
Il est facile de voir que le chemin optique 4 est le même pour toux 
ces rayons. En effet, au voisinage de chacun des points O et O° les 
surfaces d’onde pour les rayons se coupant en ces points sont des 
sphères de centres en © et 0”, ces sphères se réduisant à la limite aux 
points O et O’. Or, les surfaces d'onde sont des surfaces de phase 
constante ; il s'ensuit que les variations de phase le long de divers 
rayons entre leurs points d’intersection avec deux surfaces d'onde 
déterminées sont identiques. Il résulte de ce qui vient d'être dit 
qu'il y a aussi égalité (pour divers rayons) des variations totales 
de la phase entre les points O et O'. 

Trouvons les conditions nécessaires pour la représentation d’un 
petit segment de droite au moyen d’un faisceau large; dans ces 
conditions l’image sera aussi un petit segment de droite. Orientons 
les axes (nous les appellerons Ë et E”) suivant ces segments et soient © 
et O” les origines, prises en deux points correspondants sur l'objet 
et l’image. Soit + le chemin optique pour des rayons issus de ( 
et convergeant en 0’. Pour des rayons issus d’un point infiniment 
voisin de © de coordonnée dé et convergeant au point image de 
coordonnée dE’, le chemin optique est 1 + dw, où 


dp= dt dE. 


Introduisons le « grandissement » 
dE’ 

AE — ra 
en tant que rapport des longueurs de l'élément image dE’ et de 
l'élément objet dE. Etant donné que le segment objet est petit, on 
peut considérer que le grandissement «& est constant le long du seg- 
ment. Ecrivant de même, comme d'habitude, OW/OE — —n;, 0W/0E° - 
= n; (n;, rg étant les cosinus des angles entre le rayon et respecti- 
vement les axes E et E’), nous avons: 


dh=(ani—n:) dé. 


Comme pour tout couple point objet et point image se correspondant. 
le chemin optique # -- d doit être le même pour tous les rayons 
issus du point de coordonnée dE et convergeant au point dE’. Ce qui 
nous donne la condition: 


GENE — N; = CONS. (57.1; 
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Telle est la condition que doit vérifier la marche des rayons dans 
un système optique lorsqu'on représente un petit segment de droite 
par des faisceaux larges. La relation (57,1) doit avoir lieu pour tous 
les rayons issus du point O. 

Appliquons maintenant la condition obtenue à la représentation 
par un système optique doué de symétrie axiale. 

Commençons par chercher l’image d’un segment de droite porté 
par l'axe optique du système (l’axe des x); par raison de symétrie, 
il est évident que l’image sera aussi portée par l’axe. En vertu de 
la symétrie axiale du système, le rayon confondu avec l'axe 
(rx = 1) ne change pas de direction lors de la traversée du système, 
c’est-à-dire que #7; — 1. Il s'ensuit que la constante dans (57,1) est 
égale, dans le cas donné, à &, — 1, et on peut recopier (57,1) sous 
la forme: 


Désignant par 6 et 0’ les angles formés par les rayons avec l'axe 
optique aux points objet et image, nous obtenons : 


+: e 0 > + »s 0 
An; =1—cos0 = 2sin® +, 1—n,—2sin —. 
2 2 


e 


De sorte qu'on obtient la condition de représentation sous la forme : 


sin 5 Le. 
nt = const — Vas. (57,2) 
sin er 


Considérons maintenant la représentation d’un petit morceau 
de plan perpendiculaire à l’axe d’un système optique doué de symé- 
trie axiale : il est clair que l’image sera aussi perpendiculaire à l’axe. 
Appliquant (57,1) à un segment arbitraire se trouvant dans le plan 
image. nous avons: 
| &- sin 0’ —sin 0 — const, 


_aù 6 et 6” sont, comme auparavant, les angles entre le rayon et 
l'axe optique. Pour les rayons issus du point d'’intersection du plan 
objet avec l'axe optique et confondus avec cet axe (0 = 0), on doit 
avoir aussi, par raison de symétrie, 0’ = 0. Il en résulte que const —0, 
et on obtient la condition de représentation sous la forme: 

ND = const = ar (57,3) 

En ce qui concerne la représentation d'objets à trois dimensions 

au moyen de faisceaux larges, il est facile de voir qu'elle est impos- 

sible, même lorsque le volume de l’objet est petit, les conditions 
457.2) et (57,3) étant incompatibles. 


LES LIMITES DE L'OPTIQUE GÉOMETRIQUE 193 


$ 58. Les limites de l'optique géométrique 


Par définition d'une onde plane monochromatique, son amplitude 
est partout et toujours la même. Une telle onde est infinie dans toutes 
les directions de l’espace et existe à tous les instants compris entre 
—o et oo. Toute onde e dont l'amplitude n'est pas toujours et 
partout la même ne peut être que plus ou moins monochromatique. 
Nous allons nous occuper maintenant du degré d'achromatisme des 
ondes. 

Considérons une onde électromagnétique dont l'amplitude est 
en chaque point de l’espace fonction du temps. Soit w, une certaine 
fréquence moyenne de l’onde. Alors le champ de l'onde (électrique 
par exemple) au point donné est de la forme E(fhe-i“ot, Ce champ, 
qui n’est pas, bien entendu, monochromatique, peut être, toutefois, 
décomposé en composantes monochromatiques, c'est-à-dire en 
intégrale de Fourier. L'amplitude de la composante de cette décom- 
position de fréquence w est proportionnelle à l'intégrale: 


—+oo 
j E (4) eftu—usn dt. 


Le facteur eil”-u)f est une fonction périodique, dont la valeur 
moyenne est nulle. Si E, était constant en général, l'intégrale serait 
exactement nulle pour tous les © wo. Mais si E,(f) est variable 
tout en variant peu dans un intervalle de temps de l’ordre 1/(6 — wo), 
alors l'intégrale est presque nulle; elle est d'autant plus petite 
que E, varie plus lentement. Pour que l'intégrale soit notablement 
différente de zéro, il faut que Eo (t) varie d’une manière sensible 
dans un intervalle de temps de l’ordre de 1/(6 — w). 

Désignons par At un ordre de grandeur des temps pendant les- 
quels l’amplitude de l’onde varie sensiblement au point considéré 
de l’espace. Des considérations apportées il résulte que les fréquen- 
ces, qui se distinguent le plus de w,, entrant dans la décomposition 
spectrale de cette onde avec des intensités notables, sont détermi- 
nées par la condition 4/(o© — wo) — At. Désignant par Aw l’inter- 
valle des fréquences (autour de la fréquence moyenne «$) dans la 
décomposition spectrale, on obtient la relation 


AwAt — 1. (58,1) 


On voit qu'’effectivement l'onde est d’autant plus monochromatique 
(c'est-à-dire que Aw est d'autant plus petit) que At est plus grand, 
c'est-à-dire que son amplitude varie plus lentement en chaque point 
de l’espace. 
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Il est facile d'établir des relations analogues à (58,1) pour le 
vecteur d'onde. Soient Az, Ay, Az des ordres de grandeur des distan- 
ces suivant les axes x, y, z, pour lesquels l'amplitude de l’onde varie 
sensiblement. A l'instant donné, le champ, en tant que fonction 
des coordonnées, s'écrit : 


E (r) eïkoer, 


où k, est une certaine valeur moyenne du vecteur d’onde. Exacte- 
ment comme pour l'établissement de (58,1), on peut trouver un 
intervalle Ak de valeurs du vectèur d'onde contenues dans le déve- 
loppement de l’onde en intégrale de Fourier: 


AkAz=1, AkjAy=i, AkAz= 1. (58,2) 


Considérons, notamment, une onde ayant été émise pendant un 
certain intervalle de temps fini. Désignons par At l'ordre de gran- 
deur de cet intervalle. L'amplitude au point donné de l'espace varie 
en tout cas notablement dans le temps Af pendant lequel l'onde 
traverse complètement ce point. En vertu des relations (58,1). on 
peut dire maintenant que le « degré d’achromatisme » d’une telle 
onde Aw ne peut être d'aucune manière plus petit que 4/Af (mais 
il peut être plus grand assurément): 


A0 > | (58.3) 


D'une manière analogue, Ax, Ay, Az étant des ordres de grau- 
deur de l'onde dans l'espace, on trouve pour les intervalles des 
valeurs des composantes du vecteur d’onde entrant dans le dévelop- 
pement de l’onde: 

& À | ie an : 
Ak; > Az? Aky Pa y , Ak; F T° (55.4) 

{ 40 : _ 

11 résulte de ces formules que si l’on a un faisceau de lumière de 
largeur finie, alors la direction de la propagation de la lumière dans 
un tel faisceau ne peut être rigoureusement constante. Dirigeant 
l’a%e x selon la direction (moyenne) de la lumière dans le faisceau, 
nous obtenons: 

mal À , 
dy > NET SEL TT (55,5) 
où 6, est l’ordre de grandeur de l'écart du faisceau de sa direction 
moyenne dans le plan xy, et À la longueur d'onde. | 

Par ailleurs, la formule (58,5) répond à la question de la netteté 
limite des images optiques. Un faisceau de lumière dont tous les 
rayons devraient se couper en un point selon l'optique géométrique 
forme en fait une image qui n'est pas un point, mais une tache. 
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Pour la largeur À de cette tache, on a, en vertu de (58,5): 


NS A 


KO 0 ? (58,6) 
où 6 est l’angle de l’ouverture de ce faisceau. Cette formule peut 
être appliquée non seulement à l’image, mais aussi à l’objet. Plus 
précisément, on peut affirmer que si l’on observe un faisceau de 
lumière émis par un point lumineux, on ne peut distinguer ce point 
d'un corps de dimension À/6. Par conséquent, la formule (58,6) 
définit le pouvoir de résolution limite d'un microscope. La valeur 
minimum de À, atteinte pour 6 — 1, est À, en pleine conformité avec 
le fait que les limites de l'optique géométrique sont déterminées 
par la longueur d'onde de la lumière. 


Problème 


Trouver l'ordre de grandeur de la largeur minimum d’un faisceau lumineux 
formé par un faisceau parallèle à la distance ! du diaphragme. 

Solution. Désignons par d la dimension du diaphragme. L'expression 
(58,5) donne pour l’angle de déviation des rayons (« angle de diffraction ») 


la valeur — À/d, d’où la largeur du faisceau est de l’ordre de a+ 1. Le mini- 


mum de cette grandeur est — VAL. 


$ 59. Diffraction 


Les lois de l'optique géométrique sont rigoureusement exactes 
seulement dans le cas idéal où la longueur d'onde peut être consi 
dérée comme infiniment petite. Moins cette condition est respectée, 
et plus on s’écarte de l’optique géométrique. Les phénomènes obser- 
vés par suite de ces écarts portent le nom de phénomènes de diffrac- 
tion. 

On observe des phénomènes de diffraction lorsque, par exemple, 
la lumière rencontre sur son chemin ! des obstacles, des corps opa- 
ques (que nous appellerons écrans) de forme quelconque, ou encore 
lorsque la lumière passe dans des ouvertures pratiquées dans des 
écrans opaques. Si les lois de l'optique géométrique étaient rigou- 
reusement observées, il devrait y avoir derrière les écrans des zones 
d’« ombre » nettement délimitées des régions éclairées. La diffrac- 
tion est la cause qu'au lieu d’avoir une frontière nette entre la lu- 
mière et l’ombre on a une image assez complexe de la distribution 


1 Ci-dessous, nous parlerons, pour fixer les idées, de la diffraction de la 
lumière ; tout ce qui suit concerne, bien entendu, n’importe quelle onde électro- 
magnétique. 


13° 
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de l'intensité de la lumière. Ces phénomènes de diffraction sont 
d’autant plus marqués que les dimensions des écrans et des trous 
sont petites, ou que la longueur d’onde est plus grande. 

La théorie de la diffraction a pour tâche, la disposition et la 
ferme des corps étant données (ainsi que la disposition des sources 
de lumière), de déterminer la distribution de la lumière, c’est-à-dire 

le champ électromagnétique dans tout l’espace. 
| La résolution exacte de ce problème n'est pos- 


p Sible que par. l'équation des ondes avec les con- 

< ditions aux limites sur les surfaces des corps, 

\ dépendant, en outre, des propriétés optiques du 

n 

\ 
1 
| 
| 
! 
! 


matériau. Une telle résolution implique habi- 
tuellement de très grandes difficultés mathéma- 
tiques. 

Néanmoins, dans bien des cas, les métho- 
des de résolution approchée du problème de la 
; distribution de la lumière au voisinage de la fron- 

/ tière de l'ombre sont suffisantes. Cette méthode 

F est applicable lorsqu'on s’écarte peu de l’opti- 
que géométrique. On suppose par là même, pri- 
mo, que toutes les dimensions sont grandes par 
rapport à la longueur d'onde (ceci concerne aus- 
si bien les écrans et les trous que les distances 

Fig. 9 des corps aux points d'émission et d’observa- 

tion de la lumière) ; secundo, on ne considère que 

de faibles écarts de la lumière par rapport à la direction des 
rayons définis par l'optique géométrique. 

Considérons un écran quelconque avec une ouverture laissant 
passer la lumière de sources données. La figure 9 représente cet 
écran en coupe (trait plein); la lumière va de gauche à droite. On 
désignera par u n'importe laquelle des composantes du champ E ou H. 
On*supposera alors que w est un champ dépendant seulement des 
coordonnées, c’est-à-dire sans le facteur e-iv! donnant la dépendance 
du temps. Nous nous proposons de déterminer l'intensité de la 
lumière, c’est-à-dire le champ u, en tout point d'observation P 
derrière l'écran. Quand on résout ce problème approximativement, 
lorsqu'on s’écarte peu de l'optique géométrique, on peut admettre 
qu'aux points de l'ouverture le champ est le même que s'il n'y 
avait pas d'écran. En d’autres termes, les valeurs du champ sont 
ici celles qui résultent de l’optique géométrique. Pour ce qui est 
des points se trouvant immédiatement derrière l'écran, on peut 
supposer que le champ y est nul. Il est évident, par ailleurs, que 
les propriétés de l'écran lui-même (le matériau dont il est fait) 
ne jouent aucun rôle en général. Il est aussi évident que, dans les 
cas considérés, seule la forme du bord de l'ouverture importe pour 
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la ie, la forme de l'écran opaque n'étant pas essen- 
tielle. 

Imaginons une surface recouvrant l'ouverture et limitée par 
ses bords (cette surface est figurée en coupe en pointillé sur la fig. 9). 
Divisons cette surface en éléments d’aire df, petits par rapport aux 
dimensions de l'ouverture, mais grands par rapport à la longueur 
d’onde de la lumière. On peut alors admettre que chaque élément 
atteint par l'onde lumineuse est devenu lui-même une source d’onde 
lumineuse se propageant dans tous les sens à partir de cet élément. 
On considérera que le champ en P est la superposition des champs 
émis par tous les éléments df de la surface recouvrant l'ouverture 
(principe d'Huyghens). 

Le champ créé par l'élément df au point P est, évidemment, 
proportionnel à la valeur u du champ sur l’élément df lui-même 
(rappelons que le champ est supposé sur df tel qu'il serait en l’absen- 
ce d'écran). En outre, il est proportionnel à la projection df, de 
l'aire de df sur le plan perpendiculaire à la direction n du rayon 
venu de la source sur df. Ceci est dû au fait que, quelle que soit la 
forme de l'élément df, il est traversé par des rayons identiques, 
pourvu que sa projection df, soit invariable, ce qui fait que son 
action sur le champ en P est identique. 

Ainsi, le champ créé en P par l'élément df est proportionnel 
à udf,. En outre, il faut encore tenir compte de la variation de 
l'amplitude et de la phase de l'onde lors de sa propagation de df 
au point P. La loi de cette variation est donnée par la formule (54,3). 


I] faut donc multiplier encore udf, par le facteur + einR (où R est 
la distance de df à P, et Æ la valeur absolue du vecteur d’onde de la 
lumière), et on trouve que le champ cherché est 


eikR 
au — dfns 


où a est, pour l'instant, une constante inconnue. Le champ total 
en P, qui est la superposition des champs créés par tous les df. 
est donc 
ikR 
Up— a [ _ dfn, (59.1) 
où l'intégrale est prise sur la surface délimitée par les bords de 
l'ouverture. A l’approximation considérée, cette intégrale ne dépend 
pas, bien entendu, de la forme de cette surface. La formule (59,1) 
convient aussi bien à la diffraction autour d’un écran, où la lumière 
peut se propager librement. Dans ce cas, la surface d'intégration 
dans (59,1) s'étend dans tous les sens à partir du bord de l'écran. 
Pour déterminer la constante a, considérons une onde plane se 
propageant selon l’axe des x; les surfaces d’onde sont parallèles 
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au plan yz. Soit u la valeur du champ dans le plan yz. Alors, au 
point P, que nous prenons sur l’axe x, le champest égalä up = uei"*. 
Par ailleurs, on peut définir le champ en P à partir de la formule 
(59,1), en prenant pour surface d'intégration le plan yz, par exemple. 
Dans ces conditions, étant donné que l'angle de diffraction est 
petit, seuls interviennent dans l'intégrale les points du plan yz 
qui sont voisins de l’origine des coordonnées, c'est-à-dire les points 
dont y, z € x (rest la coordonnée du point P). Alors. 


nee y? +2? 
R=VE+FYyE+Z2z T+—— 
et (59,1) donne: 


ES 


: + x 2 + 2 
eike in RE 
Up = Qu — e “dy | e “*dz. 
—% LT 


Ici w est constant (le champ dans le plan yz); dans le facteur 1/R 


on peut poser R Æ x = const. Par la substitution y — E V2r/k, 
les intégrales ci-dessus prennent la forme: 


he + Fe No 
fera À costtdri | sine £a, 
ra de LA 
et on obtient: 
up == aueirs ee 


Par ailleurs u, — ueï**, donc 
k 
a = CET 


Substituant cette dernière expression dans (59,1), on trouve en 
définitive la solution du problème posé sous la forme : 


F dp= | er dfr. (59,2) 


2riR 


--"Lors de l'établissement de la formule (59,2), on a supposé, en 
fait, que la source de lumière était ponctuelle et que la lumière elle- 
même était rigoureusement monochromatique. Le cas d’une source 
réelle étendue rayonnant de la lumière achromatique ne demande 
pas cependant une étude spéciale. Etant donnée l’indépendance 
totale (l’incohérence) de la lumière rayonnée par les divers points 
de la source et l’incohérence des diverses composantes spectrales 
de la lumière rayonnée, le résultat global de la diffraction se réduit 
tout simplement à la somme des distributions de l'intensité pro- 
venant de la diffraction de chacune des composantes indépendantes 
de la lumière. 
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Servons-nous de la formule (59,2) pour résoudre la question du 
changement de phase de part et d’autre du point de contact d’un 
rayon avec sa caustique (cf. fin $ 54). Prenons pour surface d'intégra- 
tion dans (59,2) une surface d’onde quelconque et cherchons le 
champ uP au point P se trouvant sur un certain rayon à la distance x 
de son point d'intersection avec une surface d'onde donnée (nous 
prenons ce point pour origine des coordonnées © et pour plan yz 
le plan tangent à la surface d'onde en O). Pendant l'intégration 
dans (59,2) il suffit de se limiter à un petit domaine de la surface 
d'onde au voisinage de ©. Si les surfaces xy et x: ont été choisies 
de manière à coïncider avec les plans principaux de courbure de la 
surface d'onde en O. l'équation de cette surface s’écrit alors au 
voisinage de ce point 
” y? : =? 

X — 2R; ne A . 
où À, et R; sont les rayons de courbure. Quant à la distance /? du 
point de la surface d’onde de coordonnées X, y, z au point / de 
coordonnées z, 0, 0, elle est égale à 

PAR 2 RENT CNET , y fi 1 z2 fi 1 

REV E PE get (eg )+ (x). 
On peut admettre que le champ w est constant sur la surface d'onde ; 
il en est de même de 1/R. Puisque seule la variation de la phase 
nous intéresse, nous omettrons le coefficient et écrirons simplement 


ile Fe QU 1 9 LA 1 
do ferai SE À TER ag | TR) de. (69,3 


Les centres de courbure de la surface d'onde se trouvent sur le 
rayon considéré aux points x = R, et x = R,; ce sont les points 
de contact du rayon avec les deux caustiques. Soit R, < R;. Lorsque 
zx << R, les coefficients de i dans les exposants des expressions se 
trouvant sous les deux signes somme (en dy et dz) sont positifs et 
chacune de ces intégrales est proportionnelle à (1 + i). On a, par 
conséquent, sur le morceau de rayon avant le point de contact avec 
la première caustique up — el**, Lorsque R,<<zx<R;, c'est-à-dire 
sur le segment de rayon entre les deux points de contact, l'intégrale 
en dy est proportionnelle à 1 + i et l'intégrale en dz à 4 — i, de sorte 
que leur produit ne contient pas i. Aussi avons-nous up = —iei — 
= ei(kx-2/2), c’est-à-dire qu’au moment où le rayon passe au voisi- 
nage de la première caustique la phase varie en outre de —x/2. 
Enfin, lorsque z > R,, on a un = —eix* — eilhx-1), c'est-à-dire 
que la phase varie encore une fois de —x/2 quand le rayon passe 
au voisinage de la seconde caustique. 
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Problème 


Déterminer la distribution de l'intensité de la lumière au voisinage du 
point de contact d'un rayon avec la caustique. 

Solution. Pour résoudre ce problème utilisons la formule (59,2), 
l'intégration étant faite sur une surface d'onde quelconque suffisamment éloi- 
gnée du point de contact considéré du rayon avec la caustique. Sur la fig. 10 ab 
est la coupe de cette surface d'onde, et a’b” la coupe de la caustique; a’b’ est 
la développée de la courbe ab. Nous cherchons la distribution de l'intensité 
au voisinage du point de contact O du rayon Q0O avec la caustique ; on suppose 


Fig. 10 


que la longueur D du segment Q0 de rayon est suffisamment grande. Désignons 
par x la distance sur la normale à la caustique à partir de O, x étant positif 
pour les points de la normale se trouvant du côté du centre de courbure. 

L'expression sous le signe somme dans (59,2) est une fonction de la distan- 
ce R d’un point arbitraire Q’ sur la surface d'onde jusqu’au point P. Il est 
bien connu que, pour une développée, la somme de la longueur du segment 
Q°0° tangent en 0’ et de la longueur de l'arc 00” est égale à la longueur du 
segment QO tangent en O. Lorsque les points O et O0’ sont voisins, on a 00’ = 6p 
(p étant le rayon de courbure de la caustique en O). Par conséquent, Q°0° = 
=D —6p. La distance Q'O (en ligne droite) est à peu près égale à (l'angle 
6 étant supposé petit) : 


t Q'0ZQ'0'+psin8—D—6p-+psin8 = 2. 


Enfin, la distance R —Q"P est égale à R Æ Q'O—zsin0 Æ Q’0—z:8, c'est-à-dire 
R % D— 70 —+ p03. 


Substituant cette expression dans (59,2), nous avons : 


L.3 


re —ikx0- 10 03 kp 
up— | e a=2 | cos (4x0 +03) d8 

—æœ 0 
(le facteur 1/D, variant lentement, dans l'expression sous le signe somme 
n'est pas essentiel par rapport au facteur exponentiel, et nous le supposons 


constant). Introduisant la nouvelle variable d'intégrale E=(kp/2) /30. nous 


obtenons : 
u—0(:) Æ), 
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où @({t) est la fonction d'Airy1. Nous écrirons pour l'intensité 7 —[ub|?: 


1-2 (2) to (-j/ 7) 


(pour le choix de la constante voir ci-dessous). 
On en déduit pour les z positifs grands la formule asymptotique 


A exp(— 42/2 A 2k2 ] 
2V7z 3 p J' 


ce qui montre que l’intensité diminue exponentiellement (région d'eombre »). 
Pour les z négatifs grands on a: 


shit AC fa on 
Tz= V= sin [ÈS ++] , 


c'est-à-dire que l'intensité oscille rapidement; la valeur moyenne de 7 
relativement à ces oscillations est 


I1= 


ce qui explicite le sens de la constante À: elle définit l'intensité loin de le 
caustique résultant de l'optique géométrique, abstraction faite des effets de 
diffraction. 

La valeur maximum, égale à 0,949, est atteinte par la fonction © (t) pour 
t = — 1,02; respectivement, l'intensité maximum est atteinte pour x (2k?/p)!/3— 


1 La fonction d’Airy © (4) est définie par la formule 


TERME (S+u) a 
0 


(cf. III $ b). Pour les t positifs grands © (t) décroît exponentiellement suivant 
la loi asymptotique 


1 2 
vO2r ep (3%). (2) 


Pour les grandes valeurs négatives de t la fonction © (t) oscille avec une 
amplitude décroissante suivant la loi 


m1 nf ps 2 
O() = = sin [+ 2+ z |: (3) 


La fonction d’Airy est liée à la fonction de Macdonald (fonction d’Han- 
kel modifiée) d'ordre 1/3: 


ra 2 
00=)/ Lk (5). (4) 


La formule (2) correspond à l'expression asymptotique de K, (t) : 


FE 
Ky (t) Æ V & et. 
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= — 1,02, où 

= 2.034k/2p7 "se 
(au point de contact même du rayon avec la caustique, x = 0, on a / = 
= 0,59 Ak!:3p-1:6, étant donné que D (0) — 0,629). Ainsi, au voisinage de la 
caustique l'intensité est proportionnelle à &l3, c'est-à-dire à À-1:3 (À est la 
longueur d'onde). Lorsque À —+ 0, comme il résultait aussi du $ 54, l'intensité 
tend vers l'infini. 


$ 60. Diffraction de Fresnel 


Lorsque la source et le point P, où l’on cherche l'intensité de la 
lumière, se trouvent à distance finie de l'écran, dans la détermina- 
tion de l'intensité en P seule intervient une petite région de la 


Fig. 11 


surface d'onde, à laquelle est étendue l'intégration dans (59,2); 
cette région se trouve au voisinage de la droite réunissant la source 
et le point P. En effet, étant donné que l’on s’écarte peu de l'opti- 
qhe géométrique, l'intensité de la lumière arrivant en P de divers 
points de la surface d’onde diminue très rapidement au fur et à mesure 
que l’on s'éloigne de ladite droite. Les phénomènes de diffraction 
Ù n’interviennent que de petits éléments de la surface d’onde sont 
appelés diffraction de Fresnel. 

Considérons la diffraction de Fresnel par un écran quelconque. 
En vertu de la propriété mentionnée ci-dessus, seule intervient 
alors (le point P étant donné) une petite portion du bord de l'écran. 
Mais une petite portion du bord peut toujours être considérée comme 
étant rectiligne. Aussi entendrons-nous dans ce qui suit par bord 
précisément une telle portion rectiligne. 

Prenons pour plan xy le plan passant par la source Q (fig. 11) 
et par la ligne définissant le bord de l'écran. Choisissons le plan xz 
perpendiculaire à ce dernier de sorte qu'il passe par le point Q et 
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le point d'observation P, où l’on cherche l'intensité de la lumière. 
Enfin, prenons l'orig'ne O sur la ligne définie par le bord de l'écran, 
après quoi la position des trois axes se trouve complètement déter- 
minée. 

Soit D, la distance de la source Q à l'origine. Désignons par D, 
la coordonnée x du point d'observation P, et sa coordonnée z, 
c'est-à-dire la distance au plan xy, par d. Selon l'optique géométrique, 
la lumière ne pourrait atteindre que les points situés au-dessus 
du plan zy; la région située en-dessous de ce plan resterait dans 
l'ombre (région d’ombre géométrique). 

Nous allons déterminer maintenant la distribution de l'intensité 
de la lumière derrière l’écran au voisinage de la frontière de l'ombre 
géométrique, c’est-à-dire pour des d petits (relativement à D, et Dj). 
d négatif signifie que P se trouve dans la région d'ombre géométrique. 

Prenons pour surface d'intégra.ion dans (59,2) le demi-plan 
passant par le bord de l'écran et perpendiculaire au plan xy. Les 
coordonnées x et y des points de cette surface sont liées par la rela- 
tion x = y tg à« (& est l'angle entre la ligne du bord de l'écran et 
l’axe y), la coordonnée z étant positive. Le champ de l’onde issue 
de la source Q à la distance R, de cette dernière est proportionnel au 
facteur exp (ikR,). Il en résulte que le champ w sur la surface d'in- 
tégration est proportionnel à 


u— exp [ik V y +22 (D, +Fytga)]. 
Dans l'intégrale (59,2) il faudra remplacer maintenant R par son 
expression 
R=V + (+ (Dr—yte ap. 
Sous le signe somme, les facteurs variant lentement ne sont pas 
essentiels par rapport à l'exponentielle. On peut donc considérer 1/R 


comme constant et remplacer df, par dydz. On trouve alors pour le 
champ au point P: 


oo 0 
up | Sexplik VD Eye ru ++ 
—œ 0 


+V(D,—ytga)+y°+(z—d)*] dy dz. (60,1) 
Comme nous l’avons déjà dit, la lumière venant au point P pro- 
vient essentiellement des points du plan d'intégration voisins 
de O. Il en résulte que dans l'intégrale (60,1) seules les petites valeurs 
(par rapport à D, et D}) de y et z interviennent. On a: 
y? sec? a + z2 


V(Di+ytiga) +y+z x Dit 55, — +tutea 


VD —yiea) +y+(—d$ = Dp+ HRRREE _ytga. 
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Substituons dans (60,1). Puisque seul le champ en tant que fonction 
de la distance d nous intéresse, nous omettons le facteur constant 
exp [ik (D) + Da)l; l'intégrale en dy donne aussi une expression 
ne contenant pas d, que nous omettons de même. Dans ces conditions 
nous obtenons: 


— — | exp [ik (asc +5) G—d}° | ds. 


On peut recopier cette expressioh sous la forme suivante : 


Lee 
LATE æ ss SUND, FD} D; 
Up — EXP Lé555] | SE FE CUS ds. 
" Dp Da 
(60,2) 
L'intensité de la lumière est déterminée par le carré du champ. 
c'est-à-dire par le carré du module |uP{?. Donc le facteur se trouvant 
devant l'intégrale n’est pas essentiel pour calculer l'intensité, étant 


donné que le produit par son conjugué est l'unité. Une substitution 
évidente donne pour l'intégrale l'expression 


Up — Î ein dn, (60.3) 


2D, Da+ Dh) ‘ 
Ainsi, l'intensité / au point P est 


| #17 fera 


—Af(cer + (504) de 


co=y À [ cos n° dn, S()=}y 2 4 sin n° dn 


sont les intégrales de Fresnel. La formule (60,5) résout le problème 
posé, en définissant l'intensité de la lumière comme une fonction 
de d; TJ, est l'intensité dans la région éclairée en des points suffi- 
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samment éloignés de la limite de l'ombre, c'est-à-dire pour w ÿ 1 
(à la limite w —+ © on a C (00) = S (00) = !/,). 

Les régions d'ombre géométrique correspondent à des w négatifs. 
Il est facile d'établir la forme asymptotique de la fonction J (w) 
pour de grandes valeurs négatives de w. Nous procéderons ainsi. 
Intégrons par parties: 


1 d 

« 1 22 n 

in® LUS ; ins LL 
je dn 2ilw| : 2i j # © 
1w| , ul 


Intégrant dans le second membre encore une fois par parties 
et itérant ce processus, on obtient une série de puissances de 1/|w |: 


; 1 1 UE 
Î em da et (+...) . (60,6) 
lwl 

Bien qu'une série infinie de cette forme ne converge pas, déjà son 
premier terme fournit une bonne représentation de la fonction de 
gauche pour des | w | suffisamment grands, étant donné que pour 
de tels | w | les termes successifs tendent rapidement vers zéro. 
(De telles séries sont dites asymptotiques.) De sorte que l’on obtient 
pour l'intensité Z (w) (60,5) la formule asymptotique suivante, 

valable pour les w négatifs ns 
I=————. (60,7) 


Gus 


On voit que dans la région d'ombre géométrique, loin de sa fron- 
tière, l'intensité tend vers zéro comme l'inverse du carré de la distan- 
ce à la frontière de l’ombre. 

Considérons maintenant les valeurs positives de w, c'est-à-dire 
la région au-dessus du plan xy. Ecrivons: 


f ein? dn = si su dn— | ein? dn = (1 + i) Ve i ein dn. 


—w —œo En. .) 


Pour des w suffisamment grands on peut utiliser la représentation 
asymptotique de l'intégrale de droite, et l’on a: 


[ edne (1+) ++. (60,8) 


—w 


Substituant cette expression dans (60,5), nous obtenons : 


I=1, : + un) (60,9) 
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Par conséquent, dans la région éclairée, loin du bord de l’ombre, 
l'intensité possède une infinité de maxima et minima, de sorte que 
le rapport J/1, oscille de part et d’autre de l’unité. L’amplitude 
de ces oscillations diminue quand w augmente comme l'inverse 
de la distance du bord de l’ombre géométrique, et les lieux des 
maxima et minima se resserrent progressivement. 

Pour des valeurs petites de w la fonction Z (w) a qualitativement 
le même comportement (fig. 12). Dans la région d'ombre géométrique 


géométrique Région éclairée 


Fig. 12 


l'intensité tombe monotonement lorsqu'on s'éloigne de la frontière 
de l’ombre (sur cette frontière même on a Z/1, = /,). Pour des w 
positifs, l'intensité a des maxima et minima successifs. Au premier 
maximum, le plus grand, 1/1, = 1,37. 


$ 61. Diffraction de Fraunhofer 


t Les effets de diffraction dus à l'incidence sur des écrans de fais- 
céaux plans parallèles présentent un intérêt particulier pour les 
applications physiques. Par suite de la diffraction le faisceau perd 
son parallélisme et il apparaît de la lumière progressant dans des 
directions différentes de la direction initiale. Posons le problème 
de la détermination de la distribution en directions de l’intensité 
de la lumière diffractée à de grandes distances derrière l'écran (une 
telle position du problème répond à la diffraction de Fraunhofer). 
En outre, nous supposerons que l’on s’écarte peu de l'optique géo- 
métrique, c’est-à-dire que les angles de déviation à partir de la 
direction initiale des rayons sont petits (angles de diffraction). 

On pourrait résoudre le problème posé en partant de la formule 
générale (59,2) où l’on passe à la limite en éloignant indéfiniment 
des écrans la source et le point d'observation. Une particularité 
caractéristique du cas considéré est que dans l'intégrale définissant 
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l'intensité de la lumière diffractée toute la surface d’onde sur laquel- 
le on intègre joue un rôle essentiel (contrairement au cas de la dif- 
fraction de Fresnel, où seules les régions de la surface d'onde voisines 
des bords des écrans intervenaient effectivement) ?. 

Cependant, il est plus simple de reprendre le problème, sans 
recourir à la formule générale (59,2). 

Désignons par uw, le champ derrière les écrans qui aurait lieu 
si les lois de l'optique géométrique étaient rigoureusement obser- 
vées. Il représente une onde plane, dont la section transversale 
comprend, néanmoins, des régions (correspondant à l’« ombre » 
des écrans opaques) où le champ est nul. Désignons par S la partie 
du plan de la section transversale où le champ u, est différent de 
zéro ; étant donné que tout plan de ce genre est une surface d’onde 
d’une onde plane, on a u, — const sur toute l’aire S. 

En réalité, cependant, une onde de section transversale dont 
l’aire est bornée ne peut être rigoureusement plane (cf. $ 58). Son 
développement spatial de Fourier contient des composantes avec 
des vecteurs d'onde de diverses directions, ce qui est une source de 
diffraction. 

Développons le champ u, en intégrale double de Fourier suivant 
les coordonnées y et z dans le plan de la section transversale de 
l'onde. On a pour les composantes de Fourier: 


Ua — f i ugé— ir dy d=, (61,1) 
S 


où les q sont des vecteurs constants dans le plan yz; l'intégration 
est effectuée en fait seulement sur la partie S du plan yz où u, n'est 
pas nul. Si k est le vecteur d'onde de l'onde incidente, alors à la 
composante du champ we" correspond le vecteur k’ = k + q. 
De sorte que le vecteur q — k’ — k définit la variation du vecteur 
d'onde de la lumière pendant la diffraction. Puisque les valeurs 
absolues sont k — k’ — w/c, il résulte que les petits angles de dif- 
fraction 6,, 8, dans les plans ry et zz sont liés avec les composantes 


1 On obtient facilement des critères de diffraction de Fresnel et de Fraun- 
hofer en revenant à la formule (60,2) et l'appliquant, par exemple, à une fente 
de largeur a (au lieu du bord d’un écran isolé). L'intégration en dz dans (60,2) 
sera faite alors entre 0 et a. La diffraction de Fresnel correspond au cas où dans 
l’exponentielle sous le signe somme le terme en z? est essentiel et la borne supé- 
rieure de l'intégrale peut être remplacée par l'infini. On doit avoir à cet effet 


1 1 
ka? (3- 2-) > !. 
Dp D 


Au contraire, si cette inégalité est inversée, on peut omettre le terme en :°; 
c'est le cas de la diffraction de Fraunhofer. 
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du vecteur q par les relations 
y = 0, g:=<0;. (61,2) 


Lorsque l’on s'écarte peu de l’opcique géométrique, on peut 
admettre que les composantes du développement du champ w, coïn- 
cident avec celles du champ réel de la lumière diffractée, de sorte 
que la formule (61,1) résout le problème posé. 

La distribution de l'intensité de la lumière diffractée est déter- 
minée par le carré | u4 |? comme fonction du vecteur q. Le lien 
quantitatif avec l’intensité de la lumière incidente est done par 


la formule 
Î Î u5 dy di = fi | Ua p AS (61,3) 


(comparer avec (49,8)). Ceci montre que l'intensité relative de la 
diffraction dans l'élément d'angle solide d, — d8, d8. est donnée 
par la quantité 


2 do, d 2 2 
Ml ue 2 (0) [2e Lao. (61,4) 


u3 (2x)? ?ne üo 

Considérons la diffraction de Fraunhofer dans le cas de deux 
écrans « complémentaires » : le premier écran a une ouverture là où 
l’autre est opaque et inversement. Soient u‘” et u‘® les champs de 
la lumière diffractée par ces écrans (la lumière incidente étant iden- 
tique dans les deux cas). Etant donné que uÿ? et uf” s'expriment 
au moyen des intégrales (61,1) étendues aux surfaces des ouvertures 
dans les écrans et que les ouvertures dans l’un et l’autre écran se 
complètent mutuellement et occupent tout le plan, il résulte que 
la somme uq” + ug” est la composante de Fourier du champ obtenu 
en l'absence d’ Pa c'est-à-dire tout simplement de la lumière 
incidente. Mais la lumière incidente représente une onde rigoureu- 
sbment plane avec une direction de propagation déterminée, donc 


äg” + uf” = 0 pour tout q non nul. De sorte que uf? = —u”, 
si pour de intensités correspondantes, 
= [up FP=lupf, qg#0. (61,5) 


Ce qui signifie que des écrans complémentaires donnent des distri- 
butions identiques de l'intensité de la lumière diffractée (principe de 
Babinet). 

Rappelons ici une conséquence intéressante du principe de 
Babinet. Considérons un corps noir quelconque, c'est-à-dire un 
corps absorbant intégralement toute la lumière incidente. Selon 
l'optique géométrique, lorsqu'un tel corps est éclairé par un fais- 
ceau parallèle, il devrait se former derrière lui une région d'ombre 
géométrique, dont l'aire de la section serait égale à l'aire de la 
section du corps perpendiculairement à la direction de l'incidence 
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de la lumière. Mais la diffraction entraîne une déviation partielle 
de la lumière par rapport à sa direction initiale. Au total, à grande 
distance derrière le corps il n’y a pas d’ombre, et, en même temps 
que la lumière se propageant dans la direction initiale, il y aura 
aussi une certaine quantité de lumière progressant sous de petits 
angles relativement à la direction initiale. Il est aisé de déterminer 
l'intensité de cette lumière dite diffuse. A cet effet, remarquons, 
qu'en vertu du principe de Babinet, la quantité de lumière déviée 
par suite de la diffraction sur le corps considéré est égale à la quan- 
tité de lumière qui a dévié lors de la diffraction par une ouverture 
découpée dans un écran opaque dont la forme et l'aire coïncident 
avec la forme et l'aire de la section transversale du corps. Mais 
lorsqu'il y a diffraction de Fraunhofer par une ouverture il y a dévia- 
tion de toute la lumière traversant l’ouverture. Il en résulte que 
la quantité totale de lumière diffusée par le corps noir est égale 
à la quantité de lumière qui atteint sa surface et qui y est absorbée. 


Problèmes 


1. Déterminer la diffraction de Fraunhofer pop onde plane tombe 
uormalement sur une fente infinie (de largeur 2a) à bords parallèles découpée 
dans un écran opaque. 

Solution. Prenons le plan de la fente pour plan yz, l'axe des z étant 
dirigé selon la fente (fig. 13 représente la coupe de l'écran). Lorsque la lumière 


sin?z 
x? 
|* 
[ 
l 
[ 
| 
| 
a "KT" 5a y 
1\ 
18 
} \ 
l \ 
(| , 
A 
[ 
l 
z Zz 
Fig. 13 Fig. 14 


tombe normalement. le plan de la fente est une des surfaces d'onde, que nous 
prendrons pour surface d'intégration dans (61,1). Etant donné que la fente 
est infinie, la lumière ne dévie que dans le plan zy (l'intégrale (61.1) s’annule 
pour g. # 0). Donc le développement du champ u, doit s'effectuer seulement 


14—219 
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suivant la coordonnée y: 


a 
Uq=U0 f e-iau dy 2" sin ga. 
a 9 
L'intensité de la lumière diffractée dans l'intervalle des angles d0 est 


Jo 2 dg _ To sin? kaô 
2a 2n nak 062 


où k = w/c, Io étant l'intensité totale de la lumière tombant sur la fente. 

dI/d8, en tant que fonction de l'angle de diffraction, a la forme représentée 
sur la fig. 14. Lorsque 6 augmente de part et d'autre de la valeur 6 = 0, l’in- 
tensité passe par une série de maxima dont les hauteurs diminuent rapidement. 
Les maxima sont séparés aux points 6 — n1/Kka (les n sont les entiers) par des 
minima, où l'intensité est nulle. 

2. Même problème pour la diffraction par un réseau, écran plan traversé 
d'une série de fentes parallèles identiques (la largeur d’une fente est 2a, la 
Riur Fe la bande opaque séparant deux fentes voisines 2b, le nombre de 
entes . 

Solution. Choisissons le pren du réseau pour plan yz, l'axe des z étant 
dirigé parallèlement aux fentes. La diffraction aura lieu de nouveau dans le 
plan zy, et l'intégration dans (61,1) donne: 


N—1 


nu 


d6, 
uo 


di = 


—2iN 
PR 
47 q A a4_,.—2iqd ? 
n=0 


où d—a+b, et u; est le résultat de l'intégration faite sur une fente. 
Utilisant les résultats du problème 1, on obtient : 


dl= Toa (Eee) se) _ d (ee JE a 
an | singd ( ga ” Nnak \ sin k0d CE 


(lo étant l'intensité totale de la lumière traversant toutes les fentes). 
Lorsque le nombre de fentes est grand (NW — co), cette formule peut être 
mise sous une autre forme. Pour les valeurs g = an/d (n entier) dl/dq a des 
maxima; au voisinage d’un tel maximum (c'est-à-dire pour g=nx+e, 
e petit) 


: gi 
sin æ) sin? Ve dé: 


SR ue ( ga ne? 

Mais lorsque {V — co, on a la formule! 
lim sin? Vz 

No auVz? 


= Ô (z). 


1) Pour z-= 0 la fonction à gauche de l'égalité est nulle, et, en vertu 
de formules connues dans la théorie des séries de Fourier, 


ÿn (+ 1e) Re de) =1 O0). 
—a 


D'où l'on voit que les propriétés de cette fonction coïncident effectivement 
avec les propriétés de la « fonction » à (voir note p. 97). 
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On a, par conséquent, au voisinage de tout maximum : 


y, # sin ga\? 
dl=10+ | _ ) ô (e) de, 


c'est-à-dire que les maxima ont à la limite une largeur infiniment petite, 
et l'intensité totale de la lumière au n-ième maximum est 


4 sin? (ns1a/d) 


I =] 
0"x2a n? 


3. Déterminer la distribution de l'intensité en directions lorsqu'il y a dif- 
fraction de lumière tombant normalement sur une ouverture circulaire de 
rayon a. 

Solution. Introduisons les coordonnées cylindriques :. r, q . l’axe 
des : passant par le centre de l'ouverture perpendiculairement à son plan. 
I est Évideñt que la diffraction est symétrique par rapport à l'axe des :, de 
sorte que le vecteur q a seulement une composante radiale q, = q = 0. Comp- 
tant l'angle @ à partir de la direction de q et intégrant dans (61,1) sur le plan 
de l'ouverture, on trouve: 


a 271 a 


“= 0 | i e7 ir 08 ®, Gp dr —2nu9 f Jo(gr)r dr, 
0 0 0 
où Jo est la fonction de Bessel d'ordre zéro. Utilisant la formule connue 
a 
ŸJotanrdr=+ 1 (a). 
0 


nous avons : 
2nu9a 


Uq—= 


Js (ag), 


et en vertu de (61,4) on trouve en définitive l'intensité de la lumière dif- 
fractée dans l'élément d'angle solide do: 


J? (ak0) 
702 


où Jo est l'intensité totale de la lumière tombant sur l'ouverture. 


dl=lo 


do, 


CHAPITRE VIII 


CHAMP DE CHARGES EN MOUVEMENT 


$ 62. Potentiels retardés 


Au chapitre V nous avons étudié le champ constant créé par 
des charges au repos, et au chapitre VI un champ variable, mais 
en l'absence de charges. Nous allons étudier maintenant les champs 
variables en présence de charges animées de mouvements arbitraires. 

Déduisons les équations déterminant les potentiels du champ 
créé par des charges en mouvement. Il est commode de procéder 
avec le formalisme quadridimensionnel en répétant la déduction 
faite à la fin du $ 46, à cette différence près qu'on se servira des 
équations de Maxwell (30,2) 


oFik AN à 


Re ne A 
avec second membre. Un tel second membre apparaît aussi dans 
l'équation (46.8), et après qu'on a soumis les potentiels à la con- 
dition de Lorentz 


9.1t ; : 1 d . 
ar —0, c’est-à-dire que ——-+div A=0, (62,1) 


ont obtient : 


a? Ai 4 à 


Ozn Oz" RE 
“Telle est l'équation déterminant les potentiels d’un champ électro- 
magnétique arbitraire. Sous forme tridimensionnelle, elle se dé- 
compose en deux équations — respectivement pour A et o: 


(62,2) 


1 97A An - 

AA = — ee J (62,3) 
4 d 

AP——r = — 47p. (62,4) 


Pour un champ constant elles se réduisent aux équations que nous 
connaissons (36.4) et (43,4), et à des équations d'onde homogènes 
pour un champ variable sans charges. 
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La solution des équations linéaires avec seconds membres (62,3-4) 
peut être représentée, comme on sait, comme la somme de la solu- 
tion de ces équations sans second membre et d’une intégrale parti- 
culière de ces équations avec second membre. Pour trouver cette 
intégrale particulière, divisons tout l’espace en des éléments infi- 
nitésimaux et déterminons le champ créé par une charge se trouvant 
dans un élément de volume. En vertu de la linéarité des équations 
le champ réel sera égal à la somme des champs créés par tous les 
éléments de ce genre. 

La charge de dans l'élément de volume donné est, en général, 
une fonction du temps. Si l’on prend l'origine des coordonnées 
dans l'élément de volume considéré, alors la densité de charge est 
p = de(t) ô(R), où R est la distance à l’origine. De sorte que nous 
devons résoudre l'équation 

Apr -É$ = — An de (t) 6 (R). (62,5) 
Ô (R) est nul partout sauf à l’origine des coordonnées, et on a 
l’équation 
1 d92® _ 9 
Ap—-r gs — 0. (628) 
Il est évident que dans le cas considéré q est doué de symétrie 
centrale, c’est-à-dire qu’il est seulement fonction de AR. Si l’on 
écrit, par conséquent, l’opérateur de Laplace en coordonnées sphé- 
riques, (62,6) prend la forme: 
ee 
R? 0R 7) Te 2 — 

Pour résoudre cette équation, faisons la substitution = 4 (A, t)/R. 

Nous obtenons alors pour 4: 
7x 1 074 0 


Mais c'est là l'équation des ondes planes, dont la solution est 


(ef. $ 47): 
aff À) + (:+À) . 


Etant donné que nous cherchons seulement une intégrale par- 
ticulière de l'équation, il suffit de retenir une seule des fonctions f; 
et f.. Habituellement il est commode de prendre f, = 0 (voir plus 
bas). Alors le potentiel s'écrit partout, hormis l’origine: 


(2) 


p—= OR — . (62, 7) 
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La fonction x dans cette égalité est pour l'instant arbitraire ; 
choisissons-la de manière à avoir une valeur exacte pour le potentiel 
aussi bien à l’origine des coordonnées. Autrement dit, on doit choi- 
sir x de sorte que l'équation (62,5) soit satisfaite à l’origine. Il est 
facile de le faire, en remarquant que pour R + 0 le potentiel lui- 
même tend vers l'infini et que, par conséquent, ses dérivées par 
rapport aux coordonnées croissent plus vite que les dérivées par 
rapport au temps. Par conséquent, pour À —+ 0 on peut négliger 


dans l'équation (62,5) le terme +2 Cu en comparaison de A. Alors. 


elle se réduit à l'équation déjà connue (36,9), conduisant à la loi 
de Coulomb. De sorte qu’au voisinage de l'origine la formule (62,7) 
doit se ramener à la loi de Coulomb, ce qui entraîne # (t) = de (t), 


c'est-à-dire 
R 
d nn? 
- Su ar À 


Il est facile de passer de là à la solution de l'équation (62,4) 
pour une distribution arbitraire des charges p (x, y, z, t). À cét 
effet, il suffit d'écrire de = p dV (dV est l'élément de volume) 
et d'intégrer dans tout l’espace. A la solution de l'équation non 
homogène (62,4) ainsi obtenue on peut ajouter encore la solution , 
de cette équation sans second membre. De sorte que la solution 
générale a la forme: 


1 ? R , 
p (r, t)—= ( RP (r , t——) dv + Po: 
R=r—r, dV'=—dz dy’ dz, 
avec r = (x, y, z), r' = (x’, y’, z’); R est la distance entre l’élé- 
ment de volume dV et le « point d'observation » où l’on cherche 


la valeur du potentiel. Nous écrirons cette expression sous forme 
condensée : 


(62,8) 


DC dd 


Pt-RJe 
p= f RE AV + Pos (62,9) 


où l’indicet — R/c signifie que la valeur dep doit être prise à l’instant 
t — RIc, le signe prime affectant dV étant omis. 
On a d’une manière analogue pour le potentiel vecteur: 


A=T L fine ay + 40 (62,10) 
où À, est la solution de l'équation (62,3) sans le second membre. 


Les expressions (62,9-10) (sans @, et A.) sont appelées potentiels 
retardés. 
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Dans le cas de charges immobiles (c'est-à-dire où la densité p 
ne dépend pas du temps) la formule (62,9) se réduit à la formule déjà 
connue (36,8) pour le potentiel d’un champ électrostatique; en ce 
qui concerne la formule (62,10), elle se réduit (après avoir pris la 
moyenne) dans le cas d'un mouvement stationnaire des charges 
à la formule (43,5) du potentiel vecteur d’un champ magnétique 
constant. 

Les quantités p, et A, dans (62,9-10) seront déterminées de sorte 
que les conditions du problème soient satisfaites. A cet effet, il 
suffirait, évidemment, de se donner les conditions initiales, c’est-à- 
dire le champ à l'instant initial. Toutefois, on n'a pas habituelle- 
ment affaire à de telles conditions initiales. On les remplace par 
des conditions à de grandes distances du système de charges pendant 
le temps tout entier. Plus précisément, on soumet le système à un 
rayonnement extérieur donné. Dans ces conditions, le champ qui 
résulte de l'interaction de ce système avec le rayonnement ne peut 
se distinguer du champ extérieur que par le rayonnement émis par 
le système. Un tel rayonnement émis par le système doit avoir aux 
grandes distances l’aspect d'une onde qui le fuit, c'est-à-dire se 
propageant dans le sens des R croissants. Mais les potentiels retardés 
satisfont précisément à cette condition. Ainsi, ces derniers repré- 
sentent un champ issu du système, et p, et A, doivent être identifiés 
avec le champ extérieur agissant sur lui. 


$ 63. Potentiels de Liénard-Wiechbert 


Déterminons les potentiels du champ créé par une charge ponctuel- 
le accomplissant un mouvement donné sur sa trajectoire r — r, (4). 

En vertu des formules des potentiels retardés le champ est déter- 
miné au point d'observation P (x, y, z) à l’instant t par l’état du 
mouvement de la charge à l'instant antérieur t’, pour lequel le temps 
de propagation du signal lumineux du point où se trouve la charge 
ro (4) au point d'observation P coïncide justement avec la diffé- 
rence { —t’. Soit R(t) = r — ro (t) le rayon vecteur mené de la 
charge e au point P ; c'est, avec r, (t), une fonction donnée du temps. 
Alors l'instant £’ est déterminé par l'équation 


+20 4. (63,1) 
Pour chaque valeur de t cette équation n’a qu’une seule racine #1. 


1 Cette circonstance est assez évidente par clle-même, mais on peut aussi 
vérifier directement sa légitimité. Prenons a cet effet un point P de coordon- 
nées z, y, z et un instant d'observation t pour origine O d’un système quadri- 
dimensionnel de coordonnées et construisons le cône de lumière ($ 2) de sommet 
en ©. La nappe inférieure de ce cône, qui embrasse la région du « passé absolu » 
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Dans le référentiel où la particule est au repos à l'instant !", 
le champ au point d’observation à l’instant t est donné simplement 
par le potentiel coulombien, c'est-à-dire que 


€ 
P=r A0. (63.2) 


Les expressions des potentiels dans un référentiel arbitraire s’obtien- 
nent à présent en écrivant un 4-vecteur qui, pour v = 0, donnerait 
pour p et A les valeurs (63,2). Notant que, eu égard à (63,1), l’expres- 
sion (63,2) de @ peut encore s’écrire sous la forme : 


e 


P=n 
un trouve que le 4-vecteur cherché est 
Ai= nue , 6 , 
e FT (63,3) 


u* étant la 4-vitesse de la charge, R* = [c(t —t’), r —r], et 


x’, y’, 2’, t’ étant liés par la relation (63,1); celle-ci peut être notée 
sous la forme invariante: 


Passant de nouveau aux notations tridimensionnelles, on obtient 
pour les potentiels du champ créé par une charge animée d’un mou- 
vement arbitraire les expressions suivantes: 


Le e 2 ev 
TT ET 


où R est le rayon vecteur mené du point où se trouve la charge au 
point d’observation P, et toutes les quantités dans les seconds mem- 
bres des égalités devant être prises à l'instant {’ défini par (63,1). 
Les bear du champ sous la forme (63,5) sont appelés potentiels 
de Liénard-Wiechert. 

Pour calculer les champs électrique et magnétique d’après les 
fofmiüules 


” —— —— — grad p, H = rot A, 


(relativement à l'événement O) est le lieu géométrique des points d’univers 
tels qu’un signal lumineux émis par ces points atteint le point d’univers O. 
Pour ce qui est des points d’intersection de cette hypersurface avec la ligne 
d’univers du mouvement de la charge, ils correspondent précisément aux raci- 
nes de (63,1). Mais comme la vitesse d’une particule est toujours inférieure 
à celle de la lumière, sa ligne d’univers est en tout point plus inclinée sur l'axe 
des temps que le cône de lumière. Il en résulte que la ligne d’univers de la par- 
ticule ne peut couper la nappe inférieure du cône lumineux qu’en un seul point. 
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il faut dériver @ et A par rapport aux coordonnées x, y, z du point 
et au temps t d'observation. Or, les formules (63,5) expriment les 
potentiels en fonction de !{”’, et seulement au moyen des relations 
(63,1) comme fonctions implicites de x, y, z, t. Il faudra donc pour 
calculer les dérivées cherchées, calculer préalablement les dérivées 
par rapport à £{’. Dérivons la relation R (t’) = c (t — !’) par rapport 
à {; nous avons: 
ôR _ OR & __Rv ®& _ [4 _ 
TE &  _R & ( —+) 
(on obtient l'expression de 8R/ôt’ en dérivant l'identité R° — R? 
et en substituant 6R (#}/0t° — —v(t’); le signe moins provient de ce 


que R est le rayon vecteur mené de la charge e au point P, et non 
pas l’inverse). D'où 


LHEERS rm (63,6) 


D'une manière analogue, on obtient en dérivant les mêmes relations 
par rapport aux coordonnées : 


grad t’ — — À gradR (1) = —+ (Sr gradt + À) ; 
d'où 
grad t’ — —— À (63,7) 
(ES) 


A l'aide de ces formules, il n'est pas difficile de calculer les 
champs E et H. Omettant les calculs intermédiaires, nous don- 
nons le résultat obtenu : 


Tr —# e 
re LS er my ** 
x {(R-LR)xv}. (63,8) 
H—TRXE. (63,9) 


On a ici v = ôv/ôt’ ; toutes les quantités dans les seconds membres 
des égalités sont prises à l'instant t’. Il est intéressant de remarquer 


que le champ magnétique est partout perpendiculaire au champ 
électrique. 
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Le champ électrique (63,8) est formé de deux parties de caractères 
différents. Le premier terme dépend seulement de la vitesse de la 
particule (mais non pas de son accélération) et varie aux grandes 
distances comme 1/R°. Le second terme dépend de l'accélération et 
varie comme 1/R pour les R grands. Nous verrons plus bas ($ 66) 
que ce dernier terme est lié aux ondes électromagnétiques rayonnées 
par la particule. 

Le premier terme, qui est indépendant de l'accélération, doit 
<orrespondre au champ créé par une charge en mouvement uniforme. 
En effet, la vitesse étant constante, la différence 


Re—Re=Rr—v(t—t) 


est la distance R, de la charge au point d'observation à cet instant. 
Il est facile de s’assurer par une vérification directe que 


Rr—+ Rev = DATENT X R)°= RY/ 1—-% sin? (7 , 


où 6, est l'angle entre KR, et v. En définitive, on trouve que le pre- 
mier terme dans (63,8) coïncide avec l'expression (38,8). 


Problème 
Déduire les potentiels de Liénard-Wiechert par intégration dans les for- 
aules (62,9-10). 
Solution. Ecrivons la formule (62,8) sous la forme: 
Pts Le. , 
gui=[f _— 6(r—e+ ire 1) arr 


E 


fu de même pour A (r,t)], en y introduisant la fonction à, qui a pour effet 
‘éliminer les arguments implicites dans la fonction p. Pour une charge 
ponctuelle décrivant une trajectoire donnée r—ro(t), on a: 


7 


pr, t)=eôlr —ro(t)]. 
Substituant cette expression et intégrant sur dV”, il vient : 
dt 1 
pr, t)=e | Tr=n@] Ô [= ns | r—r0 (T) 1] à 
On intègre sur dt à l'aide de la formule 


ar (= ETS 


[£’ étant la racine de l'équation F (t’)—0] et on obtient la formule (63,5). 
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$ 64. Décomposition spectrale des potentiels retardés 


Le champ créé par des charges en mouvement peut être décomposé 
en ondes monochromatiques. Les potentiels d'une composante mono- 
chromatique prise séparément s'écrivent pe”, A,e-t”f. Les 
densités de charge et de courant du système donnant naissance au 
champ peuvent être également l’objet d’une décomposition spectrale. 
Il est clair qu’une composante monochromatique déterminée du champ 
est créée par les composantes correspondantes de p et j. 

Pour exprimer les composantes spectrales du champ en fonction 
des composantes des densités de charge et de courant, substituons 
dans (62,9) au lieu de @ et p respectivement qe-itf.et p, e—ivt. 
On trouve alors: 

er iott—R/c) 
Par 10 = | Po Rdv 


Divisant les deux membres par e-ï*t et introduisant la valeur 
absolue du vecteur d'onde À —w/c, nous obtenons : 


iRR 
Po= | Pe 7 dP. (64,1) 
On obtient d’une manière analogue pour A, : 
: eièR 


Notons que la formule (64,1) représente la généralisation de la 
solution de l'équation de Poisson pour une équation plus générale 
de la forme : 


AP + k°Qu = — ATP (64,3) 


(déduite de l'équation (62,4) lorsque p, ® dépendent du temps par 
l'intermédiaire du facteur e-ivt). 
Dans le développement en intégrale de Fourier la composante 
de Fourier de la densité de charge est 
+0 
Po = f peiot dt. 


Substituant cette expression dans (64,1), on trouve : 
oo 
qu= | [-Herram ay a. (64,4) 


Ici, il faut encore passer d’une distribution continue de la densité 
de charge à des charges ponctuelles, du mouvement desquelles 
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il est virtuellement question. Ainsi, si l’on a en tout une seule charge 
ponctuelle, on pose : 


p—=eôtr—ro(t)], 
où r, (£) est le rayon vecteur de la charge, qui est une fonction donnée 


du temps. Substituant cette expression dans (64,4) et intégrant 
selon dV [ce qui revient à remplacer r par r, (t)l, on obtient: 


+ 
Po = € f FG etult+R(H/e] ge, (64,5) 
—o 


où maintenant R({t) est la distance de la particule en mouvement 
au point d'observation. D'une manière analogue, on obtient pour 
le potentiel vecteur : 


+oo 
A = c | ro eiolt+R(t)/e] dé, (64,6) 


—œ 


où v=r(t) est la vitesse de la particule. 

Des formules analogues à (64,5-6) peuvent être écrites aussi dans 
le cas où le développement spectral des densités de charge et de 
courant contient une série discrète de fréquences. Ainsi, pour le 
mouvement périodique (de période T = 2x/w,) d'une charge ponc- 
tuelle, la décomposition spectrale du champ ne contient que des 
fréquences de la forme rw, et les composantes correspondantes du 
potentiel vecteur sont 

T 
A=-+ | Fe einwlt+R()/e] dt (64,7) 
ci) 


(et d’une manière analogue pour @,). Dans les cas (64,6-7) les com- 
pésantes de Fourier sont déterminées conformément au $ 49. 


PC À 


Problème 


Décomposer le champ d’une charge en mouvement rectiligne uniforme 
en ondes planes. 

Solution. Nous procéderons comme au $ 51. Ecrivons la densité 
de charge sous la forme p = ed (r — vt), où v est la vitesse de la particule. 
Prenant la composante de Fourier de l’équation D = — 4xeô(r — vit), on 
trouve : 


(Opyx=—Ane.e ici, 


Par ailleurs, de 


ES {kr ask 
we Î © Ty 
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aous avons : 
; 1 x 
Oh ps - 
De sorte que 
1 Pr i(kv)t 
re thpumne Tr, 
d'où en définitive: 
‘ e—ituv)t 
Pr GR SONT TT . 
e®. 


Ceci montre qu’une onde du vecteur d'onde k possède la fréquence w—kv. 
On trouve d'une manière analogue pour le potentiel vecteur : 


âne ve itv)t 


Ax= : 
c < kv\2 
#—(—) 
On a, enfin, pour le champ: 
itkv sk + = ; 
Ex = —ikp,+ A,= ire iv 


G 2— =) 
[4 


4 je 
H,=ik X Ag=t Me x iv 


$ 65. Fonction de Lagrange limitée aux termes du second ordre 


En mécanique classique un système de particules en interaction 
peut être décrit à l’aide d'une fonction de Lagrange dépendant 
seulement des coordonnées et des vitesses de ces particules (à un 
seul et même instant). Une telle possibilité est due, somme toute, 
à la circonstance qu’en mécanique la vitesse de propagation des 
interactions est supposée infinie. 

Nous savons déjà qu’en vertu de la limitation de la vitesse de 
transmission des interactions le champ doit être considéré comme un 
système indépendant, possédant ses propres « degrés de liberté ». 
Il en résulte que si l'on a un système de particules en interaction 
(de charges), on doit pour décrire ce système le considérer comme 
étant constitué par ces particules et le champ. Ceci étant, quand on 
tient compte de la limitation de la vitesse de transmission des inter- 
actions, il est impossible de donner une description rigoureuse d’un 
système de particules en interaction au moyen d’une fonction de 
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Lagrange dépendant seulement des coordonnées et des vitesses des 
particules et ne contenant aucune grandeur liée avec les « degrés 
de liberté » propres du champ. 

Toutefois, lorsque les vitesses v de toutes les particules sont 
petites par rapport à la vitesse de la lumière, alors le système de char- 
ges peut être décrit au moyen d’une certaine fonction de Lagrange 
approchée. En outre, il apparaît possible d'introduire la fonction 
de Lagrange décrivant le système non pas forcément en faisant 
abstraction de toutes les puissances de v/c (fonction de Lagrange 
classique), mais en se limitant aux termes d'ordre v?/c?. Cette der- 
nière circonstance est due au fait que le rayonnement d'ondes électro- 
magnétiques par les particules en mouvement (et, partant, la nais- 
sance d'un champ «indépendant ») n'apparaît qu'en troisième appro- 
ximation en v/c (cf. ci-dessous, $ 67) !. 

Remarquons préalablement qu'à l’approximation zéro, c'est-à- 
dire quand on omet complètement le retard des potentiels, la 
fonction de Lagrange pour un système de charges s'écrit : 


mabà a 
LO — » — > << (65,1) 
a> 


(la sommation est étendue aux charges constituant le système). 
Le second terme est l'énergie potentielle d'interaction telle qu’elle 
serait pour des charges immobiles. 

Pour obtenir l'approximation suivante, procédons ainsi. La 
fonction de Lagrange pour une charge e, se trouvant dans un champ 
extérieur est 


La= — mc Vient ave. (65,2) 


Choisissant une charge quelconque du système, nous définirons les 
patentiels du champ créé par toutes les autres charges au point où 
‘se trouve la première et nous les exprimerons en fonction des coor- 
données et des vitesses des charges créant ce champ (justement, 
Ceci ne peut être fait qu’approximativement: @ étant limité aux 
termes de l'ordre de v?/c? et À aux termes de l’ordre de v/c). Substi- 
tuant les expressions ainsi obtenues pour les potentiels dans l’expres- 
sion de L, donnée ci-dessus, on obtient la fonction de Lagrange 
pour l'une des charges du système (le mouvement des autres étant 
donné). D'où l’on peut trouver sans difficulté L pour le système 
tout entier. 


1 Dans des cas particuliers, l'apparition du rayonnement peut être repous- 
sée à la cinquième approximation en v/c; dans ce cas, il existe une fonction 
de Lagrange aux termes du cinquième ordre près en w/c (cf. prob. 2 $ 75). 
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Nous partirons des expressions des potentiels retardés: 


A | “Rte dy, A=+ Î ie dy. 
Si les vitesses de toutes les charges sont petites par rapport à la 
vitesse de la lumière, alors la distribution des charges ne varie pas 
notablement pendant le temps R/c. Par conséquent, on peut déve- 
lopper pr-ry et ÿr-r« en série des puissances de R/c. On trouve 
ainsi pour le potentiel scalaire, aux termes du troisième ordre près: 


= Fi ET Jrd+e TE) | Rav 


(p sans indices est pris à l’instant {; on peut évidemment sortir les 
signes de dérivation par rapport au temps de sous le signe somme). 


Mais | p dV est la charge totale constante du système. Il en résulte 


que le second terme dans nn obtenue est nul, de sorte que 


dv : 
frire = | Rpdr. (65,3) 


On peut procéder de la même façon pour A. Mais l'expression 
du potentiel vecteur en fonction de la densité de courant contient 
déjà 1/c, et après substitution dans la fonction de Lagrange est 
multipliée encore une fois par 1/c. Etant donné que nous cherchons 
la fonction de Lagrange aux termes du troisième ordre près, il suffit 
dans le développement de A de se borner au premier terme, c'est-à- 
dire 


A=T E: 2 av (65,4) 


(nous avons substitué j= pv). 
Supposons en premier lieu que le champ soit créé par une seule 
charge ponctuelle e. Nous avons alors de (65,3) et (65,4) : 


e OR ev 
PRÉ RER AR 
où À est la distance à la charge. 


Prenons au lieu de @ et A d’autres potentiels ’ et A’ et effec- 
tuons la transformation de (cf. $ 18): 


à , 
p =p—+ À, A'= A + grad f, 
où l’on prend pour f la fonction 


e ÔR 
= x : 


(65,5) 
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Il vient alors!: 


Pour calculer A’, remarquons que V ei VR. L'opération V 


est appliquée ici aux coordonnées du point d'observation, où l’on 
cherche la valeur de A’. Il en résulte que le gradient VR est égal 
au vecteur unité n dirigé de la charge e au point d'observation, de 
sorte que ° 


Puis écrivons : 


Mais la dérivée —R, le point d'observation étant donné, est la 


vitesse v de la charge, et on détermine facilement la dérivée À en 
dérivant l'identité R? — R?, c'est-à-dire en écrivant: 


RR=RR= —Rv. 
De sorte que 


= —v+nt(nv) . 


Substituant cette expression de A’, nous obtenons en définitive: 


=, An (65,6) 
Lorsque le champ est créé non par une charge mais par plusieurs, 
il faut, évidemment, sommer ces expressions par rapport à toutes 
les charges. 

‘Les substituant ensuite dans (65,2), on trouve la fonction de 
Lagrange L, de la charge e, (le mouvement de toutes les autres charges 
étänt donné). I1 faudra alors développer aussi le premier terme dans 
(65,2) en puissances de v,/c, en se limitant aux termes du second ordre. 
De sorte qu’on trouve: 


Malà 14 Maté eb 
Le ae a a2)REt 
e le 
Fos 2 [Va Vo + (Vanab) (Vinat)] 


1 Ces potentiels ne vérifient plus la condition de Lorentz (62,1), et donc 
les équations (62,3-4) non plus. 
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(la sommation est étendue à toutes les charges, sauf e, ; ne est le 
vecteur unité de la direction de e, à €). 

D'où il n'est plus difficile de trouver la fonction de Lagrange 
pour le système tout entier. On conçoit aisément que cette fonction 
ne soit pas égale à la somme L, pour toutes les charges, mais qu'elle 
ait la forme: 


Dr Fe DE 
a>b 
+ D 5er lYavo-+ (Vanar) (Vénas)]. (65,7) 
a>b 


En effet, pour chacune des charges, le mouvement des autres charges 
étant donné, cette fonction devient la fonction L, écrite ci-dessus. 
L'expression (65,7) est la fonction de Lagrange cherchée du système 
de charges aux termes du troisième ordre près (obtenue pour la 
première fois par Darwin, 1922). 

Enfin, déterminons encore la fonction d’Hamilton pour un 
système de charges avec la même approximation. On pourrait pro- 
céder en appliquant les règles générales permettant de trouver $£ 
d'après L; cependant, il est plus simple de procéder comme suit. 
Les deuxième et quatrième termes dans (65,7) représentent une petite 
correction à L(? (65,1). Par ailleurs, on sait de la mécanique que L 
et £ variant peu, leurs accroissements ont la même valeur absolue 
et des signes contraires (la variation de ZL étant considérée pour des 
coordonnées et des vitesses données, et la variation de 4 pour des 
coordonnées et des impulsions données; cf. 1 $ 40). 

On peut, par conséquent, écrire £ immédiatement, déduisant de 


CA 
re es E_ + D Pa 


a >b 


les mêmes second et quatrième termes de (65,7), en y remplaçant 
préalablement les vitesses par les impulsions en se servant des rela- 
tions de première approximation v, = p./m,. De sorte que 


P£ Cae Pè 
ä — DES +2 re 2 2m 


8c2mSa 


— > DR 5 [PaPe + (Pañab) (penas)]. (65.8) 
a>b 
15—249 


226 CHAMP DE CHARGES EN MOUVEMENT 


Problèmes 


1. Déterminer (aux termes du troisième ordre près) le centre d'inertie d’un 
système de particules en interaction. 

Solution. Le problème se résout le plus simplement par application 
de la formule 


D Eara+ | Wrav 
RE 
D'éat+\Wav 


[cf. (14,6)], où € est re cinétique de la particule (y compris son énergie 
de repos) et W la densité d'énergie du champ créé par les particules. Etant 
donné que les #, contiennent les quantités grandes mc°, il suffit pour obtenir 
l'approximation suivante de retenir dans €, et W seulement les termes ne con- 
tenant pas c, c'est-à-dire l'énergie cinétique non relativiste des particules et 
l'énergie du champ électrostatique. On a: 


PS MR . 
wrav = feras [oo rd= 


nl q° 1 Lu 1 re 

= j (a+) [rar | me ral 
l'intégrale étendue à la surface à l'infini s'évanouit ; la seconde intégrale se 
transforme également en intégrale de surface et s’évanouit aussi, et dans la 
troisième on substitue Ap = — 4np. Cela donne: 


: 1 1 
| WrdV ni) [ por d=— > €aPala)r 
a 


où q est le potentiel créé au point r, par toutes les charges, sauf e, 1. 
On trouve en définitive : 


= 1 ° Pa €a ! _e 
=gDr(mits + 2) 
b 
thmmation par rapport à tous les b, sauf b=—a), où 
+. e Pa Catb 
s=X(mer +2 4) 
a a>b 


est l'énergie totale du système. Ainsi, à l’approximation considérée, les coor- 
données du centre d'inertie peuvent être exprimées effectivement en fonction 
des quantités se rapportant uniquement aux particules. 

J Ecrire la fonction d’'Hamilton en deuxième approximation pour un 
système de deux particules, en y excluant le mouvement du système considéré 
comme un tout. 

Solution. Prenons un référentiel dans lequel la somme des impulsions 
des deux particules est nulle. Ecrivant les impulsions comme dérivées de l'ac- 


PR 


1 L’exclusion du champ propre des particules correspond à la « renormali- 
sation » des masses (voir note p. 123). 
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_ 


tion, nous avons: 


28 CA) 
Pi + P2= ei Fo =0. 
Ce qui montre que, dans le référentiel considéré, l’action est une fonction de la 
différence r — r> — r, des rayons vecteurs des deux particules. On a, par con- 


séquent, p2 = — p, = p, où p — 0S/ôr est l'impulsion du mouvement relatif 
des particules. 


La fonction d'Hamilton est 


A ER DO ELLES ut PAL OR 28 PER LES 
æ=+(— +a)+ r 8c2 (sta) LP? + (pn}?]. 


CHAPITRE IX 


RAYONNEMENT D'ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


$ 66. Champ d'un système de charges aux grandes distances 


Considérons le champ créé par un système de charges en mouve- 
ment à des distances grandes par rapport aux dimensions propres 
du système. 

Choisissons l'origine des coordonnées en un point quelconque O 
à l’intérieur du système de charges. Soient R, le rayon vecteur mené 
de O au point d'observation P du champ et n le vecteur unité de cette 
direction. Soient encore r le rayon vecteur de l'élément de charge 
de = p dV et R le rayon vecteur joignant de au point P ; il est évi- 
dent que R = Ro — r. 

À de grandes distances du système R, > r et on a approximati- 
vement : 

R=]|R—r|Æ Ro—nr. 


Substituons ceci dans les formules (62, 9-10) des potentiels retardés. 
Dans les dénominateurs des expressions sous les signes d'intégration, 
on peut négliger rn par rapport à R5. On ne pourra pas négliger ce 
terme dans { — R/c en général ; une telle possibilité est déterminée 
ici non pas par les grandeurs relatives de Ro/c et rn/c, mais par les 
varlations de p et j pendant le temps rn/c. Etant donné que pendant 
l'intégration R, est une constante et qu'on peut le sortir de sous le 
sine somme, on trouve pour les potentiels du champ à de grandes 
distances du système de ed les expressions suivantes: 


À | p, ae (66,1) 
W= | dv (66.2) 
” 1, _ Eu + = ù de 


A des distances suffisamment grandes du système, le champ peut 
être considéré, dans des régions assez petites, comme une onde plane. 
Il faut à cet effet que les distances soient grandes non seulement 
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par rapport aux dimensions du système, mais encore par rapport 
aux longueurs des ondes électromagnétiques rayonnées par le système. 
Une telle région est dite zone d'ondes de rayonnement. 

Dans une onde plane les champs E et H sont liés entre eux par 
la relation (47,4) E — H X n. Etant donné que H = rot A, il 
suffit pour déterminer complètement le champ dans la zone d’ondes 
de calculer seulement le potentiel vecteur. Nous avons dans une 


onde plane H — À x n'c cf. (47,3)], où le point sur une lettre 
indique la dérivation par rapport au temps !. Ainsi, connaissant A, 
on trouve Het E d'après les formules ? 


H={ À: n, E=<(Âxn)xn. (66,3) 


Notons qu'aux grandes distances le champ est inversement 
proportionnel à la distance RQ au système rayonnant. Il faut noter 
de même que le temps t entre dans les expressions (66,1-3) partout 
en combinaison & — R/c avec la distance Ro. 

Pour le rayonnement d’une charge ponctuelle en mouvement 
arbitraire il est commode d'avoir recours aux potentiels de Liénard- 
Wiechert. A des distances grandes on peut remplacer dans la formule 
(63,5) le rayon vecteur variable R par la quantité constante Ro, et il 
faut poser dans la condition (63,1) déterminant t, R = Ro — 
— ron {rs (ét) est le rayon vecteur de la charge]. De sorte que * 


FE RPREC LA ES (66,4) 
RQ ( 4-0) 


où £” est déterminé par l'égalité 
t—Lnfin=t- À. (66,5) 


Les ondes électromagnétiques rayonnées par le système emportent 
avec elles une énergie déterminée. Le flux d'énergie est donné par 
le vecteur de Poynting, qui est dans une onde plane 


1 On peut aussi vérifier directement cette formule dans le cas donné en cal- 
culant le rotationnel de l'expression (66,2), les termes en 1/R2 étant négligés 
par rapport au terme —1/Ro. 


# La formule E — — A/c [cf. (47,3)] n’est pas applicable ici, étant donné 
que les potentiels q, A ne vérilient pas les conditions supplémentaires auxquel- 
les ils étaient assujettis au $ 47. 

.. 3 Dans la formule (63,8) pour un champ électrique l’approximation exami- 
née se traduit par le fait qu'on néglige le premier terme par rapport au second. 
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On détermine l'intensité dI du rayonnement”dans l’élément d'angle 
solide do comme la quantité d'énergie traversant en l'unité de temps 
l'élément df — R°do d’une surface sphérique de centre à l’origine 
des coordonnées et de rayon Ro. Cette quantité est égale, ilest 
évident, à la densité du flux d'énergie S multipliée par df, c'est-à- 
dire que l’on a: 


H® De 
dl = c pr R° do. (66,6) 


Etant donné que le champ H est inversement proportionnel à Ro, 
on voit que la quantité d'énergie rayonnée par le système en l'unité 
de temps dans l’élément d'angle solide do est la même pour toutes 
les distances (la différence { — Rô/c étant la même). Il doit en être 
ainsi, bien entendu, car l'énergie rayonnée par le système se propage 
dans le milieu ambiant avec la vitesse c et nulle part elle ne s’accu- 
mule ni s’évanouit. 

Etablissons les formules pour la décomposition spectrale du 
champ des ondes rayonnées par le système. On peut les obtenir 
directement des formules du $ 64. Substituant dans (64,2) R = Ro — 
— rn (dans le dénominateur de l’expression sous le signe somme, on 
peut se borner à la substitution À = R:), on obtient pour la com- 
posante de Fourier du potentiel vecteur: 

_ a jue—ixr dV (66,7) 
? cRo 


(où k — kn). Les composantes H, et E, sont déterminées par les 
formules (66,3). Remplaçant dans ces formules H, E, A respecti- 
vement par He-ivt, Ese-fwf, Ae-iwt et supprimant ensuite le 
terme e—iv!, nous obtenons: 


H,=ikx Au  Eu=k x (A Xk). (66,8) 
._ Parlant de la distribution spectrale de l’intensité du rayonne- 
ment, il importe de distinguer les développements en intégrale et 
en série de Fourier. On a affaire à l'intégrale de Fourier lorsqu'il 
s’agit du rayonnement accompagnant les chocs de particules char- 
gées. Alors il y a intérêt à considérer la quantité totale d'énergie 
rayonnée pendant le temps du choc (et respectivement perdue par 
les particules en collision). Soit d£,., l'énergie de rayonnement 
dans l’élément d'angle solide do sous forme d'ondes, avec des fré- 
quences comprises dans l'intervalle dw. En vertu de la formule 
générale (49,8), la part du rayonnement total relatif à l'intervalle 
de fréquence dw/2x s'obtient de l'expression ordinaire de l'intensité 
en remplaçant le carré du champ par le carré du module de sa com- 
posante de Fourier et en multipliant en même temps par 2. Par 


CHAMP D'UN SYSTÈME DE CHARGES AUX GRANDES DISTANCES 231 


conséquent, on a au lieu de (66,6): 
FA d 
dE = | Ho |? R3 do + - (66,9) 


Si les charges accomplissent un mouvement périodique, alors le 
champ de rayonnement doit être développé en série de Fourier. En 
vertu de la formule générale (49,4), l'intensité d'une composante du 
développement en série de Fourier se déduit de l'expression ordinaire 
de l'intensité en remplaçant le champ par sa composante de Fourier 
et en multipliant en même temps par 2. De sorte que l'intensité du 
rayonnement dans l'élément d'angle solide do avec la fréquence 
© —= no est 


din = |Hn [°R$ do. (66,10) 


Enfin, écrivons les formules définissant les composantes de 
Fourier du champ de rayonnement directement en partant du mou- 
vement des charges rayonnantes. On a pendant le développement en 
intégrale de Fourier: 

+0 
jo = jeivt dt. 


— 00 


Substituant ceci dans (66,7) et passant ensuite de la distribution 
continue des courants à une charge ponctuelle décrivant la trajectoire 
ro = ro(t) (cf. $ 64), nous avons: 

SikRo 


+00 
° S 
Av = RE | ev (t) eilut—kro (9)] gt. (66,11) 


De v=—dr;/dt on tire vdt=dr,, et cette formule peut être recopiée 
sous forme d'intégrale curviligne le long de la trajectoire de la 
charge : 


= eikRe i(ot—kro) g 

A, =e A )° To. (66,12) 
La composante de Fourier du champ magnétique s'écrit, en vertu 
de (66,8), sous la forme: 
iwet#Ro 
c°Ro 


Si la charge accomplit un mouvement périodique sur une tra- 
jectoire fermée, alors le champ se développe en série de Fourier. On 
obtient les composantes du développement en remplaçant dans les 
formules (66,11-13) l'intégration sur le temps tout entier par une 


H, =e 


eltwt—kro)n X dro. (66,13) 
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médiation sur la période 7 du mouvement (cf. définitions au $ 49). 
Ainsi, on a pour la composante de Fourier du champ magnétique 
de fréquence © = nwoo = 2nnr/T 


2nineikRo Fr. 
Her Î SL 
ineirR 
Te ue £ CPR dro- (66,14) 


S 


La seconde intégrale est étendue à l'orbite fermée de la particule. 


Problème 


Déduire l’expression quadridimensionnelle pour la décomposition spectrale 
de la 4-impulsion rayonnée au cours du mouvement d’une charge sur une tra- 
jectoire donnée. 


Solution. Portant (66,8) dans (66,9) et considérant qu'en vertu de la 
condition de Lorentz (62,1) kpys = kA+, on trouve: 


n c =: x do 
d'Env = (2 | Au —1kA [?) À do Re 


ke 2 2) R3 do 2 — 
= 57 A7 (I Au F—] qu |?) Ré do = 


do 

2x | 

Mettant le 4-potentiel 4;, sous une forme analogue à (66,12), on obtient : 
ke 


2 
dEno = DT ET 5 xX:XÉ* do dk, 


C 
= —?n k2 A1 AR do 


x? désignant le 4-vecteur 


“= | exp (—ikyxl) dzi, 
{ 
l'intégrale étant prise sur la ligne d’univers de la particule. Enfin, passant 
aux notations quadridimensionnelles [notamment à l'élément de 4-volume 
dans l’espace k, cf. (10,1a)], on obtient pour la 4-impulsion rayonnée l’expres- 
sion” suivante : 


È ki à m) dé 


$ 67. Rayonnement dipolaire 


On peut négliger le temps rn/c dans les expressions sous les 
signes d'intégration des potentiels retardés (66,1-2) si la distribu- 
tion des charges varie peu pendant ce temps. On trouve facilement 
les conditions dans lesquelles ceci a lieu. Soit 7 un ordre de gran- 
deur du temps au cours duquel la distribution des charges dans le 
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système varie notablement. Le rayonnement de ce système aura, 
évidemment, une période de l’ordre de T (c'est-à-dire une fréquence 
de l’ordre de 1/T). Soit encore a l'ordre de grandeur des dimensions 
du système. On a alors pour le temps rn/c — a/c. Pour que la dis- 
tribution ne varie pas sensiblement en ce laps de temps, il faut que 
a/c & T. Mais cT n'est autre que la longueur À de l'onde émise. 
De sorte que la condition a «£ cT peut être mise sous la forme: 


a LA. (67,1) 


c'est-à-dire que les dimensions du système doivent être petites 
par rapport à la longueur de l’onde rayonnée. 

Notons que la condition (67,1) peut être obtenue aussi de (66,7). 
Dans l'expression sous le signe somme r varie dans un intervalle 
de l’ordre de grandeur des dimensions du système, étant donné 
que j est nul en dehors du système. Il en résulte que l’exposant ikr 
est petit et peut être négligé pour des ondes telles que ka & 1, 
ce qui équivaut à (67,1). 

On peut recopier cette condition sous une autre forme encore en 
remarquant que T — a/v, de sorte que À — calv, si v est l'ordre de 
grandeur de la vitesse des charges. Nous obtenons alors de a « À: 

v<c, (67,2 
c'est-à-dire que les vitesses des charges doivent être petites par 
rapport à la vitesse de la lumière. 

Nous supposerons cette condition réalisée et nous étudierons le 
rayonnement à des distances du système rayonnant grandes par 
rapport à la longueur d'onde (donc grandes, en tout cas, par rapport 
aux dimensions du système). Comme il a été indiqué au $ 66, à de 
telles distances le champ peut être assimilé à une onde plane, et 
il suffit pour le définir de calculer seulement le potentiel vecteur. 

Le potentiel vecteur (66,2) s'écrit maintenant : 


1 L > ae 
A=-7 (iv av, (67,3) 


où le temps est t’—t—Rjic et ne dépend plus des variables 
d'intégration. Substituant j—pv, recopions (67,3) sous la forme: 


A= (Der) ; 


où la sommation est étendue à toutes les charges du système ; 
pour abréger l'écriture, nous omettrons l'indice £’: toutes les quan- 


tités dans les seconds membres seront prises à l'instant {’. Or, 


Dev=+ Der=d, 
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où d est le moment dipolaire du système. De sorte que 
Aa. (67,4) 


On trouve au moyen des formules (66,3) que le champ magnétique 
est 


LS = 
H= 27 dxn, (67,5) 


s 


et le champ électrique 
1 CE] - = 
E=-z7% (dxn)xn. (67,6) 


Notons qu'à l'approximation considérée le rayonnement est 
défini par la dérivée seconde du moment dipolaire du système. Un 
tel rayonnement est dit dipolaire. 


Etant donné que d = Ÿer, on a d — Ÿev. Ainsi, les charges 
ne peuvent rayonner que si elles possèdent une accélération. Les 
charges en mouvement uniforme ne rayonnent pas. Ceci résulte 
d’ailleurs du principe de relativité, car une charge en mouvement 
uniforme peut être considérée dans un référentiel galiléen où elle 
se trouve au repos, et on sait que les charges immobiles ne rayonnent 
pas. 
Substituant (67,5) dans (66,6), on obtient l'intensité du rayon- 
nement dipolaire: 


.. 
- 


dl = (d x n)® do = 


7c3 


Zxcs Sin° 6 do, (67,7) 
où 6 est l'angle entre les vecteurs d et n. C’est la quantité d'énergie 
rayonnée par le système en l’unité de temps dans l'élément d’angle 
solide do; notons que Ia distribution angulaire du rayonnement est 
domée par le facteur sin° 6. 

Substituant do = 2x sin 046 et intégrant sur d6 de O à x, on 
obtient le rayonnement total 

2 +2 


I=- d. (67.8) 
Dans le cas d’une seule charge se mouvant dans un champ extérieur 


on a d =er et d — ew, où west l'accélération de la charge. Ainsi. le 
rayonnement total d’une charge en mouvement est 


Je, (67,9) 


3c3 


Notons qu'un système fermé constitué de particules dont le 
rapport de la charge à la masse est le même pour toutes les particules 
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ne peut rayonner (dipolairement). En effet, le moment dipolaire 
d’un tel système est 


d — » er— D < mr= const > mr, 


où la constante est le rapport de la charge à la masse, le même pour 
toutes les particules. Or, > mr — R Ÿ» m où R est le rayon vecteur 
du centre d'inertie du système (rappelons que l’on a pour toutes les 
vitesses v < c, de sorte que la mécanique non relativiste est appli- 


cable). Il en résulte que d est proportionnel à l'accélération du centre 
d'inertie, c'est-à-dire qu'il est nul, du fait que le centre d'inertie 
est animé d’un mouvement uniforme. 

Ecrivons encore les formules de la décomposition spectrale de 
l'intensité du rayonnement dipolaire. Pour le rayonnement résul- 
tant d'une collision, introduisons la quantité d€, d'énergie rayon- 
née pendant toute la durée de la collision sous forme d'ondes de 
fréquences dans l'intervalle dw/2x (cf. $ 66). On l’obtient en rem- 


plaçant dans (67,8) le vecteur d par sa composante de Fourier de 
et en multipliant en même temps par 2: 


4 . ” d 
dEn= ges (du) 5 - 


On a d'après la définition de la composante de Fourier : 


de-tut — _. (due-i9!) = — wdye-ivt, 


d'où dy = —&*d,. De sorte que l’on obtient: 
4 L.2 
dE | de [7 . (67,10) 


Dans le cas d’un mouvement périodique de particules, on obtient 
d'une manière analogue l'intensité du rayonnement de fréquence 
w=—=n@, sous la forme : 

dns ee 
Rd (67,11) 


3c3 


Problèmes 


1. Déterminer le rayonnement d’un dipôle d tournant dans un plan avec 
la vitesse angulaire constante Q !. Ù 


1 Le rayonnement d'un rotateur et d’une toupie symétrique doués de 
moment dipolaire se rapporte à ce cas. Dans le premier cas le rôle de d est joué 
ar le moment dipolaire total du rotateur, et dans le second, par la projection 
Eu moment dipolaire de la toupie dans le plan perpendiculaire à l'axe de sa 
précession (c’est-à-dire à la direction du moment total de la rotation). 
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Solution. Prenant pour plan de rotation le plan zy, nous avons: 
dx = do cos Qt, dy = do sin Qt. 


Etant donné que ces fonctions sont monochromatiques, le rayonnement sera 
également monochromatique et de fréquence w = Q. D'après la]formule (67,7) 
on trouve pour la distribution angulaire moyenne du rayonnement (relative- 
ment à la période de rotation): 


— di 
=" ({Lcos? 
di Bnes a L cos? Ô) do, 
où Ô est l'angle entre la direction n du rayonnement et l'axe des z. Le 
rayonnement total est 
+ _ 2439! 
Or 


La polarisation du rayonnement est déterminée par la direction du vecteur 


d X n=— «°n X d. Projetant ce vecteur sur le plan nz et sur la direction per- 
pendiculaire à ce plan, on trouve que le rayonnement est polarisé elliptiquement, 
avec pour rapport des demi-grands axes n. — cos Ÿ ; notamment, le rayonne- 
ment dans la direction de l’axe des : est polarisé circulairement. 

2. Déterminer la distribution angulaire du rayonnement d’un système 
de charges animé d'un mouvement d'ensemble de vitesse v si l’on connaît la 
distribution dans le référentiel où le système, considéré comme un tout, est 
au repos. 

Solution. Soit 


dl'=f (cos 0’, p’) do’, do’ = d (cos 8”) dy’ 


l'intensité du rayonnement dans le référentiel K’ lié au système de charges 
en mouvement (6”, p’ sont les angles de coordonnées polaires, l’axe polaire 
étant dirigé selon le mouvement du système). L'énergie dé rayonnée dans le 
temps dt dans le système immobile (du laboratoire) X est liée au rayonnement 
d'énergie dé’ dans X” par la transformation 


rm 0 FE 
V8 me 
pr c= c« 


(l'impulsion du rayonnement progressant dans une direction donnée est liée 
à son énergie par la relation | dP | — dé/c). Les angles polaires 6, 6’ de la 
direction du rayonnement dans les systèmes X et K’ sont liés par les formules 
(,6) (on a pour les azimuts @ — @’). Enfin, il correspond au temps d!’ dans 
le système Æ” le temps dt = dt’/V/1 — V=/c? dans le système X. On trouve 
en définitive pour l'intensité d/ — d'é/dt dans le système K: 


2 \2 
(:- 5 ] cos 87 
= — {| ———— ,9 lé. 
3 
(1——<c050) 1— 2 cos 8 
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Ainsi, pour un dipôle se mouvant dans la direction de son axe, f— 
— const-sin? 0’, et la formule obtenue donne: 


(1) sin? 0 
di = const ———— — do. 
(1-2 cos o) 


$ 68. Rayonnement dipolaire pendant les chocs 


Dans les problèmes de rayonnement de choc (appelé rayonnement 
de freinage) on a rarement à étudier le rayonnement dû au choc de 
deux particules décrivant des trajectoires déterminées. On a habi- 
tuellement à considérer la diffusion d'un faisceau tout entier de 
particules qui se déplacent parallèlement, et le problème consiste 
à déterminer le rayonnement total rapporté à l'unité de densité de 
flux des particules. 

Si la densité du flux de particules dans le faisceau est égale 
à l'unité (c'est-à-dire s’il passe une particule en l'unité de temps 
à travers l'unité de section du faisceau), alors le nombre de particu- 
les dans le faisceau dont le « paramètre d'impact » est compris entre 
p et p + dp,est égal à 2xp dp (l'aire de l'anneau délimité par les 
cercles de rayons p et p + dp). Il en résulte que le rayonnement total 
cherché sera obtenu en multipliant le rayonnement total AË€ d'une 
particule (de paramètre d'impact donné) par 21p dp et en intégrant 
-en dp de 0 à oc. La quantité ainsi définie a la dimension du produit 
de l'énergie par l'aire. Nous l'appellerons rayonnement efficace 
{par analogie avec la section efficace de diffusion) et nous la dési- 
gnerons par %: 


x = f AE -2np dp. (68.1) 
0 


‘On peut définir de la même manière le rayonnement efficace dans 
un élément d'angle solide do déterminé, dans un intervalle déter- 
miné de fréquences dw et ainsi de suite !. 

Etablissons une formule générale définissant la distribution 
angulaire du rayonnement lorsqu'un faisceau de particules est 
diffusé dans un champ central symétrique, en supposant le rayon- 
nement dipolaire. 


1 Lorsque la quantité à intégrer dépend de l'angle sous lequel se trouve 
la projection du moment dipolaire de la particule dans le plan de la section 
transversale du flux, il convient alors d’en prendre préalablement la moyenne 
pe rapport à toutes les directions dans ce plan, et c'est seulement après qu'on 
a multipliera par 2:1p4p et l'intégrera. 
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L'’intensité du rayonnement (à chaque instant) d'une particule 
est donnée par la formule (67,7), dans laquelle d est le moment 
dipolaire de la particule par rapport au centre de diffusion !. Pre- 
nons d'abord la moyenne de cette expression sur toutes les directions 


du vecteur d dans le plan de la section transversale du faisceau. 
Etant donné que (d x n)° = d' — (nd}’, il conviendra de prendre 


la moyenne seulement de la quantité (nd). En vertu de la symétrie 
centrale du champ diffusant et du parallélisme du faisceau incident 
de particules, la diffusion (et avec elle le rayonnement) possède 
une symétrie axiale par rapport à un axe passant par le centre. 
Prenons-le pour axe des x. Par raison de symétrie il est évident que 


les premières puissances de d,, d, s’annulent quand on en prend les 
moyennes, et comme on ne pren pe la moyenne de d,, nous avons: 


Ed de 20, 


Par ailleurs, les valeurs moyennes de d, et d, sont égales, de sorte 
que 


Compte tenu de tout cela, on trouve sans peine: 


1 2 


(d x n)®= + (d +d)++ (4 — 3d;) cos’0, 


où 6 est l'angle entre la direction n du rayonnement et l'axe des x. 
Intégrant l'intensité par rapport au temps et au paramètre 

d'impact, on obtient finalement l'expression suivante, déterminant 

letrayonnement efficace en fonction de la direction: 


den = pes (A+ B LE), (68,2 
où” 
2 œ a N co © 
A=+ | fa dt 2np dp, B=+ | (d'—3d;) dt 2npdp. (68,3) 
0 —æ U —æœ 


Le second terme dans (68,2) a été écrit sous une forme telle qu'il 
s'annule quand on en prend la moyenne par rapport à toutes les 


1 En fait, il s’agit habitucllement du moment dipolaire de deux jarticu- 
les — des particules diffusée et diffusante — par rapport à leur centre d'inertie 
commun. 
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directions, de sorte que le rayonnement efficace total est x — A/c3. 
Remarquons le fait que la distribution angulaire du rayonnement 
est symétrique par rapport au plan passant par le centre de diffu- 
sion perpendiculairement au faisceau — l'expression (68,2) ne change 
pas lorsqu'on change 0 en x — 6. Cette propriété est spécifique du 
rayonnement dipolaire et on la perd quand on passe à des approxi- 
mations supérieures en v/c. 

L'intensité du rayonnement de freinage peut être divisée en 
deux parties: en intensité de rayonnement polarisé dans le plan 
d'émission passant par l'axe des x et la direction n (appelons-le 
plan xy), et en intensité de rayonnement polarisé dans le plan per- 
pendiculaire xz. 

Le champ électrique est dirigé selon le vecteur 


nX(nx d) = n(nd) —d 
[cf. (67,6)]. La composante de ce vecteur dans la direction perpen- 


diculaire au plan zxy est —d., et sa projection sur le plan zy est 


| sin 0. ds — cos 0- d, | (il est plus commode de définir cette der- 
nière par “a composante en : du champ magnétique, qui lui est égale, 


de direction d X n). 
Elevant E au carré et prenant la moyenne sur toutes les direc- 


tions du vecteur d dans le plan yz, on voit avant tout que le produit 
des projections dans le plan xry et dans le plan qui lui est perpendi- 
culaire s'annule. Cela signifie que l'intensité peut être effectivement 
représentée comme la somme de deux parties indépendantes: des 
intensités du rayonnement polarisé dans deux plans orthogonaux. 
L'intensité du rayonnement dont le vecteur champ électrique . 
est A Mer di Les au plan zy est déterminée par la moyenne du 


carré du & = + (d° — d. On obtient pour la partie correspon- 
dante du rayonnement efficace l'expression 


| À (®— db) dt 2np db. (68,4) 


Notons que cette partie du rayonnement est isotrope en directions. 
Point n'est besoin d'écrire l’expression du rayonnement efficace 
dont la direction du champ électrique se trouve dans le plan zxy, 
car il est évident que 


dxk + dal = dx 


D'une manière analogue, on peut obtenir l'expression de la 
distribution angulaire du rayonnement efficace dans un intervalle 
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déterminé de a. 


[A (0)+B (0) À, (68,5) 


d'énu = 27 


a 


A (0) = f dé2rp do, B(«) = #i (di, — do) 210 do. (68.6) 
0 


0 


s 


$ 69. Rayonnement de freinage de petites fréquences 


Dans la distribution spectrale du rayonnement de freinage, la 
majeure partie de l’intensité est caractérisée par des fréquences 
de l'ordre de w — 1/t, où 7 est l’ordre de grandeur de la durée du 
choc. Toutefois, ce n’est pas cette région du spectre (dont on ne peut 
obtenir aucune formule générale) que nous examinerons ici, mais 
la « queue » de la distribution pour des fréquences petites satisfai- 
sant à la condition 


ot € 1. (69,1) 
Nous ne supposerons pas alors que les vitesses des particules en 
collision sont petites par rapport à la vitesse de la lumière, comme 
au paragraphe précédent ; les formules ci-dessous sont valables pour 
des vitesses arbitraires. 

Dans l'intégrale 
+ 
H, = | Heiot dt 


— 


le champ du rayonnement H est notablement différent de zéro 
seulement pour des durées de l'ordre de t. Par conséquent, les con- 
ditions (69,1) étant observées, on peut considérer que wt < 1 sous 


le signe somme, de sorte que ei”! peut être remplacé par l'unité; 
"Alors 


+00 
H, = | Hüt. 


Substituant ici H— À X n/c et intégrant par rapport au temps, 
on trouve: 


»=+(A:—A) Xn, (69,2) 


où A: — A, est la variation du potentiel vecteur du champ créé 
par les particules durant la collision. 
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On obtient le rayonnement total (de fréquence w) pendant la 
durée d'une collision en substituant (69,2) dans (66.9): 


Emo = 73 L(Az— As) X n° do do. (69,3) 


Pour le potentiel vecteur, on peut se servir de son expression 
sous la forme de Liénard-Wiechert (66,4), et nous obtenons : 


dns {Def nn = mr dE (69,4) 


1—— nv 1—— nv 
c 2 c 1 


où v, et v. sont les vitesses des particules avant et après la diffusion, 
et la somme étant étendue aux deux particules se choquant. Remar- 
quons que le coefficient de dw ne dépend pas de la fréquence. En 
d’autres termes, pour des fréquences petites [condition (69,1)], la 
distribution spectrale du rayonnement ne dépend pas de la fréquence, 
c'est-à-dire que d£nsw/dw tend vers une limite constante lorsque 
o—01. 

Dans le cas où les vitesses des particules qui s'entre-heurtent 
sont petites par rapport à la vitesse de la lumière, (69,4) se réduit à 


dE nv = no [> e(Va— vi) X n| do du. (69,5) 


Cette expression correspond à un rayonnement dipolaire dont le 
potentiel vecteur est donné par la formule (67,4). 

Un cas intéressant d'application des formules établies est le 
rayonnement engendré par l'émission d'une particule chargée nou- 
velle (par exemple quand une particule f est émise par un noyau). 
Il faut considérer alors que le processus est un changement instantané 
de la vitesse de la particule, de zéro à la valeur qu'elle prend (en 
vertu de la symétrie de la formule (69,5) par rapport à la transposition 
de v, et v,, le rayonnement engendré par ce processus coïncide avec 
le rayonnement qui accompagnerait le processus inverse, l'arrêt 
instantané de la particule). Il est essentiel que, le « temps » du 
processus donné tendant vers zéro t —+ 0, en fait toutes les fréquen- 
ces vérifient la condition (69,1) ©. 


1 Intégrant sur le paramètre d'impact, on peut obtenir un résultat analogue 
pour le rayonnement efficace pendant la diffusion d'un faisceau de particules. 
Toutefois, il faut avoir en vue que ce résultat n’est pas valable pour le rayon- 
nement efficace lors d'interactions coulombiennes de particules en collision, 
étant donné que l'intégrale en dp diverge (comme un logarithme) pour les p 
grands. Nous verrons au paragraphe suivant que dans ce cas le rayonnement 
efficace pour des fréquences petites dépend logarithmiquement de la fréquence 
et ne reste donc pas constant. 

2 La validité des formules est toutefois limitée par la condition quantique 
que A soit petit par rapport à l'énergie cinétique totale de la particule. 
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Problème 


Déterminer la distribution spectrale du rayonnement total dü à l'émission 


d'une particule chargée douée de la vitesse v. 
Solution. En vertu de la formule (69,4) (où l’on pose v: = v, v, = 0), 


on a 


x 
202 sin? 6 
d'Eu = d0 7 f - 2x sin 8 d6. 
Le 0 (1—< cos 0) 


Le calcul de l'intégrale conduit au résultat 1 : 


_ & pp EE 
do + (in 2) do. () 
Lorsque v < c, cette formule se réduit à 
2e2v? 
dés = Bacs do, 


pouvant être obtenue aussi directement de (69,5). 


$ 70. Rayonnement lors d'interaction coulombienne 


Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'établir, à titre de 
documentation, un certain nombre de formules relatives au rayon- 
nement dipolaire d’un système de deux particules chargées: on 
suppose que les vitesses des particules sont petites par rapport 
à la vitesse de la lumière. 

Le mouvement uniforme du système considéré comme un tout 
(c'est-à-dire le mouvement de son centre d'inertie) ne présente pas 
d'intérêt, étant donné qu’il ne donne pas lieu à un rayonnement ; 
il s'ensuit que nous devons considérer seulement le mouvement 
at des particules. Prenons l’origine des coordonnées au centre 
d'inertie. Alors le moment dipolaire du système d = e;r;, + ere 
s'écrit sous la forme: 


€4Ma — Eom e Le _ 
ne d= et rep (EL — =)r, (70,1) 
Mi Me ms re 


où les indices 1 et 2 se rapportent aux deux particules, r = r, —r, 
est le rayon vecteur de l'une à l'autreet p — "#2 ]a masse 
réduite. 


My -r Mo 


1 Bien que la condition (69,1) ait lieu. comme il a été indiqué, pour toutes 
les fréquences, en vertu de l’« instantanéité » du processus. il est cependant 
impossible d'obtenir le rayonnement total de l'énergie en intégrant l'expres- 
sion (1) en do; l'intégrale diverge pour les grandes fréquences. Outre la violation 
de la condition de « classicisme » aux grandes fréquences, la cause de la diver- 
gence dans notre cas est due à ce qe la formulation du problème classique, 
où la particule a, à l'instant initial, une accélération infinie, est incorrecte. 
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Commençons par le rayonnement accompagnant le mouvement 
elliptique de deux particules s’attirant selon la loi de Coulomb. On 
sait de la mécanique (cf. I $ 15) que ce mouvement peut être décrit 
comme le mouvement d’une particule de masse u sur une ellipse, 
d'équation polaire 
a (1—e°) 

r L 


1+e cos p—=— (70,2) 


où le demi-grand axe a et l'excentricité e sont égaux à 


= =V LREeIME 7 
2j = 1 pas —* (70,3) 


Ici 8 est l'énergie totale des particules (sans l'énergie de repos), 


négative lorsque le mouvement est fini; M — ur°g est le moment 
cinétique et «& la constante de la formule de Coulomb: 


œ=—|e6 |. 


Les coordonnées peuvent être exprimées en fonction du temps sous 
forme d'équations paramétriques 


r=a(Îi—ecosE), 1= VE Ge sin à). (70,4) 


Une description complète de l'ellipse a lieu lorsque le paramètre £ 
varie de zéro à 2x1; la période du mouvement est 


Tu VE. 
œ 


Déterminons les composantes de Fourier du moment dipolaire. 
En vertu de la périodicité du mouvement il s’agit de développement 
en série de Fourier. Etant donné que le moment dipolaire est pro- 
portionnel au rayon vecteur r, le problème revient à calculer la com- 
posante de Fourier des coordonnées x = r cos @ et y = r sin q. 
La dépendance entre x, y et le temps est donnée par les équations 
paramétriques 


x=a(cost—e), y—al 1—Eesin£, œyt—Et—esiné. (70,5) 


On a introduit ici la fréquence 


; — ge 
= ii 
EST pas PUE 5 


Au lieu des composantes de Fourier des coordonnées, il est 
plus commode de calculer les composantes de Fourier des vitesses, 


16% 
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utilisant le fait que En = — iOpXn, Un = — iwgfÿn. On a: 


; T 
…. Zn  __ à ivont, 
Tn = PTT Î e z dl. 
0 
Or, xdt = dx = —asin E dE ; si au lieu d'intégrer en dt on intègre 
en dE, on a donc: 
2 
la Ee : 3 
in(— 
Ta = — 7e [ans e sin 5) sin E dE. 
0 


On trouve d’une manière analogue : 


2nne 


27 27 
ia V1—e? e ia V1—e? int — ä 
Yn Ro Î eine sin £) cos E dE — np er f ein($—e sin 6) d£ 
0 0 


(passant de la première intégrale à la seconde, on écrit sous le signe 
d'intégration cos È = (cos E — +) + — alors l'intégrale du pre- 
mier terme s'intègre et donne zéro. Enfin, utilisons la formule con- 
nue de la théorie des fonctions de Bessel : 


2x 


3 
_ f eicns-x sin D dŒ—+ f cos(n£—zsint) dE=Jh(x), (70,6) 
0 


F1 
U 
où Jh(r) est la fonction de Bessel d'ordre entier n#. On obtient 


en définitive les formules suivantes pour les composantes de Fourier 
cherchées : 


an Ji (ne), y VIE J, (ne) (70,7) 


£ 
(lessigne prime affectant une fonction de Bessel signifie qu’on en 
prend la dérivée par rapport à son argument). 

On obtient les expressions de l'intensité des composantes mono- 
chromatiques du rayonnement en substituant x, et y, dans la 


formule 


I pe (5) (role +] po) 


3c3 CRT 
{cf. (67,11)]. Exprimant en outre a et w, en fonction des caracté- 
ristiques des particules, on obtient en définitive: 


= ré (a) True + Jane]. (70,8) 


CR ES 
#7 33e? | m, mm Œ 


Ecrivons, en particulier, une formule asymptotique pour l'in- 
tensité des harmoniques très élevées (pour les grands n) pour mou- 
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vement sur une orbite quasi parabolique (e voisin de 1). A cet effet 
utilisons la formule asymptotique 
1 2113 n \?/3 2 
J, (ne) Æ VA (=) O [(+) (—E )] , 
n >, 1—e< 1, (70,9) 
O étant la fonction d'Airy (définie en note p. 201)!. Il vient en 
substituant dans (70,8) : 


Dole d( en) {a earx (4) -0]+ 
+ (E)rer[(n)" ae) . vouo 


Ce résultat peut aussi s'exprimer à l'aide de la fonction de Macdo- 
nald X, : 
pen), 


Ont ca? | m, me 
X { Ai, _. (— ea] + AË,, [+ (1 —s}] } 


(les formules nécessaires sont données en note p. 267). 

Considérons à présent le choc de deux particules chargées qui 
s'attirent. Leur mouvement relatif peut-être décrit comme le mou- 
vement d’une particule de masse u sur l’hyperbole 


1+e cosp=#E1, (70,11) 
où 
a, eV 1+28 (70,12) 


1 Lorsque nr S 1, dans l'intégrale 


Ja tn) = + | cos [n (È—e sin E)] dE 
0 


le rôle principal est joué par les È petits (pour des E non petits l'expression 
sous le signe somme oscille rapidement). Par conséquent, on développe l'argu- 
ment du cosinus suivant les puissances de E: 


Jh (ne) = + Ÿ cos [r (= +$)] dE ; 
0 


en vertu de la convergence rapide de l'intégrale, la borne supérieure a été rempla- 
cée par  ; le terme contenant E* doit être conservé, étant donnée la présence dans 
le terme du premier ordre du petit coefficient 1 — e æ (1 — æ°)/2. L'intégrale 
obtenue se ramène par une substitution évidente à la forme (70,9). 
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(maintenant #>>0). La dépendance de r du temps est donnée par 
les équations paramétriques 


uas 
r=a(echt—1), = (eshE—E), (70,13) 
où le paramètre £ va de —oo à oo. On a pour les coordonnées 
z, y: 
x=a(e—chE), y—a'e—1shE. (70,14) 
Le calcul des composantes de Fourier (il s'agit maintenant 


de développement en intégrale de Fourier) s'effectue exactement 
comme dans le cas précédent. Nous avons en définitive: 


2e HI (ve), Va — MVET {9 (ive), (70.15) 


où H{} est la fonction d'Hankel de première espèce d'ordre iv et 
où l’on a posé: 


o o 
1 Va/nes ED) 
(“ est la vitesse relative des particules à l'infini; l'énergie est 


&8—u;/2)!. Pendant les calculs, on s’est servi de la formule 
connue 


+o 
f eré—ixsh & dE — inHO (ir). (70,17) 


Substituant (70,15) dans la formule 
; Aou? f e a \° ss a, d 
dem th (ue ee) (laut +1 
, 2 
{cf: (67,10)], on obtient: 
de SR (a) {UE (oo ÉE HE Goo} de 
(70,18) 


Le «rayonnement efficace » de la diffusion d’un faisceau de 
particules lancées parallèlement (cf. $ 68) présente un grand intérêt. 
Pour le calculer, multiplions d&, par 2npdp et intégrons sur tous 
les p de zéro à l'infini. Remplaçons l'intégration en dp par une inté- 
gration en de (de 1 à co), notant que 2npdp = 2na*ede ; cette relation 


, 1 Notons que la fonction HŸ” (ive) est purement imaginaire et sa dérivée 
Hiy (ive), réelle. 
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provient des définitions (70,12), où le moment M et l'énergie £& sont 
liés avec le paramètre d'impact p et la vitesse w par les relations 


M = ppro e= . 


L'intégrale obtenue s'intègre au moyen de la formule 


c[2+(5—1)]4]-< 62,29, 


où  Zp (z) est une solution quelconque de l'équation de Bessel d'ordre 
Notant que lorsque e —+ o la fonction d'Hankel Hi} (ive) 
s Ra on obtient en définitive la formule suivante: 


An?a%w [ e «a 1)’ y: = 
de = ne (ee) [HD (iv)| HU (iv) dw. (70,19) 
Examinons plus particulièrement les cas limites où les 
fréquences sont petites ou grandes. Dans l'intégrale 
+ 
Î eivtE-sh à) dE = in H iv (iv) (70,20) 


— 0 


de définition de la fonction d'Hankel, seul intervient l'intervalle 
des valeurs de E pour lequel l’exposant est de l'ordre de l'unité. 
Il en résulte que pour des fréquences petites (v & 1) l'intervalle 
des ë grands est essentiel. Mais pour de tels £ on a sh £ ÿ &. De 
sorte qu’approximativement 


HG) &—+ . erivsh$ dE = HS (iv). 


On trouve d’une manière analogue que 
HD" (èv) & HS(iv). 


Utilisant enfin l'expression approchée (pour des x petits) connue 
en théorie des fonctions de Bessel : 

: 4),: 

iHS Mix) & S— Eh 
(y=e£, où C est la constante d'Euler; y— 1,781 ...), on obtient 
l'expression suivante pour le rayonnement efficace aux petites 


1 Cette formule est une conséquence directe de l'équation de Bessel 
gi tz+(ie) ze 0. 
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fréquences : 


du = per (4 —<%)" in (6) do pour w<-ÉË . (70,21) 


Buics | m1 Mo vu 


Elle dépend de la fréquence comme son logarithme. 

Pour des fréquences grandes (v © 1), ce sont, au contraire, les 
petites valeurs de E qui sont essentielles. Par conséquent, on déve- 
loppera l’exposant de l'expression sous le signe somme d'après 
les puissances de Ë, ce qui donne approximativement : 


HŸ (iv) = + i) exp (-&) dE — 


= — 2 Re { Te ( +5) &} : 
ù 


La substitution ivë*/6—n ramène cette intégrale à la fonction F, 
et on obtient en définitive: 


avez (s) Ts): 
On trouve de la même manière: 
HA (iv) Al 6 Sr (+) : 


Enfin, utilisant la formule bien connue dans la théorie des 
fonctions T 


l'(x)T(1—7x)= 


sin 7x ? 


on gbtient pour le rayonnement efficace aux grandes fréquences : 
° 16742 ( 4 


dés = 
3"213c3 V ms 


€ \© à 2 
— À) dw pour >, (10,22) 
expression ne dépendant pas de la fréquence. 

Passons maintenant au rayonnement de freinage lors du choc 
de deux particules se repoussant selon la loi U—a/r (œ >0). 
Le mouvement évolue sur une hyperbole 
a(e?—1) 
= — 


s=a(etcht, yaVe—isht, t-}/ Æ(eshè+5) 
(70,24) 


—1—+e cos p— ; (70,23) 
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[a et & sont tirés de (70,12)]. Tous les calculs se ramènent direc- 
tement aux précédents, et point n'est besoin de les refaire. 
En effet, l'intégrale 
+00 
pe Î give sh 5+5) sh E dE 


— 00 


pour la composante de Fourier de la coordonnée x se ramène par la 
substitution E —+ in — £ à la mème intégrale, multipliée par e-*", 
que pour le cas de l’attraction ; la même chose a lieu pour y. 

Par conséquent, les expressions des composantes de Fourier 
de zs, Yo dans le cas de la répulsion se distinguent des expressions 
respectives pour le cas de l’attraction par le facteur e-**". Donc, dans 
les formules relatives au rayonnement apparaîtront des facteurs 
nouveaux e-2%. Notamment, on retrouve pour les fréquences petites 
la formule précédente (70,21) (étant donné que pour v & 1, e-% & 
æ 1). 

Pour les grandes fréquences, le rayonnement efficace s'écrit : 


_ 16n0? fes es \?  ([ _2rwa mi 
anus Les =) exp TE ) do pour 6 D. (70,25) 


Il décroît exponentiellement lorsque la fréquence croît. 


Problèmes 


1. Déterminer l'intensité totale moyenne du rayonnement lorsque deux 
charges qui s’attirent sont en mouvement elliptique. 

Solution. Avec l'expression (70,1) pour le moment dipolaire on a pour 
l'intensité totale du rayonnement : 


où nous avons utilisé l'équation du mouvement pr = — ar/ñ. Exprimons la 
coordonnée r en fonction 6 æ conformément à l'équation de l'orbite (70,2) 
et remplaçons l'intégration par rapport au temps par l'intégration par tppor 
à o (de O0 à 2x) en faisant la substitution dt — ur*dp/M. On trouve en détini- 
tive pour l'intensité moyenne: 


T 
= À 29/2 € ex \2 u°/2a3 |$ j/2 216|M? 
1 T Î TaT= 3c3 ( ms =) M5 (3 ua? ) : 

2. Déterminer le rayonnement total A&@ résultant du choc de deux parti- 
cules chargées. 

Solution. Dans le cas d'attraction la trajectoire est l’'hyperbole (70,11), 
et dans le cas de répulsion, l’hyperbole (70,23). Les asymptotes de l'hyperbolc 
forment avec son axc l'angle qo déterminé par + cos po = 1/e, et l'angle 
de déviation des particules (dans le système de coordonnées où le centre d’iner- 
tie est au repos) est 4 = | x — 2p, |. Le calcul s'effectue comme pour le pro- 
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blème 1 (l'intégrale en d étant prise entre —po et po). On trouve en définitive 
dans le cas d'attraction: 


A6=— Ke tes LT (a+ 0 (1431? +)+6 8x] (2) 


et dans le cas de répulsion: 
its 8 2 [in ( +1) 2](4-<) 
A6 = 3c3@ tg 2 (am —%) (1+3tg 2 6 ty 2 =) . 
Dans les deux cas, x est l’angle positif déterminé par la relation 


Lorsque deux charges répulsives se heurtent de front, le passage à la 
limite p—>0, y—> 1x1 donne: 


__ SH%v8 f e1 _ ee \° 
AE ce (£-<#) : 


3. Déterminer le rayonnement efficace total de diffusion d'un flux de par- 
ticules dans un champ coulombien répulsif. 
Solution. La quantité cherchée est 


2a et €a \? 

= .2 = — —— 

EE Î 1 dt-2np dp 33 ( Cr =) 2x 
0 —œ 


Remplaçons l'intégration par rapport au temps par une intégration en dr éten- 


due à la trajectoire de la charge, en écrivant dt = dr/v,, où la vitesse v. = r 
s'exprime en fonction de r d’après la formule 


EN 


ft 1 
( a dep dp. 
“0 


49 2 M? = pri  2a 

de VE Ls-as—v o]-y#- Eur 

On intègre en dr de l'infini jusqu’au minimum de distance du centre ro = ro @) 
(le point où v, — 0), puis de ro à l'infini; ceci revient à prendre le double de 
l'intégrale de r, à l'infini. Il est commode de calculer l'intégrale double en 


changeant l'ordre d'intégration, en intégrant d’abord en dp puis en dr. On ob- 
tint: 


_ 3 oc Mi Ma 
4. Déterminer la distribution angulaire du rayonnement total lorsqu'une 
charge croise une autre, la vitesse étant assez grande (bien que petite par rap- 
rt à la vitesse de la lumière) pour qu'on puisse considérer que la déviation 
à partir de la ligne droite est infime. 

Solution. L'angle de déviation est petit si l'énergie cinétique pv°/2 
est grande par Fapporr à l'énergie potentielle, dont l'ordre de grandeur est 
«lp (uv? © œ/p). Choisissons le plan du mouvement pour plan zy, avec l'ori- 
gine des coordonnées au centre d'inertie, l'axe des z étant dirigé selon la vitesse. 
En première approximation la trajectoire est la droite x — vt, y — p. A l'ap- 
proximation suivante, on déduit des équations du mouvement: 
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où 
r= Vr+ty = Vp?+ vtr. 
Nous obtenons en vertu de la formule (67,7): 


0° e ee \? Joss is 
d6,= do (-—e) [40 Entre, 


où n est le vecteur unité dans la direction de do. Exprimant la fonction 
sous le signe somme en fonction de t et intégrant, il vient: 


a? e €a 2 : = 
dn = Fovcsps ( 1 —#) (4—ni—3n;)do. 


m:; Mo 


$ 71. Rayonnement quadrupolaire et magnéto-dipolaire 


Examinons à présent le rayonnement dû aux termes suivants du 
développement du potentiel vecteur d’après les puissances du rap- 
port æ/à des dimensions du système à la longueur d'onde, que l’on 
supposera petit comme auparavant. Bien que ces termes soient en 
général petits par rapport au premier (le terme dipolaire), ils sont 
essentiels lorsque le moment dipolaire du système est nul, de sorte 
qu’il n’y a pas de rayonnement dipolaire. 

Développant dans (66,2) 


1 : 
A=— Ro | Jt°+rn/c dv 


l'expression sous le signe somme selon les puissances de m/c et 
conservant Ac les deux . termes, nous avons: 


A = mn [ je dV — FA 7 | (rn)j Je dv. 
Substituant ici j —pv et passant à des charges ponctuelles, on trouve: 
1 1 à 
= Det . 3) ev (rm). (71,1) 


Ici, aussi bien que dans la suite, nous omettrons (comme au $ 67), 
pour abréger l'écriture, l'indice £{’ dans toutes les quantités du 
second membre. 

no dans le deuxième terme: 


Y (m)=-+ 2 Sr Er (nr) +5 v(ar)—2r (nv = + s'en +— L(rxv)x 


On trouve alors pour A l'expression 


d 14 © 4. 
= pr 9. nn 71,2 
Rs 2 FR 015 » er (nr) + ER MX, (71,2) 
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où d est le moment dipolaire du système, et m — _ > er X v son 


moment magnétique. Pour continuer la transformation, notons que 
l'on peut ajouter à A, sans changer le champ, un vecteur arbitraire 
proportionnel à n, les champs E et H ne changeant pas alors en vertu 
des formules (66,3). On peut donc écrire au lieu de (71,2) aussi bien 
d 1 0? ; PR 
AR À Geo 0e > e{3r(nr)—nr LR MX n. 
Mais l'expression sous le signe %°/0t° est le produit n#8D,8 du vec- 
teur n par le tenseur du moment quadrupolaire Des = > e (3zstzs — 
— ôasr*) (cf. $ 41). Introduisant le vecteur D de composantes D, — 
= Dagng, on trouve l’expression définitive du potentiel vecteur: 
d 4 . 1 e. &: 

Ar tonte X n. (71,3) 
Connaissant A, on peut à présent déterminer les champs H et E 

au moyen des formules générales (66,3) : 


H= 7 {dx nt Dxn+(mxn)xn} ; 


(71,4) 
E=-x {(xn)xn++(Dxn)xn+nxm} ; 


L'intensité dI du rayonnement dans l'angle solide do est déter- 
minée conformément à (66,6). Nous déterminerons ici le rayonne- 
ment total, c’est-à-dire l'énergie rayonnée par le système en l'unité 
de temps dans toutes les directions. A cet effet, prenons la moyenne 
de dI relativement à toutes les directions n; le rayonnement total 
est égal au produit par 4x de cette moyenne. Lorsqu'on prend la 
moyenne du carré du champ magnétique, tous les produits deux 
à deux du premier, du second et du troisième terme dans H s'éva- 
nquissent, de sorte qu'il ne reste que les moyennes quadratiques 
de chacun d'eux. On obtient après des calculs non compliqués !: 


2 +…3 4 --.2 2 +2 CM 
1=-5 d + 160 Dep+ rs mn. (71,5) 
1 Indiquons une méthode pratique du calcul de la moyenne des produits 


des composantes d'un vecteur unité. Le tenseur nong, qui est symétrique, ne 
peut s'exprimer qu'au moyen du tenseur unité &,8. Notant également que 
sa trace est égale à 1, on a: 


1 
nanp — 3 Ôaf . 
La moyenne du produit de quatre composantes est 
——— 
rangnyns = 75 (0aB0ys + ÜayOp + Ox60By)- 


Le second membre est formé au moyen de tenseurs unités et constitue un ten- 
seur d'ordre quatre symétrique sur tous les indices; on détermine ensuite le 
ocefficient en contractant sur deux paires d'indices, ce qui donne finalement 1. 
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De sorte que le rayonnement total comprend trois parties indé- 
pendantes; ce sont respectivement les rayonnements dipolaire, qua- 
drupolaire et magnéto-dipolaire. 

Notons que le rayonnement magnéto-dipolaire ne figure virtuel- 
lement pas dans nombre de cas. Ainsi, il n'existe pas pour un système 
dont le rapport de la charge à la masse est le même pour toutes les 
particules en mouvement (dans ce cas, il n'y a pas non plus de rayon- 
nement dipolaire, comme il a été spécifié au $ 67). En effet, pour 
un tel système, le moment magnétique est proportionnel au moment 
cinétique (cf. $ 44), et, en vertu de la loi de conservation de ce der- 


nier, on a m— 0. Pour la même raison (cf. problème du $ 44), 
il n’y a pas de rayonnement magnéto-dipolaire pour tout système 
composé de deux particules seulement (ce que, toutefois, l’on ne 
peut affirmer pour le rayonnement dipolaire). 


Problème 


Calculer le rayonnement efficace total de diffusion d’un flux de particules 
chargées par des particules identiques. 

Solution. Le rayonnement dipolaire (et magnéto-dipolaire) n'existe 
pas lorsque s'entre-heurtent des particules identiques, de sorte qu'il faut cal- 
culer le rayonnement quadrupolaire. Le tenseur du moment quadrupolaire 
d'un système de deux particules identiques (par rapport à leur centre d'inertie 
commun) est 


Des = _ (Bratz — 7 Üap) , 


où les r, sont les composantes du rayon vecteur r entre les particules. Après 
avoir dérivé trois fois De$, exprimons les trois premières dérivées qe rapport 
au temps des coordonnées x, en fonction de la vitesse relative &, des particu- 
les comme suit: 


G “ m °° Ze LES var — 3zaÙr 
Ta = Var Ha Ta 3 ? TZ RQ ; 


où &, = vr/r est la composante radiale de la vitesse (la seconde égalité est l’équa- 
tion du mouvement de la charge, et la troisième est obtenue par dérivation 
de la seconde). Le calcul donne l'expression suivante pour l'intensité: 


4 cs 2e 1. f 
T= goes Das = Tome 7e (0° + 1106) 


G=ui+ ve) ; nous exprimons v et v, en fonction de r au moyen des égalités 


a 4e? Pvo 
V2 = DE — ir , Ueg—=—— 
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Nous remplaçons l'intégration par rapport au temps par une intégration en ér, 
comme pour le problème 3 du $ 70, c’est-à-dire en écrivant : 


RS —. 
Ur « pri 4e? J 
4 Be 


Dans l'intégrale double (en dr et dp) intégrons d'abord en dp, puis en dr. 
On obtient, en définitive, le résultat : 
— 4n eluà 
D mes * 


$ 72. Champ de rayonnement à faibles distances 


Les formules du rayonnement dipolaire ont été établies pour 
le champ à des distances grandes par rapport à la longueur d'onde 
(et a fortiori par rapport aux dimensions du système rayonnant). 
Dans ce paragraphe, nous supposerons, comme avant, que la lon- 
gueur d'onde est grande par rapport aux dimensions dusystème, 
mais nous examinerons le champ à des distances qui, bien que gran- 
des par rapport aux dimensions du système, sont comparables à la 
longueur d'onde. 

La formule (67,4) du potentiel vecteur 


1 ; = 
A — Rs d (72,1) 


reste en vigueur tout comme avant, car pour l’établir on a utilisé 
seulement le fait que Ro était grand par rapport aux dimensions 
du système. Néanmoins, le champ ne pourra plus être considéré 
désormais, même dans des régions petites, comme une onde plane. 
Il,en résulte que les formules (67,5) et (67,6) pour les champs élec- 
trique et magnétique ne sont plus applicables, et pour les calculer, 
-il faudra déterminer préalablement aussi bien A que ®. 
Quant à la formule du potentiel scalaire, on peut la déduire de 
t'éXpression de A directement au moyen de la condition générale 
(62,1) 
div A+ 0 
‘ © ot ? 
imposée aux potentiels. En y substituant (72.1) et en intégrant par 
rapport au temps, on trouve: 
= — div. (72,2) 
Nous n'écrivons pas la constante d'intégration (fonction arbitraire 
des coordonnées), étant donné que seule la partie variable du poten- 
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tiel nous intéresse. Rappelons que dans la formule (72,2), tout comme 
dans (72,1), la valeur de d doit être prise à l'instant #& = & — Ro/c !. 

Il n’est plus difficile à présent de calculer les champs électrique 
et magnétique. En vertu des formules habituelles reliant E et H 
aux potentiels, on trouve: 


H=—rot Re” (72,3) 
.. d 1 d à 
E=graddiv-—-7 "7. (72,4) 


On peut recopier l'expression de E sous une autre forme, en remar- 
quant que ds/Ro lcomme toute fonction des coordonnées et du 


temps de la forme Ft (—+)] satisfait à l'équation des ondes 


V0 An, Ad 
c? dt? Ro Ro 


Utilisant de même la formule connue 


rot rot a — grad div a — Aa, 
on trouve que 


d - 
: 2 
E= rot rot Rs" (12,5) 


Les formules obtenues déterminent le champ à des distances 
comparables à la longueur d'onde. Dans toutes ces formules, on ne 
peut, bien entendu, sortir 1/R, de sous le signe de dérivation par 
rapport aux coordonnées, étant donné que le rapport des termes 
contenant 1/R$ aux termes en 1/R, est précisément de l'ordre de 
NRo- 

Enfin, écrivons les formules pour les composantes du champ de 
Fourier. Pour déterminer H,, substituons dans la formule (72,3) 
à Het d leurs composantes monochromatiques, soit respectivement 
Hie-ivt et d,e-ivt. Il faut, toutefois, se rappeler que les quantités 
dans les seconds membres des égalités (72,1-5) sont prises à l’instant 
t’ — t — Rolc. Par conséquent, on doit substituer à d l’expression 


der iott-Roe) = gd e-iut+ikRo, 


1 On introduit parfois le vecteur de Ilertz 


Alors 
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Substituant et simplifiant par e-i®!, on trouve: 


gi eikRo : eikRo 
Hs —ik rot (de —) = kde XV, 
ou, après dérivation, 
: ik 1 : = 
He ik (de x 0) (gr) e%8e, (72,6) 


où n est le vecteur unité dans la direction R. 
On trouve d'une,manière analogue en partant de (72,4): 


., ko ikRo 
E, + k°d, Ro + (d,V) 7 Ro ? 
ou, en dérivant, 
s k? ik 1 i k2 3ik 3 i 
Be de (ge 7e) tn (nd) (+77) 0e 


(72,7) 


A des distances grandes par rapport à la longueur d'onde (kR, © 1) 
on peut omettre dans les formules (72,5-6) les termes en 1/R5% et 1/R5, 
et on retrouve le champ de la «zone d'ondes » : 


k2 k2 
E,, — Ro n x (de X n) etkRo, H,, — A5 d, X neïkRo, 


Pour des distances petites par rapport à la longueur d'onde (&R,< 1) 
on négligera les termes en 1/2R, et 1/R° et on posera eï*Ro Z 1 ; alors 


Eu = 7 {3n (dun) —du), 


ce qui correspond au champ électrique dipolaire statistique ($ 40); 
à cette approximation, le champ magnétique n'intervient pas natu- 
ré lement. 


Problème 


_..= Déterminer les potentiels du champ des rayonnements quadrupolaire 
et magnéto-dipolaire à faibles distances. 

Solution. Supposant, pour abréger, qu'il n’y ait pas de rayonnement 
dipolaire, on a (comparer avec Îles calculs faits au $ 71): 

tof: dv 1 je Royce 
AS f Jt-R/c À * + (rv) 2 He 

où le développement de l’expression sous le signe somme se fait suivant les 
puissances de r — Ro — R. Contrairement à ce que nous avons fait au $ 71, 
on ne peut sortir ici le facteur 1/RQ de sous le signe de dérivation. Sortons ce 
signe a le signe somme et recopions la formule en utilisant les notations 
tensorielles : 
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(les Xg désignent les composantes du rayon vecteur Ro). Passant de l'intégrale 
à une somme étendue aux charges, il vient : 


1 a (D eess)r 
ce ôX$ Ro L 


Par le même procédé qu'au $ 71, on décompose cette expression en ses parties 
quadrupolaire et magnéto-dipolaire. On calcule les potentiels scalaires corres- 
pondants au moyen du potentiel vecteur de même que dans le texte. On trouve, 
en définitive, pour le rayonnement quadrupolaire : 


Ag= — 


et pour le rayonnement magnéto-dipolaire : 


m 
DT: Fa p=0 


goes les quantités dans les seconds membres sont prises, comme d'habitude, 
l'instant #’—£t— Ro/c). 
Les champs du rayonnement magnéto-dipolaire sont : 
41. m ï 


m 
E= Eros H= rot Pre < 


Comparant avec (72,3) et (72,4), on voit que Het E dans le cas magnéto-dipolaire 
s'expriment en fonction de m tout comme respectivement E et —H en fonction 
de d dans le cas électrique dipolaire. 
Les composantes spectrales des potentiels du rayonnement quadrupolaire 
sont 
1kR th 
AO IE plu) 2 77, Qu) 1 pt see 
œ 6 «p Xp Ro / 6 cb 0X:0X8 Ro ê 


Nous ne donnerons pas ici les expressions du champ, étant donné qu'elles 
sont volumineuses. 


$ 73. Rayonnement d’une charge en mouvement rapide 


Considérons maintenant une particule chargée animée d’une 
vitesse non négligeable par rapport à celle de la lumière. 

Les formules du $ 67, établies en supposant que v < c, ne sont 
pas applicables à ce cas directement. Toutefois, on peut considérer 
la particule dans le référentiel où elle se trouve au repos à l’instant 
considéré; dans ce référentiel les formules mentionnées sont évi- 
demment applicables (notons que ceci est possible seulement dans 
le cas d’une seule particule en mouvement ; pour plusieurs particu- 
les, il n'existe pas, en général, de référentiel où elles se trouveraient 
au repos toutes ensemble). 
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Ainsi, dans le référentiel indiqué, la particule rayonne dans le 
temps dt l'énergie 


dé = uw dt (73,1) 


{en vertu de la formule (67,9)], où w, est l'accélération de la parti- 
cule dans ce même système. L’impulsion totale qu'elle « rayonne » 
est nulle dans le référentiel considéré: 


dP—0. (73,2) 


En effet, le rayonnement de l’impulsion est déterminé par l’inté- 
grale de la densité du flux d’impulsion dans le champ du rayonne- 
ment, prise sur une surface fermée entourant la particule. Mais, en 
vertu des propriétés de symétrie du rayonnement dipolaire, les 
impulsions rayonnées dans des directions opposées ont la même 
grandeur et des signes contraires; il en résulte que cette intégrale 
est identiquement nulle. 

Pour passer dans un référentiel arbitraire, recopions les formules 
(73,1) et (73,2) avec quatre indices. Il est facile de voir que le « rayon- 
nement » de 4-impulsion dPi doit être écrit sous la forme: 


2e2 du du 2e? duk du mo: 
pie TS fe 60200" OUR ee î 
dPi— dx 3 à ds. (73,3) 


En effet, dans le référentiel où la particule est au repos, les 
composantes spatiales du quadrivecteur vitesse ui sont nulles et 


LLC PRES T: ; il s'ensuit que les compusantes spatiales de dP' 
s’annulent, et la composante temporelle donne l'égalité (73, 4). 

Le rayonnement total de 4-impulsion pendant le temps où la 
particule traverse le champ électromagnétique donné est égal à 
L'intégrale de l’expression (73,3), soit 


Q 4 2e ( du dur } ; 


Mettons cette formule sous une autre forme en exprimant la 4-accé- 
lération du‘/ds au moyen du tenseur du champ électromagnétique 
extérieur en nous servant des équations du mouvement (23,4): 


me DR = € Faut. 
On obtient alors: 
API= — _— | (Faut) (F*" um) dut. (73,5) 


La composante temporelle de l'équation (73,4) ou (73.5) donne le 
rayonnement total d'énergie A8. Substituant aux quantités qua- 
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dridimensionnelles leurs expressions en fonction des quantités tri- 
dimensionnelles, nous obtenons: 


oo AU X w)2 


A8 = = TE dt (73,6) 
Le ce 


(w=v est l'accélération de la particule), ou bien en fonction des 
champs électrique et magnétique extérieurs : 


1 2 1 
te JE+—vxH$ —-——(Ev) 
Men etat. 


RE 
es =. 


Les expressions du rayonnement total d’impulsion se distinguent 
par le facteur supplémentaire v sous le signe somme. 

La formule (73,7) montre que, pour des vitesses voisines de la 
vitesse de la lumière, le rayonnement total d'énergie en l'unité de 
temps dépend de la vitesse de la particule pour l'essentiel comme 
(4 — v*/c*)-!, soit proportionnellement au carré de l'énergie de le 
particule en mouvement. Seul fait exception le cas où le mouvement 
a lieu dans un champ électrique parallèlement au champ. Dans ce 
cas, le facteur (1 — v*/c°) se trouvant au dénominateur se simplifie 
avec le même facteur au numérateur, et le rayonnement ne dépené 
pas alors de l'énergie de la particule. 

Enfin, arrétons-nous à la question de la distribution angulaire 
du rayvunement d’une particule en mouvement rapide. Pour résoudre 
ce problème, il est commode d'utiliser les expressions de Liéuard- 
Wiechert (63,8) et (63,9) pour le champ. Aux grandes distances, nuus 
ne devons y garder que le terme du plus bas degré en 1/R [le secunû 
terme dans la formule (63,8)]. Introduisant le vecteur unité n dans 
la direction du rayonnement (R = nA), on obtient: 


v 
E=< ALES. H=nxE, (73.8 


RAS 


où toutes les quantités dans les seconds membres sont prises à l'ins- 
tant retardé # = t — Ric. 


L'intensité du rayonnement dans l'angle solide do est dl = 
= E*R*°do. Développant le carré E*°, on trouve: 


L® 
a, J 2m) |» (1-2) mx 


7 4nc3 c(1i-®) (i-) 2e do. (73,9) 


17° 
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Si l’on veut déterminer la distribution angulaire du rayonnement 
total durant le mouvement tout entier de la charge, il faut intégrer 
l'intensité par rapport au temps. En outre, il faut se rappeler que 
l'expression intégrée est une fonction de £’; il faut donc écrire: 


ot $ , 
dt= dt = (1) & (73,10) 


[cf. (63,6)], après quoi on intégrera directement en dt’. De sorte que 
l'on a l'expression suivante pour le rayonnement total dans l'élément 
d'angle solide do: 


2 (nw) (vw) w° 


C C 
(73,11) 


Comme le montre (73,9), la distribution angulaire dans le cas 
général est assez compliquée. Dans le cas ultrarelativiste 
(4 — v/c & 1), elle est douée d'une particularité caractéristique 
due à l'existence de puissances élevées de la différence 1 — vn/c 
dans les dénominateurs des divers termes de cette expression, c'est-à- 
dire l'intensité est grande dans un intervalle restreint d'angles 
où la différence 14 — vn/c est petite. Désignant par 6 l'angle petit 
entre n et v, nous avons: 


v v 6? 
1——cos0 + 1e Fo 


cette différence est petite (— 1—v/c) lorsque 8 — V T—v/c ou, ce qui 
revient au même, 

! 

0 1——. (73,12) 


c? 


Âinsi, une particule ultrarelativiste rayonne principalement dans 
le sens de son mouvement dans l'intervalle d'angles (73,12) autour 
de la‘direction de la vitesse. 

Indiquons encore que lorsque la vitesse et l'accélération de la 
particule sont arbitraires, il existe toujours deux directions où 
l'intensité du rayonnement s’annule. Ce sont les directions pour 
lesquelles le vecteur n — v/c est parallèle au vecteur w, et il en 
résulte que le champ (73,8) s’annule (voir aussi le problème 2 à la 
fin de ce paragraphe). 

Ecrivons encore les formules plus simples auxquelles se réduit 
(73,9) dans deux cas particuliers. 
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Lorsque la vitesse et l'accélération de la particule sont coli- 
néaires, on a: 
H e wxn 


CAGE 
C 


et pour l'intensité 


= SO — do. (73,13) 
d (1-2 cos e) 


Elle est naturellement symétrique autour de la direction commune de 
v et w et s’annule dans le sens de la vitesse (8 — 0) et contre la 
vitesse (0 = x). Dans le cas ultrarelativiste, l’intensité comme fonc- 
tion de 6 a un double maximum brutal dans la région (73,12) avec 
« chute » jusqu’à zéro pour 8 = 0. 

Lorsque la vitesse et l'accélération sont orthogonales, il vient 
de (73,9): 


pm) ae), 
Le (1-2 000) (1-2 cos 0) 


où 8 est, comme avant, l’angle entre net v, et @ l’azimut du vecteur 
n relativement au plan défini par v et w. Cette intensité n’est symé- 
trique que par rapport au plan vw et s’annule dans deux directions 
dans ce plan, formant les angles 0 = arc cos (v/c) avec la vitesse. 


Problèmes 


1. Déterminer le rayonnement total d’une particule relativiste de charge 
e; de paramètre d’impact p dans le champ coulombien d’un centre immobile 
(de potentiel @ = e2/r). 

Solution. Lorsqu'elle traverse un champ, une particule relativiste 
ne dévie presque pas 1. On pourra donc considérer que la vitesse v est constante 
dans (73,7), ce qui donne pour le champ au point où se trouve la particule: 

=. far 
F5 (pe+uur na? 


avec z=vt, y—p. Intégrant dans (73,7) par rapport au temps, on obtient: 


neje  4c®—v? 
LE Tnrcsp ce * 


1 Lorsque v — c, il ne peut y avoir de déviation d’un angle sensible que 
pour des paramètres d'impact de l’ordre de p — e?/mc? n’admettant pas un 
examen classique. 
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2. Déterminer les directions où s’annule l'intensité du rayonnement d'une 
particule en mouvement. 
Solution. Il résulte de la construction géométrique (fig. 15) que les 
iirections cherchées n se trouvent dans le plan passant par v et w et forment 
avec w l'angle x déterminé par la relation 


ÿ v . 
sinx=—sina, 
où a est l'angle entre v et w. 


s 


$ 74. Rayonnement d’une charge dans un 
champ magnétique uniforme constant 


Examinons le rayonnement d’une charge 
décrivant avec une vitesse quelconque un 
cercle dans un champ magnétique uniforme 
constant. Le rayon r de l'orbite et la fréquen- 
ce cyclique ox s'expriment en fonction du 
champ XH et de la vitesse v de la particule au 
moyen des formules (cf. $ 21): 


= me __H7/q E 
EF v2 ? OH ne 2 
eH 1—— 
c? 
(74,1) 
Fig. 15 L'intensité totale du rayonnement dans 


toutes les directions est déterminée par la 

formule (73,7) (sans intégration par rapport au temps), où l’on doit 
poser E = 0 et H 1 v: 

! gp 24H 


l RE Lt (74,2) 
‘ 3m2c5 (1-5) 

Qn.-woit que l’intensité totale est proportionnelle au carré de l’im- 
pulsion de la particule. 

Lorsque c'est la distribution angulaire du rayonnement qui 
aous intéresse, il faut alors se servir de la formule (73,11). Il y a inté- 
rêt à considérer la moyenne de l'intensité dans une période du mou- 
vement. Nous intégrerons respectivement (73,11) sur une période 
de rotation de la particule sur son cercle et nous diviserons le résultat 
obtenu par la période T = 2x/ox. 

Prenons le plan de l'orbite pour plan zy (l'origine au centre du 
cercle), et menons le plan yz par la direction du rayonnement k 
(fig. 16). Le champ magnétique sera dirigé dans le sens négatif de 
l’axe des z (le sens du mouvement de la particule représenté sur la 
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fig. 16 correspond à une charge positive e). Soit encore 6 l'angle 
entre la direction du rayonnement k et l'axe des y, et @ = wut 
celui entre le rayon vecteur de la particule et l’axe des x. Alors, 
le cosinus de l’angle entre k et v est cos 6 cos q (le vecteur v est 
contenu dans le plan zxy et il est, à chaque instant, perpendiculaire 
au rayon vecteur de la particule). Nous exprimerons l'accélération w 
de la particule en fonction de Het de 

v conformément à l'équation du mou- k 
vement [cf. (21,1)]: 


e LA v? 
W = — —— v X H. 
mc c* 


On obtient après un calcul simple: 


DU CE 
1-5) sin20+ { 2 —cos d cos e) 


3 


(1—2 6050 cos p)° a 


Fig. 16 


(74,3) 
(l'intégration par rapport au temps a été remplacée par une inté- 
gration en dp = wu dt). Le calcul de l'intégrale est élémentaire, bien 
qu’assez volumineux. On trouve en définitive la formule 


dd (+) 
24 — cos? 0 (1-5) (442 c0s0) cos? 0 


4 (1-5 cost6 ) * ° es 


Le rapport des intensités du rayonnement sous l'angle 6 = x/2 
{perpendiculairement au plan de l'orbite) et sous l'angle 6 — 0 
(dans le plan de l'orbite) est 


(I/d0)o cE = 
GTID)y2 (= DE de ; (74,5) 
ce? 

Lorsque v —+ 0 ce rapport tend vers 1/,, mais il devient très grand 

lorsque les vitesses sont voisines de celle de la lumière. Nous revien- 
drons encore là-dessus plus bas. 

Considérons à présent la distribution spectrale du rayonnement. 

Etant donné que le mouvement de la charge est périodique, il s'agit 
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du développement en série de Fourier. Il est commode de commencer 
les calculs par le potentiel vecteur. On a pour cette composante de 
Fourier la formule {cf. (66,12)] 


à eikRo , 
n = CRT $ exp {i (@unt Ep kr)} dr, 


où l'intégrale est étendue à la trajectoire de la particule (un cercle). 
On a pour les coordonnées de la particule: x = r cos ont, y = 
= r sin oyt. Prenons pour variable d'intégration l'angle = out. 
Remarquant que 


kr = kr cos 8 sin g=" cos 0 sin p 
(k=nwm/c=nvlcr), on trouve pour la composante en x du potentiel 
vecteur de la composante de Fourier : 


ev 
Azn = 


2acRo 


= (e- — cos 6sin e) . 
eïkRo fe sin p dy. 


Nous avons déjà eu affaire à une telle intégrale au $ 70. Elle 
s'exprime au moyen de la dérivée d'une fonction de Bessel : 


An= — pe éxreJ, (© cos 0). (74,6) 
On calcule d'une manière analogue À4,, : 
Am = 7e AL LS (= cos) . (74,7) 


Quant à la composante sur l'axe des z, il est évident qu'elle est 
nulle. 

En vertu des formules du $ 66 on a pour l'intensité du rayonne- 
nee de fréquence © — nœ@y dans l'élément d'angle solide do: 


dla =- | Hn [° Rè do = -£-|k X An [® R5 do. 
Rémarquant que 
[A Xk[®= Aîk?+ Aîk? sin?0, 


et substituant les expressions (74,6-7), on obtient pour l'intensité 
du rayonnement la formule suivante (G. Schott, 1912) : 


din = ee (1— 2) [tgt0-J5 (Pc0s6) + J #(% c0s0) Fe 
(74,8) 


Pour déterminer l'intensité totale du rayonnement de fréquence 
© — no dans toutes les directions, il faut intégrer cette expression 
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sur tous les angles. Toutefois l'intégration ne peut être faite sous 
forme finie. Après plusieurs transformations utilisant des relations 
connues en théorie des fonctions de Bessel, l'intégrale à calculer 
peut être mise sous la forme !: 


te 


m?c?v c? c° 


“ v/c 
a v* 9,,= Ca 
)—r: (1-5) j Jon (2n2) &|] À 
Ù 
(73,9) 
Examinons plus en détail le cas ultrarelativiste, la vitesse du 
mouvement de la particule étant voisine de celle de la lumière. 
Posant v — c au numérateur de (74,2), on trouve que l'intensité 


totale du rayonnement de freinage magnétique dans le cas ultrare- 
lativiste est proportionnelle au carré de l'énergie 6 de la particule: 


1 ( € Je (74,10) 


3m?c3 \ mc? 


La distribution angulaire du rayonnement est dans ce cas extré- 
mement anisotrope. Elle est essentiellement concentrée dans le 
voisinage du plan de l'orbite. Il est facile d'évaluer la largeur angu- 
laire A6 contenant la “his grande partie du rayonnement à partir 


de la condition 1 — —- cos° 8 — 1 — _ Il est évident que 


4 g 2 2 
18— 1 = (74,10) 


{ce résultat est, bien sûr, conforme à la distribution angulaire de 
ER instantanée considérée au paragraphe précédent, cf. 
12) ©]. 
æ La distribution spectrale du rayonnement dans le cas ultrarela- 
tiviste a elle aussi un caractère spécifique (L. Artsimovitch et I. Po- 
mérantchouk, 1945). 
Nous verrons plus loin que, dans ce cas, le rôle principal dans le 
rayonnement incombe aux fréquences avec de très grands #7. Ceci 
étant, on pourra se servir de la formule asymptotique (70,9), en 


vertu de laquelle on a: 
Jon (2nE) & Var Om (1 —&°)]. (74,12) 


1 On peut trouver les calculs dans le livre: G. A. Schott, Electromagnetic 
Radiation, $ 84, Cambridge, 1912. 

2 Jln’y aura Le lieu de confondre l'angle 8 de ce paragraphe avec l'angle & 
entre net v du $ 73 


266 RAYONNEMENT D'ONDES ÉLECTROMAGNÉTIQUES 


Substituant dans (74,9), on obtient la formule suivante pour la 
distribution spectrale du rayonnement pour les x grands!: 


2H? mc? 


Va m?c3 é 


= Vu[ -o'« ei O(u)du|, (74,13) 


u=n/3 (=) 4 


Pour u—>0, l'expression entre crochets tend vers la limite 
constante ®’ (0) — —0,4587 ...?. Aussi a-t-on pour u< 1: 


1205227 ( ne Jr, 1&n< (+) . (74,14) 


mèc3 ra 


Pour u Ÿ 1, on peut se servir de l'expression asymptotique connue 
de la fonction d'Airy (cf. note p. 201), ce qui donne: 


etH2n/3 f mc3 \v/a 2 fme? \3 € \3 
BE ane (6) exp[ 5" ( ë ) J: n > (er) ’ 
(74,15) 
c'est-à-dire que l'intensité décroît exponentiellement aux très 
grands »n. 
La distribution spectrale présente donc un maximum pour 
n = (&/mc°’)*, et le rayonnement est localisé pour l'essentiel dans 
le domaine des fréquences 


o—on (8) (2). (74,16) 


mc? me \ mc? 


Ces fréquences sont très grandes par rapport à la distance wz entre 
deux d’entre elles voisines. En d’autres termes, le spectre de rayon- 
nement est formé d’un très grand nombre de raies voisines, c'est-à- 
dire qu’il a un caractère quasi continu. De sorte qu’on peut intro- 
duîre au lieu de la fonction de distribution Z, la distribution à fré- 
quences continues © = R@y, écrivant: 

dl =lndn= ln a 


1 Pendant la substitution l’une des bornes de l'intégrale (n°/3) a été rempla- 
cée, avec la précision requise, par l'infini, et l'on a posé v = c partout où il 
a été possible. Bien que dans l'intégrale (74,9) figurent aussi bien des E non 
voisins de 1, l’utilisation de la formule (74,12) est permise, car l'intégrale 
<onverge rapidement à sa borne inférieure. 


a 


2 On a, en vertu de la définition de la fonction d'Airy, 


(s-Ussinz a 3 TO), 


oo | tin mes tr 
Vx | 3 Vas | 2x 


RAYONNEMENT D'UNE CHARGE DANS UN CHAMP MAGNÉTIQUE 267 


Pour les calculs il est commode d'exprimer cette distribution 
au moyen de la fonction de Macdonald K, !. Moyennant des trans- 
formations simples de (74,13), elle peut être mise sous la forme: 


du VS r(e), FEES, (417 
ë 


où l’on a posé: 


3eH 6 \2 
De me (+) 


(74,18) 


La fig. 17 représente le graphique de F (£). 
Faisons enfin quelques remarques sur le cas où la particule décrit 
non pas un cercle, mais une hélice, avec une vitesse longitudinale 


F(&) 
1 


Fig. 17 


(relativement au champ) vy = v cos 4 (x est l'angle entre H et v). 
La fréquence du mouvement de rotation est donnée par la même 
formule (74,1), mais v décrit non pas un cercle, maïs la surface 
d’un cône axé sur H et d'angle au sommet 2%. L'’intensité totale 
du rayonnement (comprise comme l'énergie totale perdue par la 


particule en 1 s) diffère de (74,2) par la substitution à H de H, = 
= H sin +. 


} Le lien entre la fonction d’Airy et K,,, est donné par la formule (4) dans 


la note p. 201. Dans les transformations ultérieures on utilise les relations 
de récurrence 
| 2v » : 
Kyo) —Kvn=—Ks  2K4 (2) = — Kyo (2) — Kvsi (2), 
avec K_,(z)=X, (zx). On trouve notamment sans peine que 


©'(}=— = k(5 2). 
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Dans le cas ultrarelativiste le rayonnement est localisé dans les 
directions du voisinage du «cône des vitesses ». La distribution 
spectrale et l'intensité totale (comprises dans ledit sens) se déduisent 
de (74,17) et (74,10) par la substitution H — H,. Mais s’il s'agit 
de l'intensité observée dans lesdites directions par un observateur 
immobile, on devra introduire dans les formules le facteur 


(1 —<! cos 2) & sin-? 4 qui tient compte du rapprochement du 
radiateur par rapport à l'observateur, qui s'opère avec la vitesse 
VI COS Y- 

Problèmes 


4. Déterminer la variation de l'énergie en fonction du temps pour une 
charge décrivant une orbite circulaire dans un champ magnétique uniforme 
constant, et perdant de l'énergie par rayonnement. 

Solution. En vertu de (74,2) on a pour la perte d'énergie par unité 
de temps: 


dé _2eiH? à“ 
at — meer (6° —mÈe) 
(& est l'énergie totale de la particule). D'où l'on trouve: 


6 2e4H? 
Fe =cth ( 3m3c5 t-+ const ) E 


tortue t croît, l'énergie est monotone décroissante et tend asymptotiquement 
vers la valeur € — mc? (arrêt complet de la particule) lorsque 1 —+ oo. 

2. Trouver une formule asymptotique pour la distribution spectrale du 
rayonnement pour les r grands pour une particule décrivant un cercle avec 
une vitesse non voisine de celle de la lumière. 

Solution. Utilisons la formule asymptotique connue dans la théorie 
des fonctions de Besse] : 

e' : : 


Ja (ne)= L 


E 
; V2nr (1—e2)"/s [ 1+V1—e 
valable pour n(1—e2)%? 5 1. A l'aide de cette formule, on tire de (74.9): 
eH2 V/n ue ë ai 


1 (: v? }"* | v/c 
PC n—= ms —_—_—_—__———— 
2 Vam'es c° ] / uv? 
1 + LS 


Cette formule convient pour n (1 — u/e2)9/2 D 1; si, par ailleurs, 4 — v‘/ 
est petit, cette formule se réduit à (74,15). 

3. Trouver la polarisation du rayonnement d'une charge dans un champ 
magnétique uniforme constant. 

Solution. Le champ électrique E, se calcule d'après le potentiel 
vecteur A, (74,6-7) d’après la formule 


En= (kX An) X k= + k (kAn)+ikAn. 


Soient e, €2 des vecteurs unités dans un plan perpendiculaire à k, e; étant 
parallèle à l'axe des z, et e> étant contenu dans le plan yz [ils ont pou® ,srmp 
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santes: e; = (1, 0, 0), e: = (0, sin 0, — cos 6)]; les vecteurs e:, e2, k forment 
un système dextrorsum. Le champ électrique s'écrit alors: 

E, = ik Aynei + ik sin 04,nee 


au bien, en omettant les facteurs inessentiels : 
Eh LI; (Æc0s0) e;+tg0Jh (= cos e) ies. 


L'onde est elliptiquement polarisée (cf. $ 48). 
Dans le cas ultrarelativiste, pour les n grands et les angles 0 petits les 


fonctions J, et Jn s'expriment au moyen de X; Ja À Ka Ja" ©t nous poserons dans 
leurs arguments: 


Il vient finalement : 


En=e:ŸKa), (5 v)+ie.04,, (++) : À ee ÿ+e. 


Pour 6 = 0, la polarisation elliptique dégénère en polarisation linéaire sui- 
vant e;. Pour les 6 grands (| 6 | © mc2/8, n6% 5 1), on a Kiys (x) Æ Kays (x) & 
& Vas e-*, et la polarisation tend à devenir circulaire: E, «> e; + iez; 
toutefois, l'intensité du rayonnement devient alors exponentiellement petite. 
Dans le domaine intermédiaire des angles le petit axe de l’ellipse est dires 
suivant e>, et le grand axe suivant e,. Le sens de rotation dépend du signe de 
l'angle 6 (8; 0 si H et k sont situés'de part et d'autre du plan de l'orbite, 
comme sur la fig. 16). 


$ 75. Freinage de rayonnement 


Il a été démontré au $ 65 que le développement des potentiels 
du champ d'un système de charges en série des puissances de v/c 
conduit, en seconde approximation, à la fonction de Lagrange, déter- 
minant complètement (à cette approximation) le mouvement des 
charges. Prenons maintenant les termes d'ordres plus élevés dans le 
développement et voyons quels sont les effets résultant de ces termes. 

Dans le développement du potentiel scalaire 


1 
p=— 1 R Pi-R/e dV 
le terme du troisième ordre en 1/c est 


PO — sus | Ad. (75,1) 


7 6e os 


Pour les mêmes raisons que lorsqu'on a établi (65,3), on ne doit 
retenir dans le développement du potentiel vecteur que le terme 
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du second ordre en 1/c, c’est-à-dire 


(2) 1 9 C[. 
AD = 5 (ia. (75.2) 
Faisons la transformation des potentiels : 


, 13 , 
P =p—+1%, A'=A+gradf, 


et choisissons la fonction f de sorte que le potentiel scalaire t*? 
s’annule : 


p= 1% (Rroav. 


Alors le nouveau potentiel vecteur sera égal à 


c® ot 6c2 do 
1 9 x 14 0° 
= ++ {;a sa | RW 


En remplaçant ces dernières intégrales par des sommes étendues 
aux diverses charges, on obtient pour le premier terme du second 


membre l'expression — + Dev. Dans le second terme, écrivons 
R = Ro—r, où Ro et r ont leur signification usuelle (cf. $ 66): 
alors R— —r— — v, et le second terme devient _ Dev. De 
sorte que 


"(2 2 ”, CT 
APE ES Dev. (75,3) 
Le champ magnétique correspondant à ce potentiel est nul 
(H = rot A % = O), étant donné que A? ne contient pas les 
coordonnées sous forme explicite. On a pour le champ électrique 
! 2 
E > — AL: 


+) oc. 


Ed, (75.4) 


où d est le moment dipolaire du système. 

Ainsi, les termes du troisième ordre dans le développement du 
champ font apparaître des forces supplémentaires agissant sur les 
charges, qui ne sont pas contenues dans la fonction de Lagrange 
(65,7) ; ces forces dépendent des dérivées par rapport au temps des 
accélérations des charges. 

Considérons un système de charges accomplissant un mouvement 
stationnaire ! et calculons le travail moyen effectué par le champ 


1 Plus exactement, un mouvement qui serait stationnaire, abstraction 
faite du rayonnement, qui entraîne l'amortissement progressif du mouvement. 
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(75,4) dans l'unité de temps. Chaque charge e est soumise à une 
force f — eE, soit 


(Sd. (75,5) 


Dans l'unité de temps cette force effectue un travail égal à fv: 
le travail total de déplacement de toutes les charges est égal à la 
somme étendue aux charges : 


2 .. 2 

D Îv= d > ENT Ts 

Le premier terme s’évanouit, quand on en prend la moyenne par 
rapport au temps, de sorte que le travail moyen est 


ru 2 3 e 
d'd— + (dd) — 2; de. 


=: 2 
S'v= — 73 de. (75,6) 


Mais l’expression du second membre n’est autre que (au signe près) 
le rayonnement moyen d'énergie du système dans l’unité de temps 
[cf. (67,8)]. Ainsi, les forces (75,5) résultant de la troisième appro- 
ximation décrivent l’action inverse du rayonnement sur les charges. 
Ces forces portent le nom de freinage de rayonnement vu de forces 
de freinage lorentziennes. 

En même temps que la perte d'énergie, il y a aussi dans le système 
de charges rayonnantes perte de moment cinétique. La diminution 
du moment cinétique par unité de temps, aM/dt, peut être facilement 
calculée au moyen des expressions des forces de freinage. On obtient 


par dérivation du moment cinétique M— Ÿr Xp par rapport 
au temps, M= ÿr xp, puisque dr x p — Y'mv x v=0. 
Remplaçant la dérivée de l’impulsion de la particule par rapport 
au temps par la force de frottement (75,5) agissant sur elle, on 
trouve : 


M=Drxt= Derxd = d x d. 


Nous cherchons la valeur moyenne dans le temps de la perte de 
moment cinétique pour un mouvement stationnaire, de même que 
nous cherchions plus haut la perte moyenne d'énergie. Ecrivant: 


dxd =+dxd—dxd 
et remarquant que la dérivée totale par rapport au temps (le premier 
terme) disparaît quand on en prend la moyenne, on trouve en défi- 


nitive l'expression suivante de la perte moyenne de moment ciné- 
tique pour le système LEA 


Me dd. (75,7) 
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Il y a aussi freinage de rayonnement dans le cas d'une seule 
charge en mouvement dans un champ extérieur. Il s'écrit : 


2e? LE 
[ — 3cs Y- 


T1 est toujours possible pour une particule de choisir un référentiel 
où elle repose à l’instant donné. Si l’on calcule pour un tel système 
les termes suivants du développement du champ créé par la charge, 
on voit aisément que tous ces termes s'annulent lorsque le rayon 
vecteur R allant de la charge au point d'observation tend vers zéro. 
De sorte que dans le cas d’une seule charge la formule (75,8) est 
l'expression exacte de l’action inverse du rayonnement dans le 
référentiel où la charge est au repos. 

1 faut avoir en vue, cependant, que la description de l’action 
de la charge « sur elle-même » au moyen de la force de freinage n'est 
pas tout à fait satisfaisante et implique des contradictions. L'’équa- 
tion du mouvement d’une charge, en l'absence de champ exté- 
rieur, sollicitée seulement par la force (75,8) s'écrit : 


(75,8) 


. 2,2 0e 


mv = = \' 
7 3c3 


Cette équation possède, outre la solution triviale v = const, une 


solution telle que l'accélération v est proportionnelle à exp (3mc°t/2e°), 
c'est-à-dire croît indéfiniment avec le temps. Cela signifie par exem- 
ple qu'une charge traversant un champ devrait « s'accélérer » indé- 
finiment à la sortie du champ. L'absurdité de ce résultat montre la 
limitation de la formule (75,8). 

La question peut se poser de savoir comment l'électrodynamique, 
qui satisfait à la loi de conservation de l'énergie, peut conduire au 
résultat absurde qu'une particule libre augmente indéfiniment son 
reie En réalité, les racines de cette difficulté se trouvent dans la 

asse propre » électromagnétique infinie des particules élémen- 
taées. dont il a été question au $ 37. Lorsque nous attribuons dans 
les équations du mouvement une masse finie à la charge, par là 
même nous lui attribuons, en fait, formellement une « masse propre » 
négative infinie d'origine non électromagnétique, qui, avec la massé 
électromagnétique, fait que la masse de la particule devient finie. 
Mais comme la soustraction de deux infinis n'est pas une opération 
mathématique tout à fait correcte, elle conduit à un certain nombre 
de difficultés dont celle qui vient d’être indiquée. 

Dans le système de coordonnées où la vitesse de la particule est 
petite, l'équation du mouvement s’écrit, compte tenu du freinage 
de rayonnement, 

2 


mv =eE ++ vxH+= (75,9) 
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En vertu des considérations exposées, cette équation n'est appli- 
cable que dans la mesure où la force de freinage est petite par rap- 
port à la force avec laquelle le champ extérieur agit sur la charge. 

Pour expliciter le sens physique de cette condition, procédons 
comme suit. Dans le référentiel où la charge est au repos à l'instant 
donné, la dérivée seconde de la vitesse par rapport au temps est, 
abstraction faite de la force de freinage: 

LE] e L] e L2 

ne E+ — v X H. 


mc 
Substituons dans le second terme (avec la même approximation) 
v=eE/m; nous obtenons : 


. e e e2 
Il en résulte que la ‘force de freinage sera constituée de deux 


termes : 


2e4 - 
re EX H. (75,10) 


2e3 À 
= msE+ 
Si w est la fréquence du mouvement, alors É est proportionnel 
: ; 3 
à @E et, par conséquent, le premier terme est de l'ordre de E E ; 


- : EH. Il s'ensuit que la condi- 
mc 


tion de petitesse des forces de freinage par rapport à la force exté- 
rieure eË agissant sur la charge donne, primo, 


_o € 1, 


mcs 


le second terme est de l’ordre de 


ou bien, en introduisant la longueur d'onde ? — c/w, 


15. (75,11) 


Ainsi, la formule (75,8) du freinage de rayonnement n'est appli- 
cable que dans le cas où la longueur d'onde rencontrant la charge 
est grande par rapport à son « rayon » e*/mc°. On voit que les distan- 
ces de l'ordre de e*/mc° représentent de nouveau la limite au-delà de 
ee l'électrodynamique devient intrinsèquement contradictoire 
(cf. $ 37). 

Secundo, comparant le deuxième terme dans la force de freinage 
avec la force eE, on trouve la condition 


2ct 
H<-. (75,12) 


Ainsi, il faut également que le champ lui-même ne soit pas trop 
grand. Les champs de l'ordre de m°c/e$ sont aussi une limite au-delà 


18—249 
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de laquelle l'électrodynamique classique conduit à des contradic- 
tions internes. Là encore il faut avoir en vue que l’électrodynamique 
devient inapplicable, par suite d'effets quantiques, déjà pour des 
champs bien plus petits !. 

Rappelons, pour éviter tout malentendu, que la longueur d'onde 
dans (75,11) et la grandeur du champ dans (75,12) sont rapportées 
au référentiel où la particule se trouve au repos à l'instant donné. 


LA Problèmes 


1. Déterminer le temps de «chute» l’une sur l'autre de deux charges 
attractives en mouvement elliptique (de vitesse petite par rapport à celle de la 
lumière) et perdant de l'énergie par rayonnement. 

Solution. Supposant que la perte relative d'énergie en une révolu- 
tion est petite, on peut admettre que la dérivée par rapport au temps de l'éner- 
gie est égale à l’intensité moyenne du rayonnement (déterminée dans le problè- 
me 1 du $ 70): 


2 HR CERN EN RREA SSSR ARS «) 
dd 3c3MS M, M ua ’ 
où œ = |eje2 |. En même temps que de l'énergie, les particules perdent aussi 


du moment LE IS La perte de moment dans l'unité de temps est donnée 
par la formule (75,7); en y substituant l'expression (70,1) pour d et remarquant 


que ur = — ar/r5 ct M = ur X v, on trouve: 
dM ___2a (£ e2\2 M 
“dt 33m 2) r3 © 


Prenons la moyenne de cette expression dans une période du mouvement. 
Etant donné que M varie lentement, il suffira dans le second membre de prendre 
la moyenne de r-*; on calcule cette valeur moyenne exactement comme on l’a 
fait au problème 1 & 70 pou la valeur moyenne de r-4. On trouve en définitive 
pour la perte moyenne de moment par unité de temps l’expression suivante : 


! TEA CR } 2 
à dt 3c3M? Mi M Ë 

-(ici, comme dans (1), on a omis la barre indiquant la valeur moyenne). 

Faisant le quotient de (1) par (2), on obtient l'équation différentielle 


_ 


Le dlél_ nue? f, ,161M* 
aM = Er (3 7 ua? ): 
qui donne par intégration : 
= pe /3.M\, 1601 
ee (1 6) + ms (3) 


La constante d'intégration a été choisie de manière que l’on ait 8 — € pour 
M = Mo, où M et to sont les valeurs initiales du moment et de l'énergie 


des particules. 
A la « chute » des particules l’une sur l'autre il correspond A7 — 0. (3) 


montre, comme cela doit être, qu'alors & —+ — oo. 
1 Pour des champs de l’ordre de m°c?/hie, où hi est la constante de Planck. 
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Notons que le produit | $ | M? tend vers pa*/2, et il résulte de la formule 
(70,3) que l'excentricité e — 0, c'est-à-dire que l'orbite s’arrondit au fur et 
à mesure que les particules se rapprochent. Substituant (3) dans (2), on détermi- 
ne la dérivée dt/dM, exprimée en fonction de M, après quoi l'intégration en dM 
de Mo à zéro donne le temps de chute: 


cSM$ e € —2 S n a 0 2 
1 =—— "ts 2 (Vue + V2MET] 60 1) *. 
chute a Valéirs ( ) hH 51 6ol 


2. Trouver la fonction de Lagrange limitée au quatrième ordre d’un systè- 
a a deux particules identiques chargées! (J. Smorodinski et V. Goloubenkov, 
1956). » 
Solution. Il est commode de faire les calculs selon un schéma quelque 
je différent de celui utilisé au $ 65. Partons de l'expression de la fonction 
e Lagrange des particules et de leur champ 


Ecrivant ici: 


des (+2 —ve)-n rot A 
c ot 


et intégrant par parties, on obtient : 
hors 0 
He Jenna $irr+axma- 
1 d 


Pour un système sans rayonnement dipolaire, l’intégrale sur la surface à l'infi- 
ni n'apporte rien aux termes de l'ordre de 1/ct. Quant au terme contenant la 
dérivée totale par rapport au temps, on peut l'omettre dans la fonction de 
Lagrange. De sorte que les termes cherchés du quatrième ordre de la fonction 
de Lagrange sont contenus dans l'expression 


(ace Das 
a 


Continuant le développement fait au $ 65, on trouve les termes du quatriè- 
me ordre dans les potentiels (o et A/c) du champ créé par la charge 1 au point 
où se trouve la charge 2: 

e 04R3 1 e do? 
MO= 5x 0: MO 55e (AVI). 


En faisant la transformation (18,3) avec la fonction adéquate /, on peut 
mettre ces potentiels sous la forme équivalente : 


1 52 3 
D @=0, LA Dee | Av) + 5e (FAS] ct) 


. À Voir note p. 222. Les termes du troisième ordre de la fonction de Lagrange 
disparaissent automatiquement : les termes de l'ordre correspondant du champ 
créé par les particules sont déterminés par la dérivée par rapport au temps 
du moment dipolaire [cf. (75,3)], qui est conservé dans le cas donné. 


18+ 
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(la dérivation d/ôt est faite en fixant la position du point d'observation, soit 
le point 2; la dérivation V concerne les coordonnées du point d'observation). 

Les termes du quatrième ordre dans la fonction de Lagrange sont donnés 
à présent par l'expression !: 


LA = [A (2) va A (1) vi] +5 Ut + 4). @) 


Effectuant dans (1) une partie des dérivations, mettons A; (2) sous la forme : 


1 e 6F; 


Q 
TA DE , Fi (BRv:—Rn (nv:)] 


(où n est le vecteur unité mené de 1 à 2). Avant de continuer les calculs, il est 
commode d'exclure immédiatement de L(* les termes contenant les dérivées 
ns vitesses par rapport au temps d'ordre supérieur à un; remarquons à cet 
effet que 


1 d . 
— A1 (2) v:=s V2 = BA {5 (v2F1) — (v2V) CFD Five } , 
où 
 vF)=-2 (VF 9) (VF 
a (Va 1) =, (va 1)+ (V2V) (v2F:) 


est la dérivée totale par rapport au temps (dérivation par rapport aux deux 
extrémités du vecteur RI) et peut être exclue de la fonction de Lagrange. Quant 
aux accélérations, on les élimine de l'expression obtenue au moyen des équations 


du mouvement de première approximation: mv; = —en/R°, mY2 = en/R2. 
Après un calcul assez long, on trouve en définitive: 


Lo = {1—0bt +2 (m2 —5 (va? (vo? + 
+ av DRE (nv vf ot 0843 (av +3 (ave À 
: + (+09. 


De la symétrie résultant de l'identité des deux particules, on voit à l'avance 
.que, dans le référentiel où leur centre d'inertie est au repos, on a v, = — v2. 
Il vient alors pour les termes du quatrième ordre dans la fonction de Lagrange 


Lo = ne { HlLé—3 (avt +2 (av)tot] + 


CR 8 
He ant) + er à 


Où V—=V2— Vi. 
1 On a omis ici les termes infinis dus à l’action sur les particules de leurs 


propres champs. Cette opération correspond à la « renormalisation + des masses 
entrant dans la fonction de Lagrange (cf. note p. 123). 


FREINAGE DE RAYONNEMENT DANS LE CAS RELATIVISTE 277 


$ 76. Freinage de rayonnement dans le cas relativiste 


Etablissons l'expression relativiste du freinage de rayonnement 
(pour une seule charge), valable aussi lorsque le mouvement évolue 
avec des vitesses de l’ordre de celle de la lumière. Cette force repré- 
sente à présent un quadrivecteur g', qui viendra compléter l'équation 
du mouvement de la charge, écrite avec le formalisme quadridi- 
mensionnel : 


me = + Fun + gi. (76,1) 


Pour déterminer g', remarquons que pour v & c ses trois compo- 
santes spatiales doivent se réduire aux composantes du vecteur 


f/c (75,8). Il est facile de voir que le 4-vecteur ES jouit de cette 


propriété. Toutefois, il ne satisfait pas à l'identité g'u; — 0, qui 
a lieu pour les composantes de tout 4-vecteur force. Pour satisfaire 
à cette condition, il faut ajouter à l'expression écrite un certain 
4-vecteur formé avec le quadrivecteur vitesse u' et ses dérivées. 
Les trois composantes spatiales de ce vecteur doivent s'annuler pour 
le cas limite v — 0, pour ne pas affecter la valeur, juste, de f déjà 


de? d’ui Le 

TE Le 4-vecteur u' jouit de cette 
propriété, et il en résulte que le terme complémentaire doit être 
de la forme aui. Il faut choisir le scalaire « de manière à satisfaire 


à la relation glu; — 0. On trouve, en définitive: 
a _ 2e faut 5 ù dur - 
= ( u'u +) : (76,2) 
On peut recopier la formule obtenue sous une autre forme, expri- 
mant, en vertu des équations du mouvement, les dérivées d’u'/ds? 


en fonction du tenseur du champ électromagnétique extérieur agis- 
sant sur la particule: 


donnée par l’expression 


Faisant la substitution, il faut noter que le produit contracté du 
tenseur 0F“*/6z! antisymétrique, par rapport aux indices à, k, et 
du tenseur symétrique u;u, donne zéro. Ainsi, 


: 23 oFik L 2e4 il k 264 n a i 0: 
ge ar MU es Pau geres (Faute!) (F um) u°. (76,3) 


L'intégrale de la 4-force g' sur la ligne d'univers du mouvement 
de la charge traversant le champ donné doit coïncider (au signe 
près) avec le rayonnement total par la charge de 4-impulsion AP° 
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[de même que la valeur moyenne du travail de la force f dans le cas 
non relativiste coïncide avec l'intensité du rayonnement dipolaire, 
cf. (75,6)1. Il est facile de voir qu'il en est bien ainsi. Le premier 
terme dans (76,2) s'annule après intégration, car la particule n'a 
pas d'accélération à l'infini, c'est-à-dire que du‘/ds — 0. Nous 
intégrerons le second terme par parties, ce qui donne: 


2e 


| gi dr = f u* 


cette expression coïncidant exactement avec (73,4). 

Lorsque la vitesse de la particule tend vers c, la quantité crois- 
sant le plus vite dans les coordonnées spatiales du 4-vecteur (76,3) 
provient du terme contenant les produits trois à trois des composan- 
tes de la 4-vitesse. Conservant, par conséquent, seulement ce terme 
dans (76,3) et tenant compte du lien (9,18) entre les composantes 
spatiales du 4-vecteur g' et la force tridimensionnelle f, on trouve 
pour cette dernière : 


duy 
as = — 


2e? ee dut 
3c ds ds 


ds, 


2ei 
f — 3mêcs (Friu!) (F* Um) v. 


Par conséquent, dans ce cas la force f est opposée à la vitesse de la 
particule ; dirigeant l’axe des x selon la vitesse et développant les 
expressions quadridimensionnelles, on obtient: 


2et (Ey—H:}+(E:+4,) 


fx Le — Imcci LE (76,4) 


(partout, sauf au dénominateur, on a posé v = c). On voit que pour 
unt particule ultrarelativiste la force de freinage est proportionnelle 
au* carré de son énergie. 

”  Remarquons le fait suivant digne d'intérêt. On a démontré au 
pacagraphe précédent que les expressions obtenues pour le freinage 
de rayonnement n'étaient applicables que lorsque la grandeur du 
champ est petite par rapport à m°c‘/e° dans le référentiel où la par- 
ticule est au repos (le système X5). Soit F un ordre de grandeur du 
champ extérieur dans le référentiel Æ, où la particule se meut avec 
la vitesse v. Alors, dans X, le champ a pour ordre de grandeur 


FiVT— vlc (voir les formules de transformation au $ 24). Il en 
résulte que F doit satisfaire à la condition 


1. (76.5) 


FREINAGE DE RAYONNEMENT DANS LE CAS RELATIVISTE 279 


Par ailleurs, l’ordre de grandeur du quotient de la force de freinage 
(76,4) par la force extérieure (— eF) est 


esF 
\ ? 
m°c4 ( 1 —7) 


et l’on voit que l'observation de la condition (76,5) n'exclut pas pour 
la force de freinage la possibilité d'être grande (lorsque l'énergie 
de la particule est suffisamment grande) relativement à la force 
ordinaire de Lorentz agissant sur une charge dans un champ électro- 
magnétique !. Ainsi, il peut arriver que pour une particule ultra- 
relativiste le freinage de rayonnement soit la force fondamentale 
agissant sur elle. 

Dans ce cas, on peut admettre que la perte d'énergie (cinétique) 
par la particule lorsqu'elle décrit l'unité d'arc est égale à la seule 
force de freinage f,; compte tenu de ce que cette dernière est pro- 
portionnelle au carré de l'énergie de la particule, on a: 


d c ® 
— San —=k (x) Étinr 


où l'on a désigné par k (x) le coefficient, dépendant de x, s'expri- 
mant, conformément à (76,4), en fonction des composantes trans- 
versales du champ. Intégrant cette équation différentielle, on trouve : 
1 1 

 — — d Fs 

Écin 60 Le À FOR 
où &, est l'énergie initiale de la particule (l'énergie pour x — — oo). 
En particulier, l'énergie finale 8, de la particule (lorsqu'elle a tra- 
versé le champ) est donnée par la formule 


1 1 À 
+=gt Î k (x) dr. 
—00 
On voit que lorsque €o —> , l'énergie finie &, tend vers une cons- 


tante, ne dépendant pas de £&o (1. Pomérantchouk, 1939). Il en 
résulte qu'après la traversée du champ, l'énergie de la particule ne 


. 1 Soulignons que ce résultat ne contredit en aucune façon la déduction 
faite plus haute de l'expression relativiste du quadrivecteur force gi, qui sup- 


posait sa « petitesse » par rapport au quadrivecteur force + Fihug. Il suffit 


que soit observée la condition de petitesse des composantes d’un 4-vecteur 
par rapport à l’autre ne serait-ce que dans un référentiel ; en vertu de l’inva- 
riance relativiste, les formules quadridimensionnelles obtenues à partir d’une 
telle hypothèse seront automatiquement exactes dans tout autre référentiel. 
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peut dépasser la valeur &cnt définie par l'égalité 


1 
écrit ÿ FO 
ou bien, substituant l'expression de k(x), 
+00 
1 2 2 \2 2 \e 
esse) |IG-H)+(E+H)iar. (16,6) 


Problèmes 


1. Déterminer l'énergie limite que peut posséder une particule après avoir 
traversé le champ d’un dipôle magnétique m; le vecteur m et la vitesse sont 
coplanaires. 

Solution. Prenons pour plan zz le plan défini par le vecteur m et la 
vitesse, la particule se mouvant parallèlement à l'axe x à la distance p de cette 
dernière. On a pour les composantes transversales du champ du dipôle magné- 
tique agissant sur la particule [cf. (44,4)]: 


H,=0, H, = Em 


LL i 2 L 22 
Mag Po EEnNE +2?) cos p} 
{@ est l'angle entre m et l’axe des z). Substituant dans (76,6) et intégrant, 
on obtient : 
1 m?r e2 \2 . 
Ex = Enrap (S) (15-26 cos? q). 


mc? 
2. Ecrire l'expression tridimensionnelle de la force de freinage dans le 
cas relativiste. 
£ Solution. Calculant les composantes spatiales du 4-vecteur (76,3), on 
obtient : 


ee (1) * {(g+on) Etivx(2+ on) H}+ 
| 2e4 4 4 
_ +n {Ex H+LEXHxV+ÉENE)- 


2et 


y (Este 
c2 


$ 77. Décomposition spectrale d’un rayonnement 
dans le cas ultrarelativiste 


On a montré plus haut ($ 73) que le rayonnement d’une particule 
ultrarelativiste est dirigé principalement en avant, dans le sens de 
la vitesse de la particule: il est contenu presque entièrement dans 
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le petit intervalle d'angles 
EN ra PÉ 
C= 


autour de la direction de v. 

La relation entre la grandeur de cet intervalle et l'angle total & 
de la déviation de la particule lorsqu'elle traverse un champ élec- 
tromagnétique extérieur est essentielle pour calculer la décomposition 
spectrale du rayonnement. 

On peut évaluer l’angle « comme suit. La variation transversale 
(perpendiculairement au mouvement) de l'impulsion de la particule 
est de l’ordre de grandeur du produit de la force transversale eF ? 
par le temps de traversée du champ t{ — a/v & alce (où a est la dis- 
tance à laquelle le champ est sensiblement différent de zéro). Le 
rapport de cette quantité à l'impulsion 


détermine l’ordre de grandeur du petit angle &: 


F 2 
eV 1-7. 
mecs La 
Divisons par AO; on a: 
(22 eFa Sex. 
PT enr (77,1) 


Remarquons que ce rapport ne dépend pas de la vitesse de la parti- 
cule et qu'il est entièrement déterminé par les propriétés du champ 
extérieur. 

Supposons d'abord que 


eFa Ÿ mc?, (77,2) 


c'est-à-dire que l'angle total de déviation de la particule soit grand 
par rapport à A6. On peut alors affirmer que le rayonnement dans 
une direction donnée a lieu principalement sur l’arc de la trajectoire 
où la vitesse de la particule est presque parallèle à cette direction 
(l'angle qu'elle forme avec cette dernière est compris dans l’inter- 
valle A8) et que la longueur de cet arc est petite par rapport à a. Sur 
un tel arc le champ F peut être considéré comme constant, et comme 


1 Si l’on dirige l’axe des z dans la direction du mouvement de la particule, 
alors (eF)° est la somme des carrés des composantes sur les axes des y et des z 


de la force lorentzienne eE+v X H, où l’on peut poser v Æ c: 


2=(£E,—H,)+(E:+4,)°. 
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un petit arc de courbe peut être assimilé à un arc de cercle, on peut 
appliquer les résultats obtenus au $ 74 pour le rayonnement pendant 
un mouvement circulaire uniforme (remplaçant en même temps H 
par F). En particulier, on peut affirmer que la plus grande partie 
du rayonnement est concentrée dans l'intervalle de fréquences 


we —2 (17,3) 
me (1-2) 
cf. (74,16)]. ù 
Dans le cas limite opposé 
eFa & mc° (17.4) 


l’angle total de déviation de la particule est petit par rapport à A6. 
Alors, le rayonnement tout entier a lieu principalement dans un 
intervalle étroit d'angles A8 autour de la direction du mouvement 
cet est déterminé par toute la trajectoire de la particule. 

Pour calculer la décomposition spectrale de l'intensité dans ce 
cas, il est commode de partir de l’expression du champ dans la zone 
d'ondes de rayonnement sous la forme de Liénard-Wiechert (73,8). 
Calculons la composante de Fourier 


Lo 
E, — [ Ecio' dt. 


L'expression dans le second membre de la formule (73,8) est une 
fonction de l'instant retardé !’, déterminé par la condition t{” — 
= t— R (t')/e. On a à de grandes distances de la particule se mou- 
vant avec une vitesse presque constante v: 


at-il) st avt 
tr r({) & vt est le rayon vecteur de la particule), ou 
_ s=v(i-©)+2. 
Remplaçons l'intégration en dt par une intégration en d{’, posant : 


dt= (1—-©) dt’; 


c 


C 


on obtient : 
iAR ire ; tor (1-2 
pe Î n x {(n-2) xw(}e (Gi gr. 
c= ny C 
Ro (1-®) #2 


La vitesse v est considérée partout ici comme une grandeur cons- 
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tante; seule l'accélération w(t’) est variable. Posant : 
’ , av =» 
(a) =w (1) (77,5) 


et introduisant la composante de Fourier de l'accélération corres- 
pondant à cette fréquence, nous écrirons E,, sous la forme : 
ikRo 


2 
e € Q ; MALE 7 
Een (ar) x {(n 7) x we} - 
Enfin, compte tenu de (66,9), on trouve en définitive pour l'énergie 
rayonnée dans l'angle solide do et de fréquence dans do: 


ee) nr {(nt)ree) led. Gr 


On évalue facilement l'ordre de grandeur des fréquences dans 
l'intervalle desquelles est concentrée la plus grande partie du rayon- 
nement dans le cas (77,4), en remarquant que la composante de 
Fourier w est sensiblement différente de zéro seulement si le 
temps 1/w’, ou, ce qui revient au même, 

1 


v? 
o(1—<) 
est du même ordre que le temps a/v— a/c au cours duquel l'accé- 
lération de la particule varie sensiblement. On trouve, par consé- 


ent, 
Li Ë (77,7) 


La dépendance entre ces fréquences et l'énergie est la même que 
dans (77,3), mais le coefficient est différent. 

Dans l'étude que l’on a faite [pour les deux cas (77,2) et (77,4)], 
on a supposé que la perte totale d'énergie de la particule lors de la 
traversée du champ était relativement petite. Montrons à présent 
que le problème du rayonnement d’une particule ultrarelativiste 
dont la perte totale d'énergie est de l’ordre de son énergie initiale 
se rapporte au premier cas considéré. 

On peut définir la perte d'énergie de la particule dans le champ 
comme le travail de la force lorentzienne de frottement. Le travail 
de la force (76,4) sur une distance —a a pour ordre de grandeur 
esFa 


af 2 re . 
mic ( 1 -+) 
c° 


Pour qu'il soit comparable à l'énergie totale de la particule 
mc®/V T—v?c®, le champ doit exister à des distances 
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Mais alors la condition (77,2) est automatiquement satisfaite 
m3c8 4 ; v? 2 
aeF— 1— 2 me , 


étant donné que le champ F doit, en tout cas, vérifier la condi- 
tion (76,5) 


F mc4 
FF & —S ? 
De e 
Vi-f 


sans laquelle l’électrodynamique ordinaire ne peut être appliquée. 


Problèmes 


1. Déterminer la distribution spectrale totale (dans toutes les directions) 
de l'intensité du rayonnement sous la condition (77,2). 

Solution. Le rayonnement sur chaque élément d'arc de la trajectoire 
est déterminé par la formule (74,13), dans laquelle Æ doit être remplacé par 
la valeur F de la force transversale au point donné; il faut passer, en outre, 
du spectre discret de fréquences au spectre continu. On réalise ce passage en 
multipliant formellement par dn et substituant 


Ta dn= ln Ge do = a De - 


Intégrant ensuite l'intensité par rapport au temps tout entier, on trouve la 
distribution spectrale du rayonnement total sous la forme suivante : 


Sefe V\ Les = 
ns c? ) \ [e+S Î © (u) a] dt, 


où ®(u) est la fonction d'Airy d'argument 


! _[mco f, vu? ] jé 

: u=[ F (1 ce : 
L'expression sous le signe somme dépend de la variable d'intégration t impli- 
citement par l'intermédiaire de la quantité u (F, et u avec, varie sur la trajec- 
toïre de la particule; le mouvement étant donné, cette variation peut être 
considérée comme une dépendance du temps). 

2. Déterminer la distribution spectrale de l'énergie totale rayonnée (dans 
toutes les directions) sous la condition (77,4). 

Solution. Notant que le rôle principal est joué par le rayonnement 
sous des angles faibles par rapport à la direction du mouvement, nous écrirons: 


w'=w(1-2 006) CT) (1-2+9) =$(1-5+0) ë 


Remplaçons l'intégration de l’expression (77,6) sur les angles do = sin 0404 = 
=: 0dôdp par une intégration sur dpdw'/w. Développant le carré du double 
produit vectoriel dans (77,6), il faut avoir en vue que, dans le cas ultrarelati- 
viste, la composante longitudinale de l'accélération est petite par rapport à la 
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composante transversale (dans le rapport 1 — 1*/c°) et. dans le cas donné. on 
peut admettre que w et v sont orthogonaux. avec un degré de précision suffisant. 
On trouve en définitive pour la distribution spectrale du rayonnement total 
la formule suivante: 


$ 78. Diffusion par des charges libres 


Lorsqu'une onde électromagnétique atteint un système de char- 
ges, elle les met en mouvement. Ce mouvement est accompagné, 
à son tour, d'un rayonnement dans toutes les directions: il y a diffu- 
sion de l'onde initiale. 

Il est commode de caractériser la diffusion comme le rapport de 
la quantité d'énergie émise par le système diffusant dans une direc- 
tion donnée en l'unité de temps et de la densité du flux d'énergie du 
rayonnement incident. Ce rapport a la dimension d’une aire; on 
l'appelle section efficace de diffusion (ou simplement section). 

Soit d1 l'énergie rayonnée par le système dans l'angle solide do 
(en 1 s) lorsqu'il est atteint par une onde ayant pour vecteur de 
Poynting S. Alors la section de diffusion (dans l'angle solide do) 
s'écrit : 


do = (78,1) 


al &] 


{la barre indique la valeur moyenne par rapport au temps). L'’inté- 
grale © de do sur toutes les directions est la section totale de diffusion. 

Considérons la diffusion par une seule charge libre immobile 
et supposons qu'elle soit atteinte par une onde plane monochroma- 
tique polarisée rectilignement. On peut écrire son champ électrique 
sous la forme: 


E= E, cos (kr — wf + a). 


Nous supposerons que la vitesse communiquée à la charge par 
le champ de l'onde incidente est petite par rapport à la vitesse de la 
lumière, ce qui a toujours lieu pratiquement. On peut alors admettre 
que la force agissant sur la charge est eE et l’on peut négliger la 


force _ v X H du champ magnétique. On peut aussi négliger dans 


ce cas l'influence du déplacement de la charge lorsqu'elle oscille 
sous l’action du champ. Si la charge oscille autour de l’origine des 
coordonnées, on peut alors admettre qu’elle est constamment soumise 
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à l’action du champ existant à l’origine, c’est-à-dire 
E— E, cos (œt — «). 


Puisque les équations du mouvement de la charge s'écrivent : 


mr = eE, 


et que son moment dipolaire est d—er, on a: 


.. e? _ 
d=—— e. (78,2) 
Pour calculer le rayonnement diffusé, servons-nous de la formule 
(67,1) du rayonnement dipolaire; nous en avons le droit, car la 
vitesse acquise par la charge est supposée petite. Notons aussi que 
la fréquence de l'onde émise par la charge (c’est-à-dire de l'onde 
qu'elle diffuse) est égale manifestement à la fréquence de l’onde 
incidente. 
Substituant (78,2) dans (67,7), on trouve: 


ei 2 
dI = unies (E x n}° do. (78,3) 
Par ailleurs, le vecteur de Poynting de l'onde incidente 
C 2 
S = 4 E*. 
D'où l'on trouve la section de diffusion dans l'angle solide do: 
do = (5 )" sin? 6 do, (78,4) 


où 6 est l'angle entre la direction de la diffusion (le vecteur n) et la 
diregtion du champ électrique E de l’onde incidente. On voit que la 
section efficace de la diffusion par une charge libre ne dépend pas de 
la fréquence. 

Déterminons la section totale o. A cet effet, prenons l'axe porté 
par'Æ comme axe polaire; alors do = sin 6d8d@ et on trouve en 
intégrant sur d8 de O à net sur d de 0 à 2x: 

S: e2 \2 _ 
= (=) (78,5) 
(c'est la formule de Thomson). 

Calculons enfin la section différentielle do dans le cas où l'onde 
incidente n'est pas polarisée (lumière naturelle). Pour cela on doit 
prendre la moyenne de (78,4) sur toutes les directions du vecteur E 
dans le plan perpendiculaire à la direction de la propagation de l’onde 
incidente (à la direction du vecteur d'onde k). 
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Désignant par e le vecteur unité dans la direction de E, nous 
écrirons : 


sin® 0 — 1 — (ne) —1—nenpeces. 
On prend la moyenne en utilisant la formule 


== 1 kak : 
exes = (85 — ns) ; (78,6) 


ce qui donne 
sin° 0 =+ (1 + ) =+( + cos® Ô), 


® étant l'angle entre les directions des ondes incidente et diffusée 
(angle de diffusion). De sorte qu’on a pour la section de diffusion 
cherchée d’une onde non polarisée par une charge libre : 


do—+ (2 )" (1+ cost 8) do. (78,7) 


mc? 


L'effet de’diffusion engendre une certaine force agissant sur la 
particule diffusante. Les considérations suivantes permettent de s'en 
assurer facilement. L’onde incidente perd en moyenne dans l’unité 
de temps l'énergie cWo, où W est la densité moyenne d'énergie 
et © la section efficace totale de diffusion. Etant donné que l’im- 
pulsion du champ est égale au quotient de son énergie par la vitesse 
de la lumière, il en résulte que la quantité d’impulsion perdue par 
l'onde incidente est Wo. Par ailleurs, dans le référentiel où la charge 
accomplit seulement de petites oscillations sous l'influence de la 
force eE, sa vitesse v étant donc petite, le flux total d’impulsion 
dans l’onde diffusée est nul, en négligeant les termes d'ordre supé- 
rieur à v/c (on a indiqué au $ 73 que dans un référentiel où v — 0 
la particule ne rayonne pas d’impulsion). Il en résulte que toute 
l'impulsion perdue par l'onde incidente est « absorbée » par la 
particule diffusante. La force moyenne À agissant sur la particule 
est égale à la valeur moyenne de l’impulsion absorbée dans l'unité 
de temps, soit 


ï = oWn, (T8, 8) 


(n, est le vecteur unité dans la direction de la propagation de l'onde 
incidente). Notons que la force moyenne est une quantité du second 
ordre par rapport au champ de l'onde incidente, alors que la force 
« instantanée » (dont la partie principale est eE) est du premier ordre 
par rapport au champ. 


! En effet, «,c est un tenseur symétrique de trace unité, et la multiplica- 
tion de ce tenseur par k, donne zéro, car e et k sont orthogonaux. L'expression 
écrite satisfait précisément à cette condition. 
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On peut aussi obtenir la formule (78,8) directement, en prenant 
la moyenne de la force de freinage (75,10). Le premier terme, qui 
est proportionnel à E, s’aunule quand on en prend la moyenne (de 
même que la valeur moyenne de la force fondamentale eE). Le 
second terme donne: 


ï 2e En _ 8x ( c? j: Æ, 
2c4 07 3 (me? an 9 


qui, compte tenu de (78,5), coïncide avec (78,8). 


Problèmes 


1. Déterminer la section efficace de diffusion d'une onde elliptiquement 
polarisée diffusée par une charge libre. 

Solution. Le champ de l'onde s'écrit E— A cos (ot + œ) + 
+B sin (ot + &), où A et B sont orthogonaux (cf. $ 48). On établit comme 
dans le texte: 


do. 


(ee) Est 


mc? A+ B? 


2. Déterminer la section efficace de diffusion d’une onde polarisée rectili- 
gnement diffusée par une charge accomplissant (sous l’action d’une force élasti- 
que) de petites oscillations (ce qu’on appelle oscillateur). 

Solution. L’équation du mouvement d’une charge dans le champ 
de l'onde incidente E = E, cos (ot + a) est 


r + o$r — . Eo cos (ot + a), 


où «9 est la fréquence de ses oscillations libres. On en déduit pour les 
oscillations forcées : 


__ €Eo cos (ot + @) 
ep (@i—wt) 


Dédhisant d, nous avons: 


e2 \2 ot es 

do= (2) Pr sin® 6 do 
Ci d 

{6 est l’angle formé par E et n). 

3. Déterminer la section efficace totale de la lumière diffusée par un dipôle 
électrique, représentant du point de vue mécanique un rotateur. On suppose 
que la fréquence w de l'onde est grande par rapport à la fréquence @ de la 
rotation libre du rotateur. 

Solution. Sous la condition w > Q, on peut négliger la rotation 
propre du rotateur et considérer seulement la rotation forcée sous l’action 
du moment des forces d X E provenant de l'onde diffusée. L'équation de ce 


mouvement est JQ — d X E, où J est le moment d'inertie du rotateur et Q 
Ja vitesse angulaire de la rotation. La variation du vecteur moment dipolaire 


lorsqu'il tourne en conservant sa longueur est donnée par la formule d=92xd. 
Nous obtenons de ces deux équations (omettant le terme contenant le carré 
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du petit vecteur Q): 


| 


d=_L(axE) xd= {Ed — (Ed) di. 


RL 


Supposant que toutes les orientations du dipôle dans l’espace sont égale- 


ment probables et en prenant la moyenne de ‘d? sur toutes les directions, on 
obtient en définitive la section efficace totale sous la forme: 


_ 16724 
FT GATE | 


4. Déterminer le degré de dépolarisation d’une lumière naturelle diffusée 
par une charge libre. 

Solution. Par raison de symétrie, il est clair que les deux composan- 
tes incohérentes polarisées de la lumière diffusée (cf. $ 50) sont polarisées 
rectilignement: une dans le plan de diffusion (le plan passant par le rayon 
incident et le rayon diffusé), et l'autre perpendiculairement à ce plan. Les 
intensités de ces composantes sont déterminées par les composantes du champ 
de l'onde incidente dans le plan de diffusion (E,) et perpendiculairement 
à ce plan (E,) et, compte tenu de (78,3), elles sont proportionnelles respective- 
ment à (E}, X n}* = Ej cos? ê et à (E, X n)° — E, (Ô est l'angle de diffu- 
sion). Puisque pour une lumière naturelle incidente on a Ei = Ei, on trouve 
pour le degré de dépolarisation [cf. définition (50,9)]: 


p= cos? Ÿ. 


5. Déterminer la fréquence (w’) de la lumière diffusée par une charge 
en mouvement. 

Solution. Dans le système de coordonnées où la charge est au repos, 
la fréquence de la lumière ne varie pas pendant la diffusion (o — w’). Cette 
relation s'écrit sous forme invariante: 


kiu't= kjut, 


où ui est le quadrivecteur vitesse de la charge. On en déduit sans peine: 


o° (12 cos 8) =0 (1—2c0s0) : 


où 6 et 6’ sont les angles formés par l'onde incidente et l'onde diffusée avec 
la direction du mouvement (v est la vitesse de la charge). 

6. Déterminer la distribution angulaire de la diffusion d'une onde pola- 
risée rectilignement par une charge se mouvant avec une vitesse v arbitraire 
dans le sens de la propagation de l'onde. 

Solution. La vitesse v de la particule est perpendiculaire aux cham 
E et H de l'onde incidente et, dE suite, perpendiculaire à l'accélération w de 
la particule. L'intensité de la diffusion est déterminés par la formule (73,14), 
où l'accélération w doit être exprimée en fonction des champs E et H en vertu 
de la formule établie dans le problème du $ 17. Divisant l'intensité d/ par 
l'intensité du vecteur de Poynting de l'onde incidente, on trouve l'expression 


19—249 
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suivante pour la section de diffusion 
Lu] 


Mer) cars 3 


2 
RE (1e) 


(1-5) cos? o] do, 


où, à présent, 0 et sont l'angle polaire ct l’azimut du vecteur n dans un système 
de coordonnées d’axe = dirigé selon E.et d'axe r selon v [cos (n, E) = cos 6, 
cos (n, v) = sin 8 cos y]. 

7. Déterminer le mouvement d’une charge sous l'action de la force moyenne 
avec laquelle l'onde diffusée agit sur elle. 

S a ution. La force (78,8) et, par conséquent, la vitesse du mouvement 
considéré sont dirigées selon la direction de la propagation de l'onde incidente 
(axe x). Dans le référentiel auxiliaire A, où la charge est au repos (rappelons 
qu'il s'agit de la moyenne du mouvement sur une période de petites oscillations), 


la force agissant sur la charge est oWo, et l'accélération résultant de cette force 
Co — 
Wp = D Wo 
(l'indice zéro caractérise les grandeurs dans le référentiel A0). On réalise le 
passage au référentiel initial À (dans lequel la charge se meut avec la vitesse v) 


au moyen de la formule établie pendant la résolution du problème du $ 7 et de 
la formule (47,7), on a: 


d v 1 do Fos 


‘dt. DE ve \Sz dm v 
Vi-& (1-4) t+e 


On obtient par intégration de cette équation : 


ee ———— —— 
D 


! 


LJ 
qui définit implicitement la vitesse v = dx/dt comme fonction au temps (la cons- 
tante d'intégration a été choisie de manière que v = 0 à l'instant ? = Ü). 
..> Déterminer la force moyenne agissant sur une charge qui se meut dans 
un champ électromagnétique constitué par la superposition d'ondes se propa- 
geant dans toutes les directions possibles avec une distribution isotrope. 
Solution. Ecrivons l'équation du mouvement sous forme quadridimen- 
sionnelle : 
dui i 
me =. 
Pour déterminer le quadrivecteur g', remarquons que dans le référentiel où 
la charge est au repos à l'instant donné on a pour l'équation du mouvement, 
dans le cas d’une seule onde se propageant dus une direction déterminée, 
soit le long de l’axe des x (v, = v): 


mr = 0W 
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(nous omettons partout la barre indiquant la moyenne). Cela veut dire que 
la composante sur l'axe des x du vecteur gi doit se réduire à Wa/c. Le quedr 


vecteur _ Tilu,, où Tik est le tenseur d'énergie-impulsion de l'onde et uf la 


4-vitesse de la charge, possède cette propriété. En outre, gi doit vérifier la con- 
dition giu; = 0. On y arrive en ajoutant à l'expression que l’on vient d'écrire 
un 4-vecteur de la forme aui, où & est un scalaire. Déterminant &« convenable- 
ment, on obtient: 


du ©. 
me = — (Tituy — utupuTAE). (1) 


Dans le champ électromagnétique d’un rayonnement isotrope le vecteur 
de Poynting s'évanouit en vertu de la symétrie, et le tenseur des contraintes 
548 doit avoir la forme const-5,8. Remarquant, de même, que l'on doit avoir 


T£ = 0, d'où Ga = T8 = W, on trouve: 


W 
Cap = Eu (T2 


Substituant ces expressions dans (1), on obtient la force qui agit sur la charge : 


Cette force agit dans le sens contraire au mouvement de la charge, c'est-à-dire 
que la charge est freinée. Remarquons que pour v & c la force de freinage est 
proportionnelle à la vitesse de la charge: 

d 4W'o 


= — ——— V. 


dt 3c 
9. Déterminer la section efficace d’une onde rectilignement polarisée, 
diffusée par un oscillateur, compte tenu du freinage de rayonnement. 


Solution. Nous écrirons l'équation du mouvement de la charge dans 
le champ de l'onde incidente comme suit: 


. . e tot 2e? ee 
Fr œîr = — Epe Em VS 
ré m * 3mcs 
Dans la force de freinage on peut poser approximativement r=— —uw$r, nous 


avons alors : 


se en : 
r+yr+ or Eoe ee, 


. 2e , È 
OÙ Vs D On en tire: 


e e7 tot 
WÈ—w?—iwy 
La section efficace est 

8n ( e? wf 


O=-— | — PET DC TUE TEEN TER NÉ 
3 \ mc? (@$ — w2)2 + w2y2 
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$ 79. Diffusion d'ondes de petites fréquences 


La diffusion d'ondes électromagnétiques par un système de 
charges se distingue de la diffusion par une seule charge (immobile) 
en premier lieu par le fait que, vu le mouvement propre des charges 
dans le système, la fréquence du rayonnement diffusé peut être 
différente de celle de l'onde incidente. A savoir, en même temps 
que la fréquence w de l'onde incidente, le développement spectral 
du rayonnement diffusé contient aussi des fréquences w’ différant de 
© de l'une quelconque des fréquences propres du mouvement du systè- 
me diffusant. Une diffusion avec changement de fréquence est dite 
incohérente (ou combinatoire) contrairement à la diffusion cohérente 
qui a lieu sans changement de fréquence. 

En supposant le champ de l'onde incidente faible, on peut mettre 
la densité de courant sous la forme j — j, + j’, où j, est la densité 
de courant en l’absence de champ extérieur et j’ la variation du cou- 
rant sous l’action de l’onde incidente. Ceci dit, le potentiel vecteur 
(et les autres grandeurs) du champ du système aura aussi la forme 
A = A, + A’, où A, et A’ sont déterminés par les courants j, et j’ ; 
le potentiel A’ décrit l'onde diffusée par le système. 

Considérons la diffusion d'une onde dont la fréquence «© est 
petite en comparaison de toutes les fréquences propres du système. 
La diffusion comprendra aussi bien une partie cohérente qu'une 
partie incohérente, mais nous n’envisagerons ici que la diffusion 
cohérente. 

Pour calculer le champ d'une onde diffusée, lorsque la fréquence 
w est assez petite, on peut toujours se servir du développement des 
potentiels retardés que l'on a effectué aux $ 67 et 71, même si 
les vitesses des particules dans le système ne sont pas petites par 
rapport à la vitesse de la lumière. En effet, pour que le développe- 
ment de l’intégrale 


ee 
A | Maure 9 


PE d 


soit légitime, il faut seulement que le temps rn/c — a/c soit petit 
par rapport au temps —1Â1/w; pour des & suffisamment petits 
(w < c/a), cette condition est remplie quelles que soient les gran- 
deurs des vitesses des particules du système. 

Les premiers termes du développement donnent: 


x = 7 (à Xn+(m’ Xn) Xn}, 


où d’, m’ sont les parties des moments dipolaire et magnétique du 
système qui sont engendrées par le rayonnement diffusant incident. 
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Les termes suivants du développement contiennent des dérivées 
par rapport au temps d'ordre supérieur au second, et nous les 
omettons. 

La composante H,, de la décomposition spectrale du champ de 
l'onde diffusée de fréquence égale à celle du rayonnement incident 
est déterminée par cette même formule, où toutes les quantités 
doivent être remplacées par leurs composantes de Fourier: 


dé= —od,  mo— —oms. 
On obtient alors: 
Ho=5r fn X don X (mi x n)}. (79,1) 


Les termes suivants de la décomposition du champ donneraient des 
quantités contenant des puissances supérieures de la petite fréquence. 
Si les vitesses de toutes les particules du système sont petites (v & c), 
on peut alors négliger dans (79,1) le second terme par rapport au 
premier, étant donné que le moment magnétique contient le rap- 
port v/c. Alors 
HT o°n X dé. (79,2) 
Lorsque la charge totale du système est nulle, pour w—>0 d, et ms 
tendent vers des limites constantes (si la charge totale était diffé- 
rente de zéro, pour & = 0, c'est-à-dire dans un champ constant, le 
système se mettrait en mouvement comme un tout). Par conséquent, 
pour des w petits (© € v/a) on peut admettre que d, et m, ne dépen- 
dent pas de la fréquence, de sorte que le champ de l'onde diffusée 
est proportionnel au carré de la fréquence, et l'intensité à w‘. Ainsi, 
quand il y a diffusion d’une onde de fréquence petite, la section 
efficace de la diffusion cohérente est proportionnelle à la quatrième 
puissance de la fréquence du rayonnement incident !. 


$ 80. Diffusion d'ondes de grandes fréquences 


Considérons à présent la diffusion d'ondes par un système de 
charges dans le cas inverse, lorsque la fréquence w de l’onde est 
grande par rapport aux fréquences propres fondamentales du système. 
L'ordre de grandeur de ces dernières est w, — v/a, de sorte que © 


1 Ce résultat est valable non seulement quand il y a diffusion de lumière 
par des atomes neutres, mais aussi par des ions. Etant donné que la masse 
du noyau est grande, on peut négliger la diffusion due au mouvement de l'ion 
considéré comme un tout. 
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doit vérifier la condition 
© © © — _ : (80,1) 


Nous supposerons en outre que les vitesses des charges dans le systè- 
me sont petites (v < c). 

En vertu de la condition (80,1) la période du mouvement des 
charges dans le système est grande par rapport à la période de l’onde. 
Par conséquent, on peut considérer que le mouvement des charges 
dans le système est uniforme pendant des intervalles de temps de 
l’ordreYde la période de l’onde. Cela signifie que lorsqu'on considè- 
re la diffusion d'ondes courtes, on peut faire abstraction de l'inter- 
action des charges dans le système, c'est-à-dire qu’on peut les 
considérer comme libres. 

Ainsi, lorsqu'on calcule la vitesse v’ qu'une charge acquiert dans 
le champ d’une onde incidente, on peut considérer chaque charge 
du système séparément et écrire l'équation de son mouvement 
sous la forme: 

m = eE — eEe-itoi-kr), 
où k — œn/c est le vecteur d'onde de l'onde incidente. Le rayon 
vecteur de la charge est, bien entendu, une fonction du temps. 
Dans l’exposant de l’exponentielle du dernier membre de l'équa- 
tion, la vitesse de variation dans le temps du premier terme est 
grande par rapport à la vitesse de variation du second terme (la 
première est égale à w et la seconde est de l’ordre de 4v — vw/c & w). 
Par conséquent, quand on intègre les équations du mouvement, on 
peut considérer que dans les seconds membres r est constant. Alors 


= — TE e-itot-k 
; ve er to, (80,2) 
Pour le potentiel vecteur de l'onde diffusée (à de grandes dis- 
tances du système) on a en vertu de la formule générale (66,2) : 


F4 
1 
A'=—— |; .dV= 1 ev’ . 
Fo J ,_ Ra Lu 123 oo qu, 


_. 


où la sommation est étendue à toutes les charges du système 
n’ est le vecteur unité de la direction de la diffusion. Substituan 
(80,2) dans cette dernière, on trouve: 


A’ es - Rs À re -À) E, >= À giqr, (80,3) 


où q —=k’ —k est la différence entre le vecteur d'onde de l’onde 
diffusée k’ — œn’/c et le vecteur d'onde k — œn/c de l'onde inci- 
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dente !. La valeur de la somme dans (80,3) doit être prise à l'instant 
& = t — Rilc, la variation de r dans le temps rn’/c pouvant être 
négligée, car on a supposé que les vitesses des particules étaient 
petites (pour abréger l'écriture, comme d'habitude, on omet l'indice 
&). La valeur absolue du vecteur q est égale à 


g=2%sin?, (80,4) 


où # est l'angle de diffusion. 

Quand il y a diffusion par un atome (ou par une molécule), on 
peut négliger dans la somme (80,3) les termes correspondant aux 
noyaux, étant donné que leurs masses sont grandes par rapport à 
celles des électrons. Ci-dessous nous considérerons précisément ce 
cas, et nous mettrons en facteur la quantité e*/m, où e et m repré- 
sentent la charge et la masse de l’électron. 

On trouve pour le champ H de l'onde diffusée en vertu de (66,3): 


: Ro 
" EoXn’ —io{t-——) 62 E 5 
ge (TE Der, (80.5) 


Le flux d'énergie dans l'élément d'angle solide dans la direction 
de n’ est 

» e-iqr 
Faisant le quotient par le flux d'énergie c| E, [*/8x de l'onde 
incidente et introduisant l'angle 6 entre la direction du champ E 
de l’onde incidente et la direction de la diffusion, on trouve en défi- 


nitive la section sous la forme: 


do= | 


c | H’ [® e et ; 2 2 
en Ado uen (n° X Ex) d 


= )13 er * sin°6 do. (80,6) 


La barre indique la moyenne par rapport au temps, c’est-à-dire 
la moyenne par rapport au mouvement des charges dans le système ; 
on prend la moyenne parce que la diffusion est considérée dans des 
intervalles de temps grands par rapport à la période du mouvement 
des charges dans le système. 

Pour la longueur d'onde du rayonnement incident on déduit 
de la condition (80,1) l'inégalité À < ac/v. Pour ce qui est des 
grandeurs relatives de À et a, les deux cas limites AS aet 1 <a 
sont possibles. Dans chacun de ces deux cas la formule générale (80,6) 
se simplifie considérablement. 


? A strictement parler, le vecteur d'onde est k’ = w’n'’/c, où la fréquence 
&w’ de l'onde diffusée peut être différente de w. Toutefois, dans le cas considéré 
des grandes fréquences, on peut négliger la différence ©’ — & — wo. 
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Pour À © a on a dans l'expression (80,6) qr & 1, étant donné 
que g — 1/4, r = a. Remplaçant, par conséquent, eïf" par l'unité, 
il vient: 


2 \2 
do=2° (+) sin’ 6 do, (80,7) 
c'est-à-dire que la diffusion est proportionnelle au carré du nombre 
Z d'électrons dans l’atome. 

Passons au cas À € a. Dans le carré de la somme dans (80,6) 
on a, à part les carrés du module de chaque terme égaux à l'unité, 
des produits de la forme eïq(ri-r2), Quand on prend la moyenne par 
rapport au mouvement des charges, c'est-à-dire par rapport à leur 
agencement dans le système, les différences r, — r, parcourent des 
valeurs dans un intervalle de l’ordre de a. Etant donné que g — 1/X, 
À & a, le facteur exponentiel eït{ri-r:) est une fonction oscillant 
rapidement dans cet intervalle, de sorte que sa valeur moyenne est 
nulle. Ainsi, lorsque À < a la section de diffusion est égale à 


do=Z (5) sin? 6 do, (80,8) 
c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle à la première puissance du 
nombre atomique. Remarquons que cette formule n'est pas appli- 
cable dans le cas où les angles de diffusion sont petits (8 — A/a), 
car alors q — ®/À — 1/a, et l’exposant qr n’est pas grand par rap- 
port à l'unité. 

Pour déterminer la section efficace de la diffusion cohérente, 
on doit séparer la partie du champ de l'onde diffusée dont la fré- 
quence est w. L'expression (80,5) du champ dépend du temps par 
l'intermédiaire du facteur e-itt et, par ailleurs, la somme J'e-iar 
dépend aussi du temps. Cette dernière dépendance entraîne que 
le champ de l’onde diffusée contient en même temps que la fréquence 
w des fréquences autres que w (bien que voisines). La partie du 
champ qui contient la fréquence © (c'est-à-dire qui dépend du temps 
seulement par l'intermédiaire du facteur e-i*!) s'obtient évidem- 
mênt en prenant la moyenne par rapport au temps de la somme 
Se-iar, Par conséquent, l'expression de la section efficace de la 
diffusion cohérente docon se distingue de la section totale do par le 
fait qu’au lieu de la valeur moyenne du carré du module de la somme 
elle contient le carré du module de la valeur moyenne de la somme: 


don = (-E)"| D e-tar | sin? 0 do. (80,9) 


mc 


I1 est utile de remarquer que cette valeur moyenne de la somme 
n'est autre (à un coefficient près) que la composante spatiale de 
Fourier de la distribution moyenne p (r) de la densité de la charge 
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électrique dans l'atome: 
e Dhe-iar = | p (x) e—iar dV = pa. (80,10) 


Lorsque À Ÿ a, on peut de nouveau remplacer e-if" par l'unité, 
de sorte que 


mc? 


dôcon = Z° (-% )" sin? 6 do. (80,11) 


Comparant avec la section efficace (80,7), on voit que dôcoh = 40, 
c'est-à-dire que la diffusion tout entière est cohérente. 

Si, au contraire, À € a, quand on prend la moyenne dans (80,9) 
tous les termes de la somme s’évanouissent (en tant que valeurs 
moyennes de fonctions du temps oscillant rapidement), de sorte que: 
dOcoh = 0. Ainsi, dans ce cas la diffusion tout entière est incohérente. 


CHAPITRE X 


PARTICULES DANS UN CHAMP DE GRA VITATION 


$ 81. Champs de gravitation en mécanique non relativiste 


Les champs de gravitation jouissent de la propriété fondamentale 
suivante: tous les corps s’y meuvent, indépendamment de leurs 
masses, de la même manière (pour des conditions initiales identi- 
ques). 

Ainsi, les lois de la chute libre dans le champ d'attraction de la 
Terre sont identiques pour tous les corps: quelles que soient leurs 
masses, tous acquièrent une seule et même accélération. 

Cette propriété des champs gravitationnels permet d'établir 
une analogie essentielle entre le mouvement des corps dans un champ 
gravitationnel et le mouvement des corps ne se trouvant pas dans 
un champ extérieur quelconque, mais qui sont considérés du point 
de vue d’un référentiel non inertiel. En effet, dans un référentiel 

- d'inertie le mouvement libre de tous les corps s’effectue uniformé- 
ment et en ligne droite, et si, par exemple, leurs vitesses étaient les 
mêmes à l'instant initial, elles resteraient telles tout le temps. Il 
-est donc évident que si l’on considère ce mouvement dans un système 
non tinertiel donné, alors relativement à ce système aussi tous les 
corps se mouvront de la même manière. 

Ainsi, les propriétés du mouvement dans un référentiel non 
inertiel sont les mêmes que dans un système d'inertie en présence 
d’un champ gravitationnel. En d’autres termes, un référentiel non 
inertiel est équivalent à un champ gravitationnel. C'est ce qu’on 
appelle principe d'équivalence. 

Considérons, par exemple, un mouvement dans un référentiel 
uniformément accéléré. Les corps de masses quelconques se mou- 
vant librement dans un tel référentiel posséderont évidemment, 
relativement à ce référentiel, une accélération constante égale et 
opposée à celle du référentiel lui-même. Tel est aussi le mouvement 
dans un champ de gravitation uniforme constant, dans le champ 
d'attraction de la Terre par exemple (dans de petites régions, où 
le champ peut être considéré comme uniforme). Ainsi, un référen- 
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tiel uniformément accéléré est équivalent à un champ extérieur uni- 
forme constant. Quelque peu plus général est le cas d'un référentiel 
en translation rectiligne non uniforme: il est manifestement équi- 
valent à un champ gravitationnel uniforme mais variable. 

Toutefois, les champs qui ont pour équivalents des référentiels 
non inertiels ne sont pas tout à fait identiques aux champs gravi- 
tationnels «réels», existant aussi dans les référentiels d’inertie. 
Il existe entre eux une différence très essentielle en ce qui concerne 
leurs propriétés à l'infini. A une distance infinie des corps créant 
un champ, le champ de gravitation « réel » tend toujours vers zéro. 
Par contre, en ce qui concerne les champs qui ont pour équivalents 
des référentiels non inertiels, ils croissent toujours indéfiniment 
à l'infini ou, à la rigueur, restent finis en grandeur. Ainsi, les forces 
centrifuges qui naissent dans un référentiel tournant croissent indé- 
finiment quand on s'éloigne de l'axe de rotation; le champ qui 
a pour équivalent un référentiel en mouvement rectiligne accéléré 
est identique dans tout l’espace, y compris à l'infini. 

Les champs qui ont pour équivalents des référentiels non iner- 
tiels s'évanouissent dès qu’on passe à un référentiel d'inertie. Par 
contre, les champs de gravitation « réels » (existant aussi dans un 
référentiel d'inertie) ne peuvent être éliminés par aucun choix du 
référentiel. On le voit déjà directement de la différence, mentionnée 
ci-dessus, entre les conditions à l'infini dans les champs de gravi- 
tation « réels » et dans les champs qui ont pour équivalents des 
référentiels non inertiels; ces derniers ne s’annulant pas à l'infini, 
il est clair qu'on ne pourra par aucun choix du référentiel éliminer 
les champs « réels», s’annulant à l'infini. 

La seule chose que l'on puisse faire par un choix adéquat du 
référentiel, c'est d'éliminer le champ de gravitation dans une région 
donnée de l’espace suffisamment petite pour que le champ y puisse 
être assimilé à un champ uniforme. On peut le faire en prenant un 
système accéléré dont l'accélération serait égale à celle qu’acquer- 
rait une particule si elle était placée dans la région considérée du 
champ. 

Le mouvement d’une particule dans un champ de gravitation 
est régi en mécanique non relativiste par une fonction de Lagrange, 
s'écrivant (dans un référentiel d'inertie): 

2 
L= me, (81,1) 
où œ est une certaine fonction des coordonnées et du temps caracté- 
risant le champ, appelée potentiel de gravitation *. Les équations du 


1 Par la suite, nous n'aurons plus à utiliser le potentiel électromagnéti- 
que æ, de sorte que la désignation du potentiel de gravitation par la même 
lettre ne peut donner lieu à un malentendu. 


300 PARTICULES DANS UN CHAMP DE GRAVITATION 


mouvement s'écrivent respectivement : 


V = — grad P. (81,2) 


Elles ne contiennent pas de masse ou toute autre constante caracté- 
risant les propriétés de la particule, ce qui est l'expression de la 
propriété fondamentale des champs de gravitation. 


$ 82. Champs de gravitation en mécanique relativiste 


La propriété fondamentale des champs gravitationnels, que 
tous les corps s’y meuvent de la même manière, reste aussi en 
vigueur en mécanique relativiste. Par conséquent, l’analogie entre 
les champs de gravitation et les référentiels non inertiels subsiste 
aussi. Il est donc naturel dans l'étude des propriétés des champs de 
gravitation en mécanique relativiste de partir aussi de cette analogie. 

Dans un référentiel d'inertie rapporté à des coordonnées car- 
tésiennes, l'intervalle ds est déterminé par la formule 


ds? — c?dt° — dx? — dy? — dz°. 


Quand on passe à tout autre référentiel d'inertie (c’est-à-dire dans 
les transformations de Lorentz) on sait que l'expression de l’inter- 
valle n’est pas affectée. Mais si l’on passe à un référentiel non iner- 
tiel, le ds° n’est plus alors la somme des carrés des différentielles des 
quatre coordonnées. 

Ainsi, quand on passe à un système de coordonnées en rotation 
uniforme 


z=zx" cos Qt—y'sinQt, y—z'sinQt+y" cos Qt, =2" 


(8 est la vitesse angulaire de rotation, dirigée selon l'axe des 2) 
l'igtervalle prend la forme : 


ds? = [c2—Q? (x'2—y'?)] dt? — dr"? — dy? — 
Ke — dz'? + 9Qy' dx’ dt —2Qx' dy' dt. 


Quelle que soit la loi de transformation du temps, cette expres- 
sion ne peut être réduite à une somme des carrés des différentielles 
des quatre coordonnées. 

Par conséquent, dans un référentiel non inertiel le carré de 
l'intervalle est une certaine forme quadratique générale des diffé- 
rentielles des coordonnées, c’est-à-dire 


ds — gun dut dr, (82,1) 


où les g;, sont des fonctions des coordonnées spatiales x!, 1°, 2° 
et de la coordonnée temporelle z°. Ainsi, le système de quatre coor- 
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données 2°, x!, x°, x° est curviligne lorsqu'on utilise des référentiels 
accélérés. Les quantités g;,, qui déterminent toutes les propriétés 
de la géométrie dans chaque système de coordonnées curvilignes, 
définissent la métrique de l'espace-temps. 

On peut évidemment considérer que les g;, sont symétriques 
selon les indices à et k (£gix = £n:), étant donné qu’elles sont déter- 
minées par la forme ,SYmétrique (82,1), où gx et g,1 entrent avec 
le même facteur dr'dx*. On a donc en tout dans le cas général 10 quan- 
tités s;, distinctes: quatre avec des indices identiques et 4.3/2 = 6 
avec des indices distincts. Dans un référentiel d'inertie, en coordon- 
nées spatiales cartésiennes x1°%% — x, y, z et temporelle 2° = ct, 
les g;, sont égales à 


Loo = 1, Eu = La —=£s= —1, gn=0, ik. (82,2) 


Le système de coordonnées (quadridimensionnel) avec de telles 
valeurs de g,, sera dit galiléen. 

Il a été indiqué au paragraphe précédent que les référentiels 
non inertiels sont équivalents à des champs de forces. On voit main- 
tenant qu'en mécanique relativiste ces champs sont déterminés 
par les quantités g;,. 

Il en est de même des champs de gravitation « réels ». Tout 
champ gravitationnel n'est autre chose qu'une modification de la 
métrique de l’espace-temps, et il est déterminé en conséquence 
par les quantités g;,. Cette circonstance capitale signifie que les 
propriétés géométriques de l’espace-temps (sa métrique) sont déter- 
minées par des phénomènes physiques et ne sont pas des propriétés 
invariables de l’espace et du temps. 

La théorie des champs de gravitation édifiée sur la base de la 
théorie de la relativité est appelée Relativité générale. Elle a été 
créée par Einstein (qui l’a formulée définitivement en 1916) et est 
vraisemblablement la plus belle des théories physiques existantes. 
Il est remarquable qu’Einstein l’ait construite par voie purement 
déductive et que c’est seulement par la suite qu’elle ait été confirmée 
par des observations astronomiques. 

Tout comme en mécanique non relativiste, il y a une différence 
radicale entre les champs de gravitation « réels » et les champs qui 
ont pour équivalents des référentiels non inertiels. Lorsqu'on passe 
à un référentiel non inertiel, la forme quadratique prend l’aspect 
(82,1), c'est-à-dire que les quantités g;, se déduisent des valeurs 
galiléennes (82,2) par une transformation des coordonnées ; on peut 
donc retrouver les valeurs galiléennes des g;, dans tout l’espace par 
la transformation inverse. Qu'une telle expression des gi, soit très 
particulière, c'est ce qu’on voit déjà du fait qu’il est, en général, 
impossible de mettre 10 quantités g;, sous une forme donnée à 
l'avance par une transformation de quatre coordonnées seulement. 
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Un champ de gravitation « réel » ne peut être exclu par aucune 
transformation des coordonnées. En d’autres termes, en présence 
d’un champ de gravitation l'espace-temps est tel que les g,, déter- 
minant sa métrique ne peuvent être ramenées par aucune transfor- 
mation de coordonnées à la forme galiléenne dans tout l'espace. 
Un tel espace-temps est dit courbe, contrairement à l’espace-temps 
plan, où cette réduction est possible. 

Cependant, on peut, par un changement de coordonnées conve- 
nable, mettre les g;, sous forme galiléenne en un point arbitraire 
d'un espace-temps non galiléen: cela consiste à réduire à sa forme 
diagonale une forme quadratique à coefficients constants (les g;4 
au point donné). Nous dirons qu’un tel système de coordonnées 
est galiléen au point donné !. 

Notons qu'après réduction à la forme diagonale au point donné 
la matrice des g;, a une valeur principale positive et trois négatives. 
L'ensemble de ces signes constitue la signature de la matrice. Il 
en résulte, notamment, que le déterminant g des g;, est toujours 
négatif dans un espace-temps réel : 

g<0. (82,3) 

Le changement de la métrique dans l’espace-temps entraîne 
aussi le changement de la métrique proprement spatiale. A des 
£in galiléennes dans un espace-temps plan correspond une géométrie 
euclidienne de cet espace. Mais dans un champ de gravitation la 
géometrie de l’espace devient non euclidienne. Ceci concerne aussi 
bien les champs gravitationnels « réels», dans lesquels l'espace- 
temps est « courbe », que les champs devant leur existence à un 
référentiel non inertiel et conservant l'espace-temps plan. 

La question de la géométrie spatiale dans un champ de gravita- 
tion sera examinée avec plus de détails au $ 84. Il est utile d'appor- 
ter ici un raisonnement simple illustrant clairement l’apparition 
inévitable de propriétés non euclidiennes de l’espace quand on passe 
à un référentiel accéléré. Considérons deux référentiels, dont l’un 
(X) est d'inertie et l’autre (K’) tourne uniformément autour de l'axe 
commun z de X. Un cercle dans le plan ry du système Æ (de centre 
à l'origine des coordonnées) peut être considéré aussi comme un 
cercle dans le plan t'y’ de K’. Mesurant la longueur de la circonfé- 
rence et son diamètre à l’aide d’une règle dans le système X, on 
obtient des valeurs dont le rapport est x, étant donné que la géo- 
métrie est euclidienne dans le référentiel d'inertie. Supposons main- 
tenant que les mesures soient faites avec une règle immobile dans 


! Pour éviter tout malentendu. indiquons toutefois dès à présent que le 
choix d’un tel système de coordonnées ne signifie pas encore l'élimination 
du champ gravitationnel dans l'élément infinitésimal de 4-volume choisi. 
Une telle élimination, qui est aussi toujours possible en vertu du principe 
d'équivalence, signifie quelque chose de plus (cf. $ 87). 
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K'. En observant ce processus à partir de X, on trouve que la règle 
appliquée tangentiellement à la circonférence subit une contraction 
lorentzienne et qu’elle est invariable lorsqu'elle est appliquée 
radialement. Par conséquent, il est clair que le rapport de la lon- 
gueur de la circonférence à son diamètre fourni par une telle mesure 
sera plus grand que x. 

Dans le cas général d’un champ de gravitation variable quel- 
conque, non seulement la métrique de l’espace n’est pas euclidienne, 
mais elle varie en outre avec le temps. Cela signifie que les rapports 
entre les diverses distances géométriques varient. Il s'ensuit que 
l'agencement de « particules d’épreuve » introduites dans le champ 
ne peut être invariable dans aucun système de coordonnées !. Ainsi, 
si les particules sont situées le long d’une circonférence quelconque 
et de son diamètre, alors, étant donné que le rapport de la longueur 
de la circonférence au diamètre n’est pas égal à x et varie avec le 
temps, il est clair que si les distances entre les particules sont inchan- 
gées le long du diamètre, par contre elles doivent varier pour les 
particules périphériques, et vice versa. Par conséquent, l’immobilité 
relative d’un système de corps est généralement impossible en Rela- 
tivité générale. 

Cette circonstance change essentiellement la notion même de 
référentiel en Relativité générale vis-à-vis du sens qu'il avait en 
Relativité restreinte. On entendait dans cette dernière par référen- 
tiel un ensemble de corps au repos les uns par rapport aux autres, 
agencés invariablement. Dans un champ gravitationnel variable 
il n'existe pas de tels systèmes de corps, et pour déterminer exacte- 
ment la position de particules dans l’espace, il faut, à strictement 
parler, avoir une infinité de corps emplissant tout l’espace, tel 
un « milieu». C'est un tel système de corps, dont on a attaché 
à chacun une horloge indiquant un temps arbitraire, qui sert de 
référentiel en Relativité générale. 

En relation avec l'arbitraire dans le choix du référentiel, les 
lois de la nature doivent être écrites en Relativité générale sous 
une forme qui convienne formellement dans tout système de coordon- 
nées quadridimensionnel (ou, comme on dit, sous forme & covarian- 
te»). Toutefois, cette circonstance ne signifie nullement l’équiva- 
lence de tous ces référentiels (comme pour l'équivalence de tous 
les systèmes d'inertie en Relativité restreinte). Au contraire, l’expres- 
sion concrète des phénomènes physiques, ainsi que les propriétés 
du mouvement des corps, diffère selon le référentiel. 

1 A strictement parler, le nombre de particules doit être supérieur à quatre. 
Etant donné qu'avec six segments quelconques on peut construire un tétraèdre, 
on peut toujours, en définissant convenablement le référentiel, faire de sorte 
qu'un système de quatre particules y forme un tétraèdre invariable. À fortiori 


on peut déterminer l’immobilité relative pour un système de trois ou de deux 
particules. 
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$ 83. Coordonnées curvilignes 


L'étude des champs de gravitation exigeant l'examen des phé- 
nomènes dans des référentiels arbitraires, on devra développer la 
géométrie à quatre dimensions sous une forme valable dans des 
<oordonnées curvilignes arbitraires. Les $$ 83, 85, 86 traiteront de 
ce point. 

Considérons la transformation d' un re) de coordonnées 
2, x!, 2°, x dans un autre 2°, z'1, z°?, 2" 


zi=fi(z"0, z'1, x'?, x'3), 


les f‘ étant certaines fonctions. Les différentielles des coordonnées 
se transforment suivant les formules 


die x (83,1) 


ôz'h 


On appelle quadrivecteur contravariant tout ensemble de quatre 
quantités A‘ se transformant dans un changement de coordonnées 
comme les différentielles de celles-ci : 


i ozt k 
A = 7 4 è (83,2) 
Soit @ un scalaire. Les dérivées dp/ô1' se transforment suivant 
les formules 


ôqg __ ôp 8r'* 
Où  O7h où (83,3) 


qui diffèrent de (83,2). On appelle quadrivecteur covariant tout en- 
semble de quatre quantités À; se transformant dans un changement 
detcoordonnées comme les dérivées d’un scalaire: 


L3 


re (83,4) 


.” 

On définit de la même façon les 4-tenseurs de divers ordres. 
Ainsi, un 4-tenseur contravariant d'ordre deux est un ensemble de 
16 quantités se transformant comme les produits de deux vecteurs 
contravariants, c’est-à-dire suivant a loi 

A — zi A! (83,5) 


oz"! + 


Un tenseur covariant d'ordre deux 4;, se transforme suivant la loi 


11 ut 
SAR (83,6) 


He 
RE. 9e 
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2 4 
et on a pour un 4-tenseur mixte A% 


4 Ozi Oz" = 
Tan a 


Les définitions données ci-dessus sont la généralisation naturelle 
des définitions des 4-vecteurs et 4-tenseurs en coordonnées galiléen- 
nes ($ 6), en vertu desquelles les différentielles dr’ forment un 
4-vecteur contravariant, et les dérivées 0g/0r', un 4-vecteur cova- 
riant 1. 

Les règles suivant lesquelles on formait en coordonnées gali- 
léennes des 4-tenseurs par multiplication ou contraction d’autres 
4-tenseurs subsistent en coordonnées curvilignes. Il est, par exemple, 
facile de s'assurer que, en vertu des lois de transformation (83,2) 
et (83,4), le produit scalaire de deux 4-vecteurs A'B; est effecti- 
vement invariant: 


AB; = 


ôzi DE qnipe = oz" 
ôz'! ôzi 9z'! 

La définition du 4-tenseur unité 64 subsiste en coordonnées 
curvilignes: ici encore 64 = 0 pour ik, et ôi = 1 pour i — k. 
Si A“ est un quadrivecteur, son produit par 6! donne: 

ASS = A!, 

c'est-à-dire que c'est aussi un 4-vecteur; ceci montre bien que Ô 
est un tenseur. 


Le carré de l'élément de longueur en coordonnées curviligne 
est une forme quadratique des différentielles dzi: 


ds? = gun dri dr”, (83,8) 


les gix étant des fonctions des coordonnées; les g;, sont symétri- 
ques sur les indices à et k: 


A'lBn = A''Bi. 


Lin = Ehi- (83,9) 
La contraction de g;, par le tenseur contravariant dz' dx don- 
nant un scalaire, les g;, constituent un tenseur covariant ; on l'appelle 
tenseur métrique. 
Deux tenseurs 4;, et B** sont dits inverses si 
Au BX! = di. 


Notamment, on appelle tenseur métrique contravariant z'* l'inverse 
de gi, c'est-à-dire que 
gag" = 6j. (83,10) 


1 Mais alors que dans un système galiléen les coordonnées zi elles-mêmes 
(et non seulement leurs différentielles) constituent aussi un 4-vecteur. il n'en 
est plus ainsi en coordonnées curvilignes. 


2u—249 
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Une grandeur vectorielle physique peut être écrite en coordonnées 
contra ou covariantes. Evidemment, les seules quantités suscep- 
tibles de relier les unes aux autres sont les composantes du tenseur 
métrique. Ce lien est donné par les formules 


Ai = "A A; = ginA*. (83,11) 


Dans un système galiléen le tenseur métrique a pour compo- 
santes : 


4 > 0 0 0 
O0 —1 0 0 

g9 = goir PES 0 (83,12) 
0 0 0 —1 


Alors les formules (83,11) donnent le lien connu A° = 4,, A1:23 — 


— —411,2,3 © 


Ce qui vient d’être dit concerne aussi bien les tenseurs. Le passage 
entre les diverses formes d’un même tenseur physique s'opère à l’aide 
du tenseur métrique par les formules 


A'r= Am AP=gilgmA,, etc. 


Nous avons défini au $ 6 (dans un système galiléen de coordon- 
nées) le pseudotenseur unité complètement antisymétrique ei“. 
Nous allons trouver son expression dans un système arbitraire de 
coordonnées curvilignes, où nous le noterons E'*"", Nous réserverons 
la notation e*!” aux quantités ayant, comme auparavant, la valeur 
e18 — 1 (ou esyes = — 1). | 

Soient x’* des coordonnées galiléennes et z' des coordonnées 
curvilignes arbitraires. En vertu des règles générales de transforma- 
tion des tenseurs, on a: 


k 
Ei im _ Jethim, 


J étant le déterminant formé des dérivées dz'/0r'?, c'est-à-dire rien 
d'autre que le jacobien de la transformation faisant passer des 


1 Chaque fois que, pour faire une analogie, nous nous servirons d'un systè- 
me galiléen de coordonnées, nous aurons en vue qu’un tel système ne peut être 
choisi que dans un 4-espace plan. Dans le cas d’un 4-espace courbe il faudrait 
dire système de coordonnées galiléennes dans l'élément infinitésimal donné 
de 4-volume, lequel système peut toujours être choisi. La précision de ce point 
n’affecte pas les déductions. 
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coordonnées galiléennes aux coordonnées curvilignes : 
J = 9 (20, zi, z?, z$) 
” d(70,r1,72,23) 

Ce jacobien peut s'exprimer au moyen du déterminant du ten- 
seur métrique g;x (dans le système z'). Nous écrirons pour cela 
la formule de transformation du tenseur métrique : 

i Î 
ik ôzt  ôzr* (0) 
ôz'l 02m 


8 


et nous égalerons les déterminants formés des quantités figurant dans 
les deux membres de cette égalité. Le déterminant du tenseur 
inverse est |g'* | — 1/g. Par ailleurs, | g°”” | — 1. De sorte 
que Â/g — —J?, d'où J — 1/V —g. 

Ainsi, en coordonnées curvilignes le tenseur unité antisymétrique 
d'ordre quatre doit avoir pour définition: 


i 1 
Eïtim = eihim 83,13) 
V— 
L'abaissement des indices de ce tenseur se fait à l’aide de la 
formule 
gi pBhrEtEmt = — Eeiktms 


et il vient pour ses composantes covariantes : 
Eirim = V —£ eixim- (83,14) 


En coordonnées galiléennes x’? l'intégrale d’un scalaire sur 
dQ' — dx'° dr’! dx'* dz'# est aussi un scalaire, c’est-à-dire que l'élé- 
ment de volume dQ’ se comporte dans une intégration comme un 
scalaire ($ 6). Lorsqu'on passe en coordonnées curvilignes x' l’élé- 
ment d'intégration dQ’ devient: 


dQ' —> + dO=V —g d0. 


De sorte qu’en coordonnées curvilignes W —g d@ se comporte comme 
un invariant quand on l’intègre dans un volume du 4-espace !. 


1 Si g est un scalaire, la quantité V/—g y, qui donne par intégration sur 
dQ un invariant, s'appelle parfois densité scalaire. On appelle de même V/ —g Ai 
densité vectorielle et V/—g AX densité tensorielle, etc. Ces quantités donnent 
un vecteur ou un tenseur après multiplication par l'élément de 4-volume d@ 
(mais l'intégrale | 4#)/—g dQ ne peut, en général, être un vecteur, étant 
donné que le vecteur Aî se transforme différemment d’un point à l'autre du 
domaine). 

20% 
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Tout ce qui a été dit à la fin du $ 6 sur les éléments d'intégration 
sur une hypersurface, une surface ou une ligne reste en vigueur en 
coordonnées curvilignes, avec la seule différence que la définition 
des tenseurs duaux change quelque peu. L'élément d'« aire » d'une 
hypersurface défini par trois déplacements infiniment petits est un 
tenseur contravariant antisymétrique dS'*! ; on obtient son vecteur 


dual en multipliant par le tenseur V —g eix/m; On a: 
V —& dS ; — —+ ejximdS"!"" V — £. (83,15) 


D'une manière analogue, si df* est l'élément de surface (bidi- 
mensionnelle) construit sur deux déplacements infinitésimaux, alors 
son tenseur dual est défini par: 


— 1 PE, 
Ve dfn=z V —8 emmdf". (83,16) 
Comme auparavant, nous réservons les notations dS; et dfx 
respectivement à + Etam as" et + Eintm df" (et non à leurs produits 


par V —g); les règles de transformation (6,14-19) de différentes 
intégrales restent alors les mêmes, étant donné que leur démonstra- 
tion présente un caractère formel non lié aux propriétés tensorielles 
des quantités correspondantes. Nous aurons particulièrement besoin 
de la transformation d’une intégrale sur une hypersurface en inté- 
grale dans un 4-volume (théorème de Gauss), réalisée par la subs- 
titution 


ds 40 2. (83,17) 
ôzi 


! $ 84. Distances et durées 


Nous avons déjà dit qu’en Relativité générale le choix du réfé- 
rentiel n’était limité par rien; les trois coordonnées z!, z°, 2° peu- 
“vént être des quantités arbitraires définissant la position des corps 
dans l’espace, et la coordonnée temporelle 1° peut être déterminée 
par une horloge marquant son temps propre. La question se pose de 


1 Il est entendu que les éléments dS*!" ct dfit sont construits sur les 
déplacements infinitésimaux dzi, dr’, dr"i ainsi qu'ils ont été définis au $ 6, 
quel que soit le sens géométrique des coordonnées zt. Dès lors le sens primitif 
des éléments dS;, dfîh reste en vigueur. En particulier, on a, comme auparavant, 
dSo = dr'dr*dr$ = dV. Nous conserverons, comme par le passé, la notation 
dV pour le produit des différentielles des trois coordonnées spatiales; mais 
on aura en vue que l'élément de volume géométrique spatial est donné en coor- 


«onnées curvilignes non pas par dV, mais par le produit V/y dV, y étant le 
déterminant du tenseur métrique spatial {qui sera défini au paragraphe suivant). 
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savoir comment peut-on déterminer à partir des valeurs des quanti- 
tés 2°, xl, x°, 2° les distances et les laps de temps réels. 

Déterminons d’abord le lien entre le temps réel, que nous dési- 
gnerons ci-dessous par t, et la coordonnée 2°. A cet effet, considérons 
deux événements infiniment voisins ayant lieu en un seul et même 
point de l’espace. Alors l'intervalle ds entre ces deux événements 
n’est pas autre chose que cdt, où dr est le laps de temps (réel) entre 
les deux événements. Posant dx! — dr? — dr° — O dans l’expres- 
sion générale ds® — g;, dr'dr*, on trouve donc: 


= ctdr? = go9 (d20)?, 
d'où 
dr = À V gun dx, (84,1) 


ou pour le temps entre deux événements arbitraires produits en un 
même point de l'espace, 


ri f V — go d2. (84,2) 


Telles sont les relations déterminant les temps réels (ou, comme 
on dit, le ‘emps propre en un point donné de l’espace) en fonction 
de la coordonnée 1°. Notons de même que la quantité g est positive, 
comme il résulte des formules écrites : 


Lo > 0. (84,3) 


Il convient de souligner la différence entre le sens de la condi- 
tion (84,3) et le sens de la condition fixant la signature du tenseur 
£&in (condition imposée aux signes des valeurs principales, cf. $ 82). 
Un tenseur g;, qui ne vérifie pas la seconde de ces conditions ne peut 
d'aucune manière correspondre à un champ gravitationnel réel 
quel qu'il soit, c'est-à-dire à la métrique d’un espace-temps réel. 
L'inobservation de la condition (84,3) signifierait seulement que 
le référentiel correspondant ne peut être réalisé par des corps réels : 
si alors la condition sur les valeurs principales est satisfaite, on 
pourra, par un changement de coordonnées convenable, faire en 
sorte que gs Soit positive (un exemple de tel système est donné 
par un système de coordonnées tournant, cf. & 89). 

Déterminons à présent l'élément dl de distance spatiale. En 
Relativité restreinte, on peut définir dl comme l'intervalle entre deux 
événements infiniment voisins ayant lieu au même instant. En 
Relativité générale, on ne peut procéder ainsi en général, c'est-à-dire 
qu'on ne peut déterminer d! en posant simplement dr° — 0 dans ds. 
Cela est dû au fait que le temps propre dans un champ gravitation- 
ne est lié diversement avec la coordonnée zx° en différents points 
del l'espace. 
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Pour déterminer d!, nous procéderons maintenant comme suit. 
Soit un signal lumineux émis d’un point B de l’espace (de coor- 
données 1% + dx%) et allant à un point infiniment voisin À (de 
coordonnées 2%) et réfléchi instantanément en sens inverse. Le 


e ze dr2® 


= rte 20 


A B 
Fig. 18 


temps nécessaire à cet effet (compté au même point B) est manifes- 
tement, après multiplication par c, le double de la distance entre 
les deux points. 

Ecrivons l'intervalle en mettant en évidence les coordonnées 
spatiales et la coordonnée temporelle: 


ds? = gap dre dx + 2g90 da dr + po (d20)?, (84,4) 


où, comme d'habitude, il y a sommation de 4 à 3 sur les indices 
grecs se répétant deux fois. L’intervalle entre les deux événements 
que sont le départ et l’arrivée du signal d’un point à un autre est 
nul. Résolvant l'équation ds® = 0 relativement à dr°, on‘trouve 
deux racines: 


1 V@oa£ob — Eh 
! Ho “fo (— &oc 47% — V (802808 — £aB8oo) dr* dxP), 
° 9 1 
: dr2(2) ET (= gs dre + V (Sox £08 — £aB£00) dr® drb) ; 


répondant à la propagation du signal dans les deux directions entre 
À et B. Si 2° est l'instant de l’arrivée du signal en À, alors les 
instants de son départ de B et de son retour en B seront respective- 
ment 2° + dr*° et 1° + dr°**. Sur la fig. 18 schématique les 
droites en traits pleins représentent les lignes d'univers correspon- 
dant aux coordonnées données 2% et 1% + dz®, et le trait pointillé 
représente les lignes d'univers des signaux !. Il est clair que le 


(84,5) 


1 Sur la fig. 18 on a supposé 40% > 0, dz9tb << O, ce qui n'est pas forcé: 
dr et dr® peuvent être de même signe. Le fait qu'en un tel cas la valeur 
de z°(4) à l'instant de l'arrivée du signal en À pourrait être plus petite que 
la valeur z°(B) à l'instant de son émission en B, n'implique aucune contradic- 
tion, étant donné que les horloges en différents points de l’espace ne sont pas 
supposées être synchronisées de quelque manière que ce soit. 
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laps de « temps » total entre l’émission et le retour du signal au 
même point est égal à 


dE — 000 = 2 V(goa8oh — Eason) A2 AP . 


800 


On en déduit le laps de temps réel correspondant, conformément 
à (84,1), en multipliant par J/goo/e, et la distance dl séparant les 
deux points, en multipliant encore par c/2. On trouve en fin de 
compte : 
80af08 
£00 


di = ( — Las + 


C'est l'expression cherchée déterminant la distance en fonction 
des éléments des coordonnées spatiales. Recopions-la sous la forme : 


dl? = Vas dit dxb, (84,6) 


) dre dr. 


où 


So0a£0f, 


Vas — — LaB + PA (84,7) 


est le tenseur métrique tridimensionnel déterminant la métrique 
de l’espace, c'est-à-dire ses propriétés géométriques. Les relations 
(84,7) établissent un lien entre la métrique de l'espace réel et la 
métrique de l’espace-temps quadridimensionnel !. 

Il faut toutefois se rappeler que les g;, dépendent, en général, 
de z°, de sorte que la métrique spatiale (84,6) aussi varie avec le 
temps. Il n'y a donc pas de sens à intégrer dl — une telle intégrale 
dépendrait de la ligne d’univers d'intégration entre les deux points 


1 La forme quadratique (84,6) doit être, évidemment, définie positive. 
A cet effet, on sait que ses coefficients doivent vérifier les conditions 


Vis Vis Y13 
vu > 0, . de 20, |YVes Vas Y23|> 0. 
Y31 Ve Y33 


Exprimant les y;x au moyen des g;r, on trouve aisément que ces conditions 
s'écrivent : 

800 £o1 802 
<0, |g10 811 832 [>0, g<O. 

820 821 622 


Les composantes du tenseur métrique doivent satisfaire à ces conditions, en 
même temps qu'à la condition (84,3), en tout référentiel pouvant être réalisé 
avec des corps réels. 


800 8o1 
810 811 
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spatiaux donnés. Par conséquent, en Relativité générale, la notion 
de distance déterminée entre des corps perd, en général, tout sens ; 
elle n’est conservée que localement. Le seul cas où la distance peut 
être définie aussi dans des régions finies de l’espace est celui des 
référentiels où les g;, ne dépendent pas du temps, ce qui entraîne 


que l'intégrale fa sur une courbe spatiale a un sens déterminé. 


Il est utile de remarquer que le tenseur —7Y,g est l’inverse du 
tenseur contravariant tridimensionnel g. En effet, écrivant en 
composantes l'égalité g*gs, — 6 on a: 

8Pgsy + 880 = Ev. 
8%Ê go + 8% 800 = 0, (84,8) 
8°PEp0 + 8% 800 = 1- 


Tirant g4 de la deuxième égalité et substituant dans la première. 
il vient: 

— gygy, = Ôy, 
ce qu’il faillait démontrer. C’est dire encore que —g%$ constitue 


un tenseur métrique contravariant tridimensionnel correspondant 
à la métrique (84,6): 


Indiquons de même que les déterminants g et y formés respec- 
tivement avec les gi: et Y.s sont liés par la relation simple: 


— 8 = 8wŸ- (84,10) 

Par la suite, il sera commode dans plusieurs applications 

d'introduire le vecteur à trois dimensions g de composantes cova- 
riaptes 

La = —-#%, (84,11) 


- 800 


Considérant g comme un vecteur dans l’espace de métrique (84,6), 
ses composantes contravariantes seront par définition g% = y%gg. 
En vertu de (84,9) et de la seconde des égalités (84,8), il est 
facile de voir que 


ge = yhgp= — pu. (84,12) 

Notons de même la formule 
mot ne 84,13 
go as (84,13) 


laquelle résulte de la troisième des égalités (84,8). 
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Passons à présent à la définition de la notion de simultanéité 
en Relativité générale. En d’autres termes, voyons s’il est possible 
de synchroniser des horloges situées en divers points de l’espace. 
c'est-à-dire de faire correspondre leurs indications. 

Une telle synchronisation doit être réalisée, évidemment, au 
moyen d'un échange de signaux lumineux entre les deux points. 
Considérons de nouveau le processus de propagation de signaux 
entre deux points infiniment voisins À et B représentés sur la 
fig. 18. Il convient de considérer comme simultanée avec l'instant 
z au point À l'indication de l'horloge en B à l'instant situé au 
milieu des instants d'émission et de retour du signal en ce point. 
c'est-à-dire l'instant 


204 Au9 = 204 (dd) + d0(0)), 


Substituant dans cette dernière (84,5), on trouve ainsi la différence 
des valeurs du « temps » z° pour deux événements simultanés ayant 
lieu en des points infiniment voisins sous la forme: 


(4 
Am = — LEE ge dus. (84,14) 
£oo 

Cette relation permet de synchroniser des horloges dans n’importe 
quel volume infiniment petit de l’espace. Prolongeant une telle 
synchronisation au-delà du point À, on peut synchroniser des hor- 
loges, c’est-à-dire déterminer la simultanéité d'événements le long 
d’une ligne arbitraire ouverte !. 

En ce qui concerne la synchronisation d’horloges le long d’un 
contour fermé, elle est généralement impossible. En effet, décri- 
vant le contour et revenant au point de départ, on obtiendrait pour 
Azx° une valeur non nulle. A plus forte raison il est impossible de 
synchroniser univoquement des horloges dans tout l’espace. Seuls 
font exception les référentiels où toutes les composantes go sont 
nulles *. 

I1 convient de souligner que l'impossibilité de la synchronisa- 
tion de toutes les horloges est précisément la propriété d’un réfé- 
rentiel arbitraire, et non pas de l’espace-temps comme tel. On peut 
choisir dans tout champ de gravitation (et même d’une infinité 


s 


de manières) le référentiel de manière à annuler identiquement les 


1 Multipliant l'égalité (84,14) par goo et faisant passer tous ces termes 
dans un seul membre, on peut représenter la condition de synchronisation 
sous la forme dro = goydzi = 0: la « différentielle covariante » dx, entre deux 
événements infiniment voisins simultanés doit être nulle. 

? Il convient de rapporter ici aussi les cas où les g, peuvent être annulées 
par une simple transformation de la coordonnée temporelle, sans affecter le 
choix du système d'objets servant à la détermination des coordonnées spatiales. 
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trois quantités go et, par conséquent, à rendre possible la synchro- 
nisation totale des horloges (cf. $ 99). 

Déjà en Relativité restreinte, l’écoulement du temps réel est 
différent pour des horloges en mouvement relatif. En Relativité 
générale, le temps réel s'écoule différemment en divers points de 
l'espace dans un seul et même référentiel. Cela signifie que l’inter- 
valle de temps propre entre deux événements ayant lieu en un point 
de l’espace et l'intervalle de temps entre deux événements simul- 
tanés avec les premiers en un autre point de l’espace sont, en géné- 
ral, différents. 


$ 85. Dérivation covariante 


En coordonnées galiléennes ! les différentielles dA; d'un vecteur 
A; forment un vecteur, et les dérivées partielles 04,/0r“ de ses 
composantes par rapport aux coordonnées un tenseur. Il en va 
autrement en coordonnées curvilignes: dA; n’est plus un vecteur et 
0A;/0x" un tenseur. Ceci est dû à ce que dA; est la différence de 
vecteurs se trouvant en des points différents (infiniment voisins) 
de l’espace ; or, en des points différents de l’espace les vecteurs se 
transforment diversement, étant donné que les coefficients dans 
les formules de transformation (83,2), (83,4) sont des fonctions des 
coordonnées. 

Il est facile aussi de s’en assurer directement. A cet effet, établis- 
sons les formules de transformation des différentielles dA; en coor- 
données curvilignes. Un vecteur covariant se transforme selon la 
formule x 

A; = LL Ah; 


ozt ? 


et par conséquent, 


° dAi= À Fa — dAj + Aid = 5 


zh 
xt ox! 


dx"! 


Fr Aù — 


-.* Donc, les ; ne se ne ben comme un vecteur 
(il en est évidemment de même des vecteurs contravariants). C’est 

d?r'* 
seulement dans le cas où les dérivées secondes s’annulent : APPUI 
CEA 
= 0, c'est-à-dire si les z’* sont les fonctions linéaires des z*, que 
les formules de transformation ont la forme: 


da = À 2 GAj, 


et les dA; se transforment comme un vecteur. 


1 En général, chaque fois que les quantités g;, sont constantes. 
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Nous allons chercher maintenant un tenseur jouant en coordon- 
nées curvilignes le même rôle que le tenseur 44,/0x" en coordonnées 
galiléennes. En d’autres termes, on doit chercher ce que deviennent 
les expressions 04;/0x* quand on passe de coordonnées galiléennes 
en coordonnées curvilignes. 

En coordonnées curvilignes, pour que la différentielle d’un 
vecteur soit un vecteur, il faut que les deux vecteurs dont on prend 
la différence se trouvent en un même point de l'espace. En d'autres 
termes, il faut « transporter », d’une manière ou d’une autre, l’un 
de deux vecteurs infiniment voisins au point où se trouve le second, 
et seulement après faire la différence des deux vecteurs, qui se trou- 
vent maintenant en un seul et même point de l’espace. Par ailleurs, 
l'opération de transport doit être définie de telle façon qu’en coor- 
données galiléennes la différence indiquée coïncide avec la diffé- 
rentielle ordinaire dA;. Etant donné que dA; est tout simplement 
la différence des composantes de deux vecteurs infiniment voisins, 
cela signifie que dans le transport en coordonnées galiléennes les 
composantes du vecteur ne doivent pas varier. Mais un tel transport 
n’est pas autre chose que le déplacement du vecteur parallèlement 
à lui-même. Dans le transport parallèle d'un vecteur ses composantes 
en coordonnées galiléennes ne varient pas; si l’on utilise des coor- 
données curvilignes, les composantes d’un vecteur varient en géné- 
ral. Il en résulte qu’en coordonnées curvilignes la différence des 
composantes des deux vecteurs après le transport de l’un d’entre 
eux au point où se trouve l’autre ne coïncide pas avec leur diffé- 
rence avant le transport (c’est-à-dire avec la différentielle dA;). 

Ainsi, quand on compare deux vecteurs infiniment voisins, on 
doit transporter l'un d'eux parallèlement au point où se trouve 
l’autre. Considérons un vecteur contravariant quelconque; soient 
A‘ ses composantes au point de coordonnées z' et Ai + dAi, au 
point voisin z° + dr'; transportons parallèlement le vecteur A‘ 
au point infiniment voisin x° + dx'; soit 84° son accroissement. 
Alors la différence DA entre les deux vecteurs, se trouvant désor- 
mais en un même point, est 


DA'=dA'—8A. (85,1) 


L'accroissement 84° des composantes du vecteur dans le trans- 
port parallèle infiniment petit dépend de ces composantes mêmes, 
et cette dépendance doit être, en outre, linéaire. Ceci résulte direc- 
tement du fait que la somme de deux vecteurs doit se transformer 
selon la même loi que pour chacun des vecteurs. De sorte que l’on 
doit avoir: 


ôAî= —ThyA* dr! (85,2) 
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où les l' sont certaines fonctions des coordonnées, dont la forme 
dépend, bien entendu, du choix du système de coordonnées ; dans 
un système galiléen tous les li, sont nuls. 

Ceci montre déjà que les quantités l'y ne forment pas un tenseur, 
étant donné qu’un tenseur nul dans un système de coordonnées 
est nul dans tout autre système. Dans un espace courbe, on ne peut 
évidemment, par aucun choix des coordonnées, annuler tous les 

î . . N A 
x partout. On peut toutefois choisir un système de coordonnées 
tel que les l' s’y annulent en un point donné à l'avance (voir la 
fin de ce paragraphe) !. Les quantités l'y sont appelées symboles 
de Christoffel. Par la suite, nous aurons aussi à nous servir des 
quantités l';, 1° définies comme suit: 


Ti, = Lim ki (85.3) 
Il est clair qu'inversement 
Dh = 8", kte (85.4) 


Il est aussi facile de relier les accroissements des composantes 
d’un vecteur covariant avec les symboles de Christoffel dans un 
transport parallèle. A cet effet, remarquons que les scalaires ne 
varient évidemment pas dans un transport parallèle. Notamment, 
le produit scalaire de deux vecteurs ne varie pas pendant leur trans- 


port parallèle. | 
Soient À; et B' des vecteurs covariant et contravariant. Alors 


on tire de 6 (4;B') = 0: | 
: B'6A; = — A;6Bi = Th B*A; dr!, 
ou, en changeant les indices, 
B\8A; = l'iAxBi do. 
D'où les B° étant arbitraires, 
ne: 6A;=ThAndx!, (85.5) 
ce qui détermine la variation des composantes d’un vecteur cova- 
riant”dans le transport parallèle. 
è 
Substituant (85,2) et dAi — da! dans (85,1), on trouve: 
IT 
: CHE Ü 4h) ut ef 
DA* = en + PA ) dx. (85,6) 
oz! 
1 C'est précisément d’un tel système de coordonnées qu'il s'agit dans tous 
les raisonnements où, pour la brièveté, nous parlons simplement de système 
galiléen; partant, toutes les démonstrations concerneront non seulement un 


ä-espace plan, mais aussi un 4-espace courbe. 
? Au lieu des notations l'}, et T;, x7. on utilise parfois respectivement les 


notations {*!} et [*!]. 
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On trouve d’une manière analogue pour un vecteur covariant : 


DAi= (S—rhA) dr. (85,7) 
ar! 

Les expressions contenues dans les parenthèses dans (85, 6-7) 
sont des tenseurs, étant donné que leurs produits par le vecteur dz! 
donnent un vecteur. Il est évident qu'elles représentent les tenseurs 
qui en coordonnées curvilignes généralisent la notion de dérivée 
d’un vecteur. Ces tenseurs sont appelés dérivées covariantes respecti- 
ves des vecteurs A et AÀ;. Nous les désignerons par A! r et Ai:n. 
Par conséquent, 


DAï- Aï;drl,  DA;= Ai. di, (85.8) 


les dérivées covariantes elles-mêmes s’écrivant : 


Ai + rhuA, (85.9) 
oz! 
Ai;1= LIRE l'in. (85. 10) 
Zi 


En coordonnées galiléennes lu — 0, et les dérivées covariantes 
coïncident avec les dérivées ordinaires. 

Il est facile aussi de définir la dérivée covariante d'un tenseur. 
A cet effet, il faut déterminer la quantité dont varie le tenseur dans 


S 


un transport parallèle à un point infiniment voisin. Considérons 
par exemple un tenseur contravariant arbitraire qui est le produit 


de deux vecteurs contravariants A!B*. On a dans le transport paral- 
lèle : 


6 (AÏB*) = AB" + B*GA' — — Air}, B! dir" — BTim A! dx. 
En vertu de la linéarité de cette transformation, elle doit avoir 
lieu aussi pour tout tenseur A‘* 
SAM = — (AUDE AT E;) du, (85,11) 
Substituant cette expression dans 


DAY = dAW SA — A ,dr!, 


on trouve la dérivée covariante du tenseur A‘* sous la forme: 
ik aAiRk 
A' 1 = 
ox! 


TR ATÉE Doi, (85,12) 
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D'une manière tout à fait analogue on trouve les dérivées cova- 
riantes de tenseurs mixtes et covariants sous la forme: 


ji aAÏ 
Ai 1= + — ThiAm + DA, (85,13) 
rl 
0A 
Ain = 2 — Tnt — Tim: (85,14) 


On peut définir d’une manière analogue la dérivée covariante 
d’un tenseur de n’importe quel ordre. On a la règle suivante de déri- 
vation covariante. Pour obtenir la dérivée covariante d’un tenseur 
Se par rapport à x, il faut ajouter à la dérivée ordinaire 

::10x! pour chaque indice covariant à (A. i.) un terme —TiA| ka 
É pour chaque indice contravariant i (A:':), un terme +Ti4:": 

On s'assure facilement que la dérivée covariante d'un produit 
est donnée par les mêmes règles que la dérivation ordinaire. Alors, 
par dérivée covariante d’un scalaire @ on entendra sa dérivée ordi- 
naire, c’est-à-dire le vecteur covariant mp, — ôp/x/, en conformité 
avec le fait que ôp — 0 pour les scalaires, ce qui entraîne D = 
— dy. Par exemple, la dérivée covariante du produit 4;B, est 


(4iBh),; 1—= Ai; 1Br + AB; 3. 


En élevant l'indice de dérivation covariante, on obtient ce qu’on 
appelle dérivée contravariante. Ainsi, 


Ait gi n, Aüte ghtAi 


Montrons que les Christoffels lé; sont symétriques par rapport 
aux indices inférieurs. La dérivée covariante À,., d’un vecteur étant 
un tenseur, il en résulte que la différence 4,., — Az:, est aussi 
un tenseur. Supposons que le vecteur À; soit le gradient 4 un scalai- 
re, C'est-à-dire que À; — 0/ôz'. Etant donné que 


04; __ 0% __ dA4k 


ôzt ôzi Oz! oxi ? 


DC dd 


nous avons, compte tenu de l'expression (85,10) : 
=(r!,- rl, 
A: i — Ai. kR— (Tir 1) St < 


En coordonnées galiléennes les dérivées covariantes coïncident avec 
les dérivées ordinaires, et le premier membre de l'égalité ci-dessus 
est nul. Mais comme 4;,.; — À;., est un tenseur, sa nullité dans 
un système de coordonnées entraîne sa nullité dans tout autre systè- 
me. On en déduit que 


Th Tin. (85,15) 


DÉRIVATION COVARIANTE 319 


Il est évident aussi que 
Din Tite (85,16) 


Dans le cas général, il y a 40 différentes quantités l'y: pour cha- 
cune des quatre valeurs de l'indice à il y a 10 couples de valeurs 
différents pour les indices k et Z (en considérant comme identiques 
les couples déduits par transposition de k et Î). 

Pour terminer ce paragraphe, indiquons les formules de trans- 
formation dans un changement de coordonnées pour les Christoffels. 
On peut obtenir ces formules en comparant les lois de transforma- 
tion des deux membres des égalités définissant n’importe quelle 
dérivée covariante, et en exigeant que ces lois soient identiques 
pour les deux membres. Un calcul simple conduit à la formule 

ï rm Ôzi Or O1 , O?r'M Ori se 

Da Pr one get + éanout dm Er 

Cette formule montre que les l'}; se comportent comme un tenseur 

seulement vis-à-vis des transformations linéaires des coordonnées 
(quand le second terme dans (85,17) disparaît). 

La formule (85,17) permet de démontrer facilement l’affirmation 
qu'il est possible de choisir le système de coordonnées de manière 
à annuler tous les l';, en un point arbitraire donné à l’avance (un 
tel système est dit localement géodésique, cf. $ 87) !. 

En effet, supposons un point donné choisi à l’origine des coor- 
données et soient (Tu)o les valeurs des l'; en ce point (des coor- 
données z'). Effectuons au voisinage de ce point la transformation 


met (Mujoztat. (85,18) 
Alors 
d2z'®m  Ozi mi 
(5x En em), = Mio 


et, compte tenu de (85,17), tous les 15 s'annulent. 
Notons que pour la transformation (85,18) on a: 
9z'i î 
( EE J, = 

de sorte qu'elle ne change pas les composantes de n'importe quel 
tenseur (et donc du tenseur g;,) au point donné, et l’annulation des 
Christoffels peut être faite en même temps que la réduction des g;x 

à la forme galiléenne. 


l On montre de même que, par un choix convenable des coordonnées. 
on peut annuler tous les l'}, non seulement en un point donné, mais aussi sur 
une ligne donnée. 
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$ 86. Lien entre les symboles de Christoffel 
et le tenseur métrique 


Montrons que la dérivée covariante du tenseur métrique g:4 
est nulle. Remarquons à cet effet qu'on doit avoir pour le vecteur 
DA;, comme pour tout vecteur, la relation 


DA; = gixDAÀ. 
Par ailleurs, A; = gix A", de sorte que 
DA;= D (gixA*) = gi D A* + AfDgin. 

Comparant avec DA;= g::DA*, nous obtenons, étant donné que le 
vecteur À est arbitraire : 

Dgin = 0. 
{l en résulte donc pour la dérivée covariante : 

Lin: 1 = 0. (86,1) 


Par conséquent, il faut considérer les g;, comme constantes vis-à- 
vis de la dérivation covariante. 

On peut se servir de l'égalité g,4:: —0 pour exprimer les Chris- 
toffels Dé au moyen du tenseur g;.. À cet effet, écrivons en vertu 
de la définition générale (85,14): 


0kik og = 
BRUIT RT — Ema Ti — LimTkt = 1 — ru Ti, nm =0. 


Par conséquent, les dérivées des gi, s'expriment au moyen des 
Christoffels!. Ecrivons ces dérivées, en permutant circulairement 
les indices à, k, L: 


pin Jet dgnt 
En _ Peut Piun ee loulou Tune 


Prenant la demi-somme de ces égalités, on trouve (en se rappelant 
que ri, kI = ri, 14) « 


1 } dir Ori  ÔEhi 
re ( ob CAL a) 86.2 
is ôz! ox! ôzt ]° ( ) 


D'où l'on déduit pour les lé =g"Tm, x: 


ü __1 im 0Emk , d8mt __ Oght 
Tu = 8 (2 Gers em )- (86,3) 


1 Le choix d’un système de coordonnées localement géodésique signifie 
donc que toutes les dérivées premières des composantes du tenseur métrique 
-s’annulent au point donné. 
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Telles sont les formules donnant les expressions cherchées des 
Christoffels en fonction du tenseur métrique. 

_ Etablissons l'expression du symbole de Christoffel contracté 
lu, qui nous sera utile par la suite. Déterminons à cet effet la dif- 
férentielle dg du déterminant g formé avec les composantes du ten- 
seur £g;,; on peut obtenir dg en prenant la différentielle de chaque 
composante du tenseur g;4, et en la multipliant par le mineur cor- 
respondant. Par ailleurs, les composantes du tenseur g'", l'inverse 
de tenseur g;,, sont égales, comme on sait, aux quotients des 
mineurs du déterminant formé avec les quantités gin,par ce déter- 
minant. Les mineurs du déterminant g sont donc gg". Par consé- 
quent, 


de = ge" dgun = — ggin dg* (86,4) 
(étant donné que ging" = di = 4, on a gt dgin = — pin dg*). 
On déduit de (86,3) : 


4 __ 1 im dEmh | Emi __ 08h 
Ti = Te ( ozi un Oh ae) - 


Echangeant entre eux m et ài dans les termes extrêmes entre 
parenthèses, on voit que ces termes se réduisent, de sorte que 


LU 


Ê SE im ÆŒim 
LL: 
ou, compte tenu de (86,4), 


= = VE, (86,5) 


Il est utile de même d’avoir l'expression de g“Th. On a: 
i 1 ô, â â, 
Tuer ee" ( Emk + Bim__ 0Eht }= 


z! oz" 9x" 


ox! 2 ôz" 


Compte tenu de (86,4), on peut mettre cette expression sous la 
forme : 


= ghgim ( Em. __ 1 dgnr ] 


pt _ __1  9(V—esit) 
Thu = Ve Oz # (86,6) 
Dans différents calculs il est utile de noter aussi que les déri- 


vées du tenseur contravariant g** sont liées aux dérivées des gix 
par les relations 


dgt# k Ôgit = 
EU 5m — —€ Cru (86,7) 


21—249 


322 PARTICULES DANS UN CHAMP DE GRAVITATION 


(que l’on obtient en dérivant l'égalité g;1g" — 6*). Enfin, indiquons 
que les dérivées des g° ‘à peuvent De être exprimées au moyen 


des l'y. En effet, des identités g*. = 0 on déduit immédiatement : 


ik ; ; 
Er = — ag — Tue”. (86.8) 


A l’aide des formules obtenues, on peut mettre les expressions 
A; ; sous une forme commode, qui est la généralisation de la diver- 
gence d’un vecteur en coordonnées curvilignes. Utilisant les for- 
mules (86,5), on trouve: 


re 2 10MV—e 
+ TT TA! À A Ton 
eu, en définitive, 
i 1 9(V—r#4At : 
Pr . (86.9) 


On peut-obtenir une expression analogue pour la divergence d'un 
tenseur antisymétrique A’. Nous avons de (85,12) : 


ik 
A = + DATA + Tan Ai”. 


Mais, étant donné que A"*— — 4”, 
Dan = — Lim A8 = 0. 
Substituant l'expression (86,5) de Tr, on trouve : 
A = = TE. V=s49 (86.10) 
! Soit à présent A;x un tenseur symétrique ; trouvons l'expression 
. AË x de ses composantes mixtes. On a: 


€ h 84? Rk ul tu 1 (4 V—E6) 
ARE EE Ai — î — D 
Aï: k—= par + TER { Tr aA! Ve Eur 


ATUAR 


Le dernier terme est égal à 
_ L feu | dgnr __ din \ qu 
le Ori ôzt ) 


En vertu de la symétrie du tenseur A“, les termes extrêmes entre 

parenthèses se réduisent, et il reste: 

1 9 (V—#AÀ) 1 ôgnr At 
ae Da = 


Ai R= —— 
DR —$ Cr Oz 


(86.11) 
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z Es 04; 9.4 

En coordonnées cartésiennes = — Er est un tenseur anti- 
symétrique. En coordonnées curvilignes ce tenseur s'écrit A;., — 
— A,:1. Cependant, des expressions de À;., et étant donné que 
Th = Tr, on déduit : 


04 JA 
Ain — An à TE — 


ER, (86,12) 


ôzt ozxi 


Enfiu, transformons en coordonnées curvilignes la somme 

92 Sie : re 
ER des dérivées secondes d’un scalaire œ. Il est syiden que 
cette expression devient en coordonnées curvilignes q:i. Or, .i = 
— ôp/ôz', étant donné que la dérivation covariante d’un scalaire 
se réduit à la dérivation ordinaire. Elevant l'indice à, il vient: 


et on trouve, compte tenu de la formule (86,9) : 
ie = nn 2 Æ)- (86,13) 


Il est utile de noter que le théorème de Gauss (83,17) sur la 
transformation de l’intégrale d’un vecteur sur une hypersurface 
en intégrale dans un 4-volume peut s'écrire, en vertu de (86,9), 
sous la forme : 


GAiV —gas;= | 4i;V —gdQ. (86,14) 


$ 87. Mouvement d'une particule dans un champ 
de gravitation 


Le mouvement d’une particule matérielle libre en Relativité 
restreinte est déterminé par le principe de moindre action: 


ôS — —mc8 | ds-0. (87.1) 


en vertu duquel la particule se meut de sorte que sa ligne d’univers 
soit une extrémale entre deux points d'univers donnés. soit une 
droite dans le présent cas (dans l'espace ordinaire à trois dimensions 
ceci se traduit par un mouvement rectiligne uniforme). 

Le mouvement d'une particule dans un champ gravitationnel 
doit être déterminé par le principe de moindre action sous la même 
forme (87,1), étant donné que Je champ gravitationnel n’est pas 
autre chose que la modification de la métrique de l’espace-temps, 


21* 
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s'exprimant seulement dans la modification de ds en fonction des 
dx'. Par conséquent, dans un champ gravitationnel une particule 
se meut de telle manière que son point d’univers décrive une extré- 
male, ou ce qu’on appelle une géodésique dans le 4-espace 2°, x!, r°, 
; mais étant donné qu'en présence du champ de gravitation 
l'espace-temps est non galiléen, cette ligne n’est pas une « droite », 
et le mouvement spatial réel de la particule n'est pas uniforme et 
rectiligne. 

Au lieu de repartir directement du principe de moindre action 
(voir le problème à la fin de ce paragraphe), il est plus simple de 
trouver l'équation du mouvement d’une particule dans un champ 
gravitationnel en généralisant adéquatement les équations diffé- 
rentielles du mouvement libre d’une particule en Relativité restrein- 
te, c’est-à-dire dans un 4-système de coordonnées galiléen. Ces 
équations s’écrivent du'/ds = 0, soit encore du = 0, où u' — 
— dzx'/ds est la 4-vitesse. 

Il est évident qu’en coordonnées curvilignes cette équation se 
généralise comme suit: 

Dui = 0. (87,2) 


L'expression (85,6) de la dérivée covariante d’un vecteur permet 
d'écrire : 
dui + TyyuX dr! — 0. 


Divisant cette équation par ds, on trouve: 


ri ï k t 
LE Las = 0. (87,3) 

Telles sont les équations du mouvement cherchées. On voit 
que le mouvement d’une particule dans un champ de gravitation 
esttdéfini par les quantités l'y. La dérivée d?r'/ds° est la 4-accéléra- 
tioh de la particule. Il en résulte que nous pouvons appeler la quan- 
tité —mlhuu! la « 4-force » agissant sur la particule dans le champ 
de.gravitation. Le tenseur g;, joue alors le rôle des « potentiels » 
du champ de gravitation: ses dérivées définissent le champ Th. 


1 Notons de même la forme de l'équation du mouvement écrite à l’aide 

des composantes covariantes de la 4-accélération. De la condition Du; = 0 
on déduit: 

du; 

“ds 


En substituant ici à l'x, rs son expression (86,2), deux termes se rédui- 
sent et il reste : 


—Th, auXul=0. 


dus _ À 26 put 0, 


ds 2 Ori 
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Il a été démontré au $ 85 que, par un choix convenable du système 
de coordonnées, on peut toujours annuler tous les Fi en tout point 
donné de l’espace-temps. Nous voyons maintenant que le choix 
d’un tel référentiel localement inertiel signifie l'exclusion du champ 
de gravitation dans le volume infiniment petit donné de l’espace- 
temps, et la possibilité d’un tel choix est l'expression du principe 
d'équivalence dans la théorie relativiste de la gravitation. 

La 4-impulsion d’une particule dans un champ de gravitation 
est définie comme auparavant: 


pi = moui, (87,4) 
et son carré est 

pipi = m°c?. (87,5) 
Substituant dans cette expression —OS/0x à pr, on trouve 
l'équation d'Hamilton-Jacobi pour une particule dans un champ 

graVitationnel : 
ik 2S 9S 
?  ori ôzk 


— mc? =0. (87,6) 


Les équations des géodésiques sous la forme (87,3) ne convien- 
nent pas à la propagation de signaux lumineux, car le long de la 
ligne d’univers de propagation d’un rayon lumineux l'intervalle 
ds — 0 et tous les termes dans l'équation (87,3) deviennent infinis. 
Pour mettre les équations du mouvement dans ce cas sous une forme 
adéquate, utilisons le fait que la direction de la propagation d'un 
rayon lumineux en optique géométrique est déterminée par le vecteur 
d'onde, tangent au rayon. Nous pouvons, par conséquent, écrire 
le quadrivecteur d'onde sous la forme k' — dz'/dh, où À est un 
certain paramètre variant le long du rayon. En Relativité restreinte, 
le vecteur d'onde ne varie pas le long d’un rayon lumineux se pro- 
pageant dans le vide, c'est-à-dire que dk — 0 (cf. $ 53). Dans un 
champ de gravitation cette équation se transcrit manifestement 
Dki — 0, ou 

Qi 
us + TEA! 2 0 (87.7) 
(À est déterminé de ces mêmes équations). 
Le carré du 4-vecteur d'onde est nul (cf. $ 48). c’est-à-dire 


kiki — 0. (87,8) 


En substituant dans cette expression 6ÿ/6x° à k; (1 est l’eikonale). 
on trouve l'équation d’eikonale dans un champ de gravitation sous 
la forme : 

g* 2 KE = 0. (87,9) 


Oxi ôz! 
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Dans le cas limite des vitesses petites, les équations relativistes 
du mouvement d’une particule dans un champ de gravitation doi- 
vent se réduire aux équations correspondantes non relativistes. En 
outre, il faut avoir en vue que l'hypothèse faite sur la petitesse des 
vitesses entraîne que le champ gravitationnel lui-même est faible ; 
dans le cas contraire une particule se trouvant dans le champ acquer- 
rait une grande vitesse. 

Voyons comment est lié dans ce cas limite le tenseur métrique 
&gin au potentiel non relativiste p du champ de gravitation. 

En mécanique non relativiste, le mouvement d’une particule 
dans un champ de gravitation est déterminé par la fonction de 
Lagrange (81,1). Nous la recopierons maintenant sous la forme: 


L= — me + my, (87,10) 


ajoutant la constante —mc° !. C'est afin que la fonction de Lagrange 
non relativiste en l'absence de champ L = —mc? +"mv°/2 soit 
exactement celle à laquelle se réduit la fonction relativiste corres- 


pondante L— —mc? V 1—v°/c°? dans le cas limite v/c —0. 
L'action non relativiste S pour une particule dans un champ 
gravitationnel a donc la forme: 


s=[La- — mc f (—+ ! TL). 


Comparant cette dernière avec l'expression S — — mc Î ds, on voit 
que dans le cas limite considéré 
ds — (c—5 ++) dt. 
Elevant au carré et négligeant les termes s'annulant pour c — , 
on trouve : 
| 2 — (c? + 2p) dt? — dr! (87,11) 


où” l'on a pris en considération que v dt = dr. 
Par conséquent, la composante £0 du tenseur métrique dans le 
cas limite est 


2 = 
8o=1+<+. (87,12) 


En ce qui concerne les autres composantes, il résulterait de 
(87,11) que £ap — Ôapr £oa — 0. En réalité, cependant, les corrections 


1 Le potentiel @ n’est certes déterminé qu’à une constante additive arbitrai- 


re près. Nous sous-entendrons partout le choix naturel de cette constante, qui 
fait que le potentiel s'annule loin des corps créant le champ. 
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qu'il faut leur apporter sont, en général, du même ordre de grandeur 
que la correction dans go (voir à ce sujet les détails au $ 106). 
L'impossibilité de déterminer ces corrections par le procédé indiqué 
ci-dessus est due à ce que la correction dans ges, qui est du même 
ordre de grandeur que celle dans go, conduirait dans la fonction 
de Lagrange à des termes d'ordre plus élevé (étant donné que dans 
l'expression de ds? les composantes gg ne sont pas multipliées 
par c*, comme cela a lieu pour go). 


Problème 
Etablir l'équation du mouvement (87,3) à partir du principe de moindre 
action (87,1). 
Solution. On a: 


6 ds = 2 dsôds = 6 (gx dei drh) = dirt dr x 8zl+ 2gin dri dr. 
IT 
Donc 


1 dzi drh ôgin dr dôr* 
= — en nee Rene ee mnes LE —— —— = 
ôs me | Z'ds à gl Ôz!gin à }æ 


” 1 dzi dr Ogin k y d dri 
= me | Era ns +7 (en ) 6e} ds 


(dans l'intégration par parties, on a pris en considération que ôr“ — 0 aux 
limites). Dans le second terme remplaçons sous le signe somme l'indice k par £. 
On trouve alors, en annulant le coefficient de la variation arbitraire Ôz!: 


d 1 à 
= 4) = — uiul 
raeir-h ci 6 loue Vos 


gi, Ut in 28 
oz! ôz* 
Remarquant qu'on peut recopier le troisième terme sous la forme: 


A L uiuk ôgir dent , 
2 PAT dxi 


en introduisant les Christoffels l'y,;x, déduits de (86,2), on trouve : 
dui th — 
eut le muu*=0. 


On déduit l'équation (87,3) en élevant l'indice l. 


$ 88. Champ gravitationnel constant 


Un champ gravitationnel est dit constant s'il est possible de 
choisir un référentiel tel que toutes les composantes du tenseur 
métrique n'y dépendent plus de la coordonnée temporelle 2°; cette 
dernière est alors appelée {emps d’univers. 
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Le choix du temps universel n'est pas tout à fait univoque. 
Ainsi, lorsqu'on ajoute à z° une fonction arbitraire des coordonnées 
spatiales, les g;, ne contiennent pas, tout comme auparavant, 1°; 
cette transformation correspond à l'arbitraire dans le choix de 
l'origine des temps en chaque point de l’espace ?. En outre, le temps 
universel peut, bien entendu, être multiplié par une constante arbi- 
traire, c’est-à-dire qu’on peut choisir arbitrairement l'unité de sa 
mesure. 

A strictement parler, seul le champ créé par un seul corps peut 
être constant. Dans un système de plusieurs corps, leur attraction 
de gravitation mutuelle engendre un mouvement, ce qui fait que 
le champ de ces corps ne peut être constant. 

Si le corps créant le champ est immobile (dans le référentiel où les 
£gir ne dépendent pas de 1°), les deux sens du temps sont équivalents. 
Avec un choix adéquat de l'origine des temps en tous les points de 
l'espace, l'intervalle ds dans ce cas ne doit pas changer lorsqu'on 
change le signe de 2°, par conséquent, les composantes go du ten- 
seur métrique doivent être identiquement nulles. Nous appellerons 
champs statiques des champs gravitationnels constants de ce genre. 

Toutefois, l’immobilité d'un corps n'est pas une condition 
nécessaire de constance du champ qu'il crée. Ainsi, le champ créé 
par un corps doué de symétrie axiale tournant uniformément autour 
de son axe sera aussi constant. Mais dans ce cas les deux sens du 
temps ne sont plus du tout équivalents: lorsqu'on change le signe 
du temps, le signe de la vitesse angulaire de rotation change aussi. 
Par conséquent, dans de tels champs gravitationnels constants 
(que nous appellerons champs stationnaires) les composantes £oa 
du tenseur métrique sont, en général, différentes de zéro. 

La signification du temps universel dans un champ gravitation- 
nel constant est que le laps d’un tel temps entre deux événements 
en yn point de l’espace est le même que pour deux autres événements 
simultanés avec les premiers (au sens indiqué au $ 84) en tout autre 
point de l’espace. Mais à des laps de temps universel z° identiques 
correspondent en différents points de l'espace différents laps de 
tempPs propre t. Le lien (84,1) existant entre eux peut être exprimé 


1 Il est facile de voir que dans cette transformation la métrique spatiale 
ne change pas, comme cela devait être. 
En effet, dans la transformation 


20 — 10 + f(xl, x, x3) 
de fonction arbitraire f(z1, z®, x3) les composantes de g;, deviennent : 
La —+ £a + 800/1&f 18 + £0af»B + LoBf1ar 
80œ — 80a + 800fvœr 00 —> 00» 


où fa = 0f/8x%. Alors il est évident que le tenseur tridimensionnel (84,7) 
ne change pas. 


CHAMP GRAVITATIONNEL CONSTANT 329 


à présent sous la forme: 
t= Vas, (8,1) 


qui convient à des laps de temps finis arbitraires. 
Dans un champ gravitationnel faible, on peut utiliser l'expression 
approchée (87,12); alors (88,1) donne avec la même précision : 


= (14€). (88,2) 


Par conséquent, le temps propre s'écoule d'autant plus lentement 
que le potentiel de gravitation est moindre à un point donné de 
l’espace, c'est-à-dire que sa valeur absolue est plus grande (on mon- 
trera au $ 96 que le potentiel q est négatif). Si de deux horloges 
identiques l’une a séjourné pendant un certain temps dans un champ 
gravitationnel, alors cette horloge retarde sur l'autre. 

Comme il a déjà été indiqué, les composantes g du tenseur 
métrique sont nulles dans un champ gravitationnel statique. Compte 
tenu des résultats du $ 84, cela veut dire que dans un tel champ on 
peut synchroniser des horloges dans tout l’espace. 

Remarquons de même qu'on a pour l'élément de distance spa- 
tiale dans un champ statique tout simplement: 


dit = — gop dre drb. (88,3) 


Dans un champ stationnaire les go ne sont pas nulles, et la 
synchronisation des horloges dans tout l'espace est impossible. 
Etant donné que les g;, ne dépendent pas de z°, on peut écrire la 
formule (84,14) pour la différence des valeurs du temps universel 
de deux événements simultanés ayant lieu en différents points de 
l'espace sous la forme : 

?, dr 
Aa = — | Fer (88,4) 
800 

applicable à deux points arbitraires sur la ligne le long de laquelle 
on procède à la synchronisation des horloges. Quand on synchro- 
nise sur un contour fermé, la différence des valeurs du temps univer- 
sel que l’on trouverait de retour au point de départ est donnée par 
l'intégrale 

A1 £00 dz® = 

Pr $ 800 (62: 
prise sur ce contour fermé 1. 


1 L'intégrale (88,5) est identiquement nulle lorsque la somme go dr /g00 
est la différentielle totale d’une fonction quelconque des coordonnées spatiales. 
Un tel cas signifierait, cependant, que nous sommes, en fait, en présence d’un 
champ statique, et tous les g, peuvent être annulés par une transformation 


de la forme 2° —+ 20 + f (2°). 
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Considérons la propagation des rayons de lumière dans un champ 
gravitationnel constant. Nous avons vu au $ 53 que la fréquence de 
la lumière est égale à la dérivée de l’eikonale 4 par rapport au temps 
(avec le signe contraire). La fréquence mesurée en temps universel 
æ/c est donc égale à wo — —c 0w/ôx°. Etant donné que l'équation 
d’eikonale (87,9) dans un champ constant ne contient pas expli- 
citement z°, la fréquence w, reste constante pendant la progression 
d'un rayon lumineux. En ce qui concerne la fréquence mesurée 
en temps propre, elle est égale à © — —6w#/ôt; elle est différente 
en divers points de l’espace. 

En vertu de la relation 


on à: 


(88,6) 


Dans un champ gravitationnel faible, on en déduit la valeur 
approchée : 


& = @9 (1 —+) ’ (88,7) 


On voit que la fréquence de la lumière croît en même temps que 
la valeur absolue du potentiel du champ de gravitation, c'est-à-dire 
à l'approche des corps créant le champ; inversement, lorsqu'un 
rayon s'éloigne de ces corps, la fréquence de la lumière diminue. 
Si un rayon de lumière émis au point où le potentiel de gravitation 
est ç, a en ce point la fréquence &w, arrivant au point de potentiel @, 
il aura la fréquence (mesurée en temps propre en ce point) 
o e — Pa 
! —— ( —Ÿ%)=0(1+408). 


: 1e 
Cc= 


_ = Le spectre de raies émis par des atomes quelconques se trouvant 
par exemple sur le Soleil a là-bas le même aspect que le spectre qui 
est émis par des atomes identiques sur la Terre. Mais si l'on observe 
de la Terre le spectre émis par des atomes sur le Soleil, alors, comme 
il découle de l'exposé ci-dessus, ses raies seront décalées par rap- 
port aux raies du même spectre sur la Terre. A savoir, chaque raie 
de fréquence «w sera décalée de l'intervalle Aw défini par la formule 

Ao = UE 6, (88,8) 
où w, et p. sont les potentiels du champ de gravitation respective- 
ment au point d'émission et au point d'observation du spectre. Si 
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l'on observe sur la Terre un spectre émis sur le Soleil ou les étoiles, 
alors | p | > | p |, et il résulte de (88,8) que Aw < 0, c’'est-à- 
dire que le décalage a lieu vers les petites fréquences. Le phéno- 
mène décrit est appelé « décalage vers le rouge ». 

On peut expliquer ce phénomène directement en partant de ce 
qui a été dit plus haut sur le temps universel. En vertu de la cons- 
tance du champ, le laps de temps universel pendant lequel une 
oscillation dans l’onde lumineuse se propage d’un point donné 
de l’espace à un autre ne dépend pas de 2°. Il est donc clair que le 
nombre d'oscillations ayant lieu en l’unité de temps sera le même 
en tous les points du rayon. Mais un seul et même laps de temps 
universel correspond à un laps de temps propre d'autant plus grand 
que nous sommes plus éloignés des corps créant le champ. Par con- 
séquent, la fréquence, c’est-à-dire le nombre d'oscillations dans 
l'unité de temps propre, tombe au fur et à mesure que la lumière 
s'éloigne de ces masses. 

Lorsqu'une particule se meut dans un champ constant, il y a 
conservation de son énergie, déterminée comme la dérivée (—c0S/ôz°) 
de l’action par rapport au temps universel ; ceci résulte par exemple 
du fait que 2° n'entre pas explicitement dans l'équation d'Hamil- 
ton-Jacobi. L'énergie définie de la sorte est la composante temporelle 
du quadrivecteur impulsion covariant p, = mcu, — mcgriu'. Dans 
un champ statique, ds = £00 dr — dl?, et on a pour l'énergie, que 
nous désignerons ici par 60, 


PPS RES 
V/800 (42)? — dû 
Introduisons la vitesse de la particule 

dl ___ cd 

dt V 200 dr? 


mesurée en temps propre, c'est-à-dire par l'observateur se trouvant 
au point donné. On obtient alors pour l'énergie 


1 dx0 LL 
60 = MC° 80-75 — MC° 800 


U = 


&o= TE V 80 Ve | (88,9) 
4j: 
c? 


C'est la quantité qui reste constante pendant le mouvement de la 
particule. 

Il est facile de montrer que l'expression (88,9) de l'énergie reste 
valable dans un champ stationnaire aussi, pourvu que la vitesse v 
soit mesurée en temps propre, indiqué par des horloges synchronisées 
le long de la trajectoire de la particule. Si la particule part du point 
A à l'instant de temps universel 2° et arrive au point infiniment 
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voisin B à l’instant 2° + dr°, on devra prendre à présent pour déter- 
miner la vitesse non pas le laps de temps (1° + dx?) — 2° = d°. 


mais la différence entre 2° + dx° et l'instant 2° — 2 dx qui 


est simultané au point B avec l'instant z° au point À: 
29 4- da) — 0 __ Fox Jya = d 0: S0a J,a. 
A) (+ 800 ï ] "ie 500 = 


En multipliant cette expression par V gœ/c, on obtient l'intervalle 
correspondant de temps propre, de sorte que la vitesse s'écrit : 


va — TS Æ (88.10) 
— £a 
où nous avons introduit les notations 


La ho (88.11) 
pour le vecteur tridimensionnel g (mentionné au $ 84) et pour le 
3-scalaire £g00. On aura pour les composantes covariantes de la vites- 
se v en tant que vecteur tridimensionnel dans l’espace de métrique 
Yes et pour le carré de ce vecteur ! 


Va = YaBLP, VE = Vale. (88,12) 


Notons qu'avec cette définition l'intervalle ds s'exprime au moyen 
de la vitesse par une formule analogue à la formule usuelle : 


ds? — g00 (42°)? + 280a da dx + gap dre drb — 
= h (42° — ga d22)® — die = h (dx — ga dr) (15 .… (88,13) 


Les composantes de la 4-vitesse ui — dr'/ds sont 


4 
{ v 1 fat 


œ 
° ES 7 d pe : (88.14) 
A nr: VV 1-7 142 


l'énergie est 
80= mc?goui = mc°h (1° — gau*) 
et revêt la forme (88,9) après la substitution (88,14). 


1 Nous envisagerons souvent par la suite, en même temps que les 4-vec- 
teurs et 4-tenseurs, des vecteurs et tenseurs tridimensionnels définis dans l’es- 
pace de métrique Y,8 ; tels sont, notamment, les vecteurs g et v déjà introduits. 
Alors que dans le premier cas les opérations tensorielles (l'élévation et l’abais- 
sement des indices entre autres) se font au moyen du tenseur métrique g;2. 
elles se font dans le second cas au moyen de y,g. Aussi, pour éviter tout équivo- 
que, désignerons-nous les quantités tridimensionnelles par des symboles non 
affectés aux quantités quadridimensionnelles. 
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Dans le cas limite d'un champ gravitationnel faible et de petites 
vitesses, substituant £go0—1+2/c? dans (88,9), on obtient appro- 
ximativement : 


Eo= met + + mp, (88,15) 


où mœ est l'énergie potentielle de la particule dans le champ de 
gravitation, ce qui est conforme à la fonction de Lagrange (87.10). 


Problèmes 


1. Déterminer la force agissant sur une particule dans un champ gravita- 
tivunel constant. 
Solution. On a pour les composantes utiles de 1; les expressions 


4 
Tio=Zh®, 
r< ht (3 a) 4 h° (1 
08— 2 (8868) Ep" ) 
k : ë 1 : 
By = by tn les (69 — 55) +80 (EE — + get. 


Dans ces expressions toutes les opérations tensorielles (dérivation covarian- 
te, élévation et abaissement des indices) ont lieu dans l’espace à trois dimen- 


sions de métrique y,g et concernent le trivecteur g® et le 3-scalaire h (88,11) ; 
les \Ëy sont les Christoffels à trois dimensions formés avec les composantes 


du tenseur ÿ,g, tout comme les ré, sont formés avec les composantes de g;,: 


dans les calculs on a utilisé les formules (84,9-12). 
Substituant (1) dans l'équation du mouvement 


du® 3 

re To (u0)2— 2 @gu0ub— TEuPuY 

et prenant en considération les expressions (eee des composantes de la 
4-vitesse, on obtient après des transformations simples : 


pu ne VAN pE Apr 
ds 7 2 (1-2) (+ (2) 
eV 1—# 2h (1 nc cf1 ce c?|1 ce 


La force f agissant sur la particule est la dérivée de son impulsion p par 
Esppart au temps propre (synchronisé), déterminée au moyen de la différen- 
tielle covariante tridimensionnelle : 


f, Ov? D f' & d mu® «  mubuŸ 


ds v2 + By v? : 
V 1-7 = 
c? c? 
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Nous obtenons donc, compte tenu de (2) (en abaissant l'indice «& pour la 
commodité) : 


= me? C] - , : d88 ÔLEa vB 
A Vo VE QT 
ce? 


ou bien, avec les notations vectorielles tridimensionnelles 1 : 


LC {—gradn VE+ VE Lx rte} ; 3) 


uv? 


4= 


ce? 


1 En coordonnées curvilignes tridimensionnelles le tenseur unité antisymé- 
trique a pour définition: 


_ 1 
Napy = VY Copy: n%6v = — e%BY , 
VY 


où ej25 = 8 = 1; ecgy et «2PY changent de signe par transposition de deux 
indices [cf. (83,13-14) En conséquence, le vecteur c = a X P, défini comme 
le vecteur dual du tenseur antisymétrique cg, — agb, — a,bg, a pour compo- 
santes 


eBVagc… 


1. 1 
a VY EasyePY =V? exsyaP és se 2Vr eBVcgy ou 


Inversement, 


Cas = VYeopye, CP 2. etPYe,. 
V? 


Notamment, rot a sera compris dans ce même sens en tant que vecteur 
dual du tenseur 


{ ge mm = 9 
: Ba GB ge Of 


et l'on a pour ses composantes contravariantes 


= 


ôa da 
(rot a)*= = ur : 
2VY dxP  OzŸ 
Mentionnons également en l'occurrence que la 3-divergence d'un vecteur est 
1 ô 
div a=—— — œ 
V? dz® (VYye ) 
[cf. (86,9)]J. 
Pour éviter tout malentendu lors de la comparaison avec des formules 
souvent utilisées pour les opérations vectorielles tridimensionnelles en coordon- 


nées curvilignes orthogonales (cf., par M « Electrodynamique des milieux 
continus », annexe), indiquons qu’on entend dans ces formules par composantes 


d'un vecteur les quantités V/g1141 (= V/A141), Vg224°, V/g334°. 
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Indiquons que si le corps est immobile, alors la force qui agit sur lui [le 
premier terme dans (3)] a un potentiel. Pour de petites vitesses de mouvement, 


le second terme dans (3) a la forme mc V/h (v X rot g) analogue à la force de 
Coriolis qui serait engendrée (en l’absence de champ) dans un système de coor- 
données tournant avec la vitesse angulaire 


La 
Q=-- hk rot g. 


2. Etablir le principe de Fermat pour la propagation de rayons dans un 
champ gravitationnel constant. 


Solution. Le principe de Fermat (cf. $ 53) postule : 
ô f ka dr®=0, 


où l'intégrale est étendue au rayon et où l'expression sous le signe somme doit 
être exprimée au moyen de la fréquence wo, constante le long du rayon, et des 
différentielles des coordonnées. Remarquant que ko = — 6/02 — wg/c, 
écrivons: 


[n] 
= ko = goikt = g00k0 + £oak* = h (K0— gak°). 


Substituant cette dernière expression dans la relation k;ki = g;nkikk =0Q, écrite 
sous la forme: 
h (RO — go ke)? — yapk TP = 0, 
on obtient : 
1 2 
RS) res =0. 


Notant également que le vecteur #® doit être dirigé selon le vecteur 41%, on 
en déduit : 


pe Do dr 
cVh d L 
où dl (84,6) est l'élément de distance spatiale le long du rayon. Pour obtenir 
l'expression de k£, écrivons : 


RO = ho + Rp = — ee PO PRE, 


d'où 
B 
Se -B. 20 s)=-% OR: ee 
ka as (4 E Apern À (7 à +80): 
Enfin, multipliant dz®%, nous obtenons le principe de Fermat sous la 


forme (en omettant le facteur constant wo/c) : 


5 | (HF +se at) -0. 


V 
Dans un champ statique on a tout simplement : 
dl 
ô [ tb 9 
VA 
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Notons qe dans un champ gravitationnel un rayon ne se propage par selon 
la ligne la plus courte dans l'espace, car cette dernière serait déterminée par 


l'équation s( dl= 0. 
$ 89. Rotation 


Un cas particulier des champs gravitationnels stationnaires 
est le champ qui est engendré par le passage à. un référentiel en 
rotation uniforme. 

Afin de déterminer l'intervalle ds, passons du système immobile 
(d'inertie) au système en rotation uniforme. Dans le système de 
coordonnées immobile r’, @’, z°, t (nous sommes en coordonnées 
cylindriques spatiales) l'intervalle s'écrit : 


ds® — c? dt® — dr'® —r'? dp'?— dz'?. (89,1) 


Soient r, @, z les coordonnées cylindriques dans le système tournant. 
Si l’axe de rotation coïncide avec les axeszet z',on ar’ —r,z — 2, 

" = p + Qt, où Q est la vitesse angulaire de rotation. Substituant 
dans (89,1), on trouve l'expression de l'intervalle dans le système 
de coordonnées en rotation : 


®= (c°—Q%r?) dt? — 2Qr° dp dt — dz®—r° dp®—dr?. (89,2) 


Il convient de noter qu'il est permis d'utiliser le système de 
coordonnées en rotation seulement pour des distances égales au 
plus à c/Q. En effet, (89,2) montre que pour r > c/Q la quantité 
£oo devient négative, ce qui est inadmissible. Le fait qu'un réfé- 
rentiel tournant ne puisse convenir aux grandes distances tient à 
ce que la vitesse de rotation deviendrait, à de telles distances, 
plus grande que la vitesse de la lumière et, par conséquent, un tel 
système ne peut être réalisé au moyen de corps réels. 

Comme dans tout champ stationnaire, des horloges ne peuvent 
gtre univoquement synchronisées en tous les points d’un corps tour- 
nant. Synchronisant le long d’un contour fermé, on obtient, une 
fois revenu au point de départ, un temps se distinguant du temps 
initial par la quantité [cf. (88,5)] 


1 Q Ge ga 1 @-9rtdv 
SN ra) en: 
ce? 


ou. en supposant Qr/c<1 (c'est-à-dire que la vitesse de rotation 
soit petite par rapport à la vitesse de la lumière) : 


a=£$ (raz es, (89,3) 


2 
où S est l’aire de la projection du contour sur un plan perpendiculaire 
à l’axe de rotation (on prendra le signe + ou — selon qu'on décrira 
le contour dans le sens de la rotation ou dans le sens contraire). 
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Supposons qu’un rayon de lumière décrive un contour fermé. 
Calculons, en se limitant aux termes d'ordre de v/c, le temps t écoulé 
entre le départ du rayon et son retour au point initial. La vitesse 
de la lumière est, par définition, toujours égale à c, si le temps est 
synchronisé le long de la ligne fermée donnée et si on utilise en 
chaque point le temps propre. Etant donné que la différence entre 
les temps propre et universel est de l’ordre de v?/c°, dans le calcul 
du laps de temps t cherché on pourra négliger cette différence, quand 
on se limite aux termes d'ordre de v/c. On a par conséquent : 

L 2Q 
où Z, est la longueur du contour. On a donc pour la vitesse de la 
lumière, mesurée comme le rapport L/t, la valeur 


S 
c+20T. (89,4) 


Cette formule, tout comme la formule donnant l'effet Doppler en 
première approximation, s'établit aussi sans peine par la voie 
purement classique. 


Problème 


Déterminer l’élément de distance spatiale dans un système de coordonnées 
en rotation. 
Solution. On trouve au moyen de (84,6-7): 
dle= dr? + dse + — IP 


ER 


1— 2 — 
ce 


déterminant la géométrie spatiale dans le référentiel tournant. Notons que 
le rapport de la longueur de la circonférence dans le plan = = const (le centre 
se trouvant sur l’axe de rotation) et de son rayon r est égal à 
27 
D ——————— "à 2x. 
v’1- me? 


c? 


$ 90. Equations de l’électrodynamique 
en présence d’un champ de gravitation 


Il est facile de généraliser les équations du champ électromagné- 
tique de la Relativité restreinte de manière qu'elles soient appli- 
cables dans n'importe quel système de coordonnées curvilignes à 
quatre dimensions, c'est-à-dire en présence d’un champ de gravitation. 

Le tenseur du champ électromagnétique en Relativité restreinte 


: ées Nés à 
avait pour définition F8 CPR 0, 


ee Il doit, évidemment, s'écrire 


22—249 
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maintenant Fig = An:1 — Ai: Mais en vertu de (86,12): 


LES __ 84; 
Fin = Ani— Ain = 
RARE AGREE TR 


(90,1) 


de sorte que le lien entre F1 et le potentiel À; reste inchangé. 
En conséquence, le premier groupe d'équations de Maxwell (26,5) 


Fin , Fri : OF =0 90.2 
oz! La ôzh LE oi (80,2 


conserve aussi sa forme !. 

Pour écrire le second groupe d'équations de Maxwell, il faut 
d'abord définir le 4-vecteur courant en coordonnées curvilignes. 
Nous procéderons comme au $ 28. L'élément de volume spatial 
construit sur dz!, dr?, dr° est V y dV, y étant le déterminant du ten- 
seur métrique spatial (84,7), et dV — dr'dx°dr* (cf. note p. 308). 
Introduisons la densité de charge p conformément à la définition 
de = p ÿ/y dV, de étant la charge comprise dans l'élément de volume 
V'+ dV. Multipliant cette égalité de part et d'autre par dx, il vient : 


de dz' = p du Vy dt dr° dr = 2 V —gdQ 
V 800 dr 


[nous nous sommes servis de la formule —g—7Y2g5 (84, 10)]. Le 
produit — gd est l'élément de 4-volume invariant, de sorte que 
e 4-vecteur courant est défini par 
4 pe  dri A 
J==ss 90.3) 
V 800 dm ( 
(les quantités dr‘/dr® — la vitesse de variation des coordonnées 
au cours du & temps », 2°,— ne constituent pas elles-mêmes un 4-vec- 
eteurl). Multipliée par V &oa/c, la composante j° du 4-vecteur cou- 
rant est la densité spatiale de charge. 
Pour des charges ponctuelles, la densité p s'exprime par la somme 
de fonctions ô de façon analogue à la formule (28,1). Toutefois, il 
‘faudra alors préciser la définition de ces fonctions dans le cas des 
coordonnées curvilignes. Nous considérerons, comme auparavant, 
que & (r) est le produit 6 (x!) Ô (r°) ô (x*) indépendamment de la 
signification géométrique des coordonnées z!, x, x°; alors est égale 


à l'unité l'intégrale sur dV (et non sur y dV): E (r) dV = 1. 


1 Il est facile de voir que cette équation peut encore s'écrire sous la forme: 
Finite t Fa i= 0 
d'où sa covariance. 
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Avec cette définition des fonctions 6 on a pour la densité de charge 


p= y = ô(r—re), 


et pour le 4-vecteur courant 
4. ac ” dri 
] — 2 V= ô (r ra) Pr A (90,4) 


La conservation de la charge est exprimée par l'équation de 
continuité, laquelle ne diffère de (29,4) que par la substitution des 
dérivées covariantes aux dérivées ordinaires : 


juil 2 (rt) =0 (90,5) 
V—e ri 
{on s’est servi de la formule (86,9)]. 
On généralise de même le second groupe d’équations de Maxwell 
(30,2) ; il vient en y remplaçant les dérivées ordinaires par les déri- 
vées covariantes: 


TEE REIN 4 Pénoge | RE 
[on s’est servi de (86,10)]. 

Enfin, les équations du mouvement d'une particule chargée 
dans des champs gravitationnel et électromagnétique s’obtiennent 
en remplaçant dans (23,4) la 4-accélération du‘/ds par Duï/ds: 

Dui 


1 i e 
MC —— = mc ($-+Thruut) =£ Fins. (90.7) 


Problème 


Ecrire les équations de Maxwell dans un champ gravitationnel donné sous 
forme tridimensionnelle (dans l’espace à trois dimensions de métrique Yes: 
en introduisant les 3-vecteurs E, D et les 3-tenseurs antisymétriques B,g et Hon 
conformément aux définitions: 


Ea= Fous Bas =Faps 
D=—V/ 804%. 1% = 7/50 FÉ. (> 


Solution. Les quantités introduites de la façon inôiquée ne sont pus 
indépendantes. Développant les égalités 


Fou =£ot£almE", FE GER Fm 


introduisant alors le tenseur métrique tridimensionnel Yes = — £ag + hga£g 
{g et h sont définis dans (88,11)] et utilisant (84,9) et (84/1), il vient : ë 
E HS 
Da= "+ gHags BP — +pPEC GER. 2) 
RE 7: + Hop TE +ePES gt ( 
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Introduisons les vecteurs B, H duaux des tenseurs Beg et Heg conformément 
à la définition: 


1 1 
= ÉBpy Ha= — 7 VeapyH8* (3) 


(cf. note p. 334; le signe moins a été introduit afin qu'en coordonnées 
galiléennes H et B coïncident avec le vecteur champ magnétique usuel). 
Alors (2) peut s'écrire : 


DH XE, BH juxE. (4) 


Va VA 

introduisant les définitions (1) dans (90,2), on obtient les équations 
6Bop 0B;x 0Bgy Bag dEa 0E8 

ôxŸ ii 9x8 ôxT a 0x0 9xP To 


ou bien, passant aux quantités duales (3) : 


divB=—0, rotE— ete. (V3) (5) 


eVr 


(z=ct; pour la définition des opérations rot et div, cf. note p. 334). De 
même on trouve à partir de (90,6) les équations 


NES 
Evan lé )=41p, 


1 ü) _ 1 C] dz® 
—> —— HD) + — D®) = —4np =, 
EE VS) + (FD) = 40 © 
ou en notations vectorielles tridimensionnelles : 
div D—4xp, rot H=—1 ? (VD) +, (6) 


eVr à 


8 étant le vecteur de composantes s%— p dr%/dt. 
Pour être complets, écrivons également l'équation de continuité (90,5) 
sous forme tridimensionnelle : 
: CLS 
Vr à 
= "Notons l'analogie (purement formelle, bien entendu) entre les équations 
(5), (6) et les équations de Maxwell du champ électromagnétique dans un milieu 
matériel. Notamment, dans un champ gravitationnel nn 1m ee Vr 
dans les termes où figure la dérivée par rapport au temps, et (4) se réduit à D — 
= E/Vr, B=— H/V/h. On peut dire que, pour ce qui est de son action sur le 
champ jélectromagnétique, un champ gravitationnel statique joue le rôle de 
milieu de perméabilité électrique et magnétique e = u = 1/V/h. 


(Ve) +divs=0. (7) 


CHAPITRE XI 


ÉQUATIONS DU CHAMP DE GRAVITATION 


$ 91. Tenseur de courbure 


Revenons de nouveau à la notion de transport parallèle des 
vecteurs. Comme il a été indiqué au $ 85, dans le cas général d’un 
4-espace courbe, on définit le transport parallèle infinitésimal d’un 
vecteur comme un déplacement tel que les composantes du vecteur 
ne varient pas dans un système de coordonnées galiléennes dans 
l élément de volume infinitésimal donné. 

Si z'—zx'(s) sont les équations paramétriques d’une courbe 
(s étant l’arc de courbe mesuré à partir d’un point donné), alors le 
vecteur ui — dz'/ds est le vecteur unitaire porté par la tangente 
à la courbe. Si la courbe considérée est une géodésique, Du' = 0 
le long de cette courbe. Cela signifie que si l'on transporte parallè- 
lement le vecteur ut d'un point z' sur la géodésique à un autre point 
z' + dri sur la même géodésique, il coïncide se le vecteur ui +- 
+ du tangent à cette ligne au point z' + dz'. Par conséquent, dans 
le LS BE parallèle le long d’une géodésique la tangente reste telle 
quelle 

Par ailleurs, l’« angle » de deux vecteurs est manifestement inva- 
riable dans leur transport parallèle. On peut donc affirmer que 
pendant le transport d’un vecteur quelconque le long d’une géodé- 
sique l' angle entre ce vecteur et la tangente à cette courbe est cons- 
tant. En d’autres termes, les composantes d'un vecteur sur la tan- 
gente à une géodésique sont invariables dans le transport parallèle 
le long de la géodésique. 

Un fait fondamental est que, dans un espace courbe, le transport 
parallèle d'un vecteur d’un point donné à un autre point donne des 
résultats différents si les chemins suivis sont différents. Il en résulte. 
notamment, que si l’on transporte un vecteur parallèlement le long 
d'un contour fermé, il ne coïncide plus avec le vecteur initial. 

Pour expliquer ce fait, considérons un espace courbe à deux dimen- 
sions, c’est-à-dire une surface courbe quelconque. On a représenté 
sur la fig. 19 un morceau d’une telle surface, limité par trois arcs 
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de géodésique. Transportons le vecteur 1 parallèlement le long du 
contour formé par ces courbes. Pendant le transport le long de AB, 
le vecteur 1, formant constamment le même angle avec cet arc, devient 
en B un vecteur 2. De la même manière, il devient un vecteur 3 
quand il est transporté le long de BC. Enfin, quand il est transporté 


' 
1 
l 
c! 


Fig. 19 


de C'en À, ce vecteur, qui forme un angle constant avec l'arc CA, 
devient un vecteur 1’, qui ne coïncide pas avec le vecteur 1. 
Etablissons la formule générale déterminant la variation d’un 
vecteur pendant son transport parallèle le long d'un contour infi- 
nitésimal fermé. Cette variation A4, peut être exprimée sous la 


forme £ 54 r, Où l'intégrale est prise sur le contour donné. Substi- 
tuant à ÔA, son expression (85,5), on a: 


AA» = £ Th A: da! ; (91,1) 


le vecteur À, écrit sous le signe somme varie pendant son transport 
le long du contour. 

“Pour transformer cette intégrale, il convient de faire la remarque 
suivante. Les valeurs du vecteur À, en des points intérieurs au 
comtour ne sont pas univoques, elles dépendent du shemin emprunté 
pour aller au point donné. Toutefois, nous verrons sur le résultat 
ci-dessous que cette non-univocité se traduit par des termes du 
second ordre. Dès lors, en faisant abstraction des termes du second 
ordre, précision suffisante pour la transformation, on peut considérer 
que les composantes du vecteur À; aux points intérieurs au contour 
infinitésimal sont déterminées univoquement par leurs valeurs sur 
le contour lui-même en vertu des formules 64; = lA,dz!, c'est-à- 
dire des dérivées 


Phpe an (91.2) 
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Appliquant à présent le théorème de Stokes (6,19) à l'intégrale 
(91,1) et observant que l'aire délimitée par le contour considéré 
est une quantité infinitésimale Af!", on obtient: 


1 acri À; a (ri Ai 
a4y 4] 20m LRU | ap = 


or! CES 
1 Fori Ti i 04; ÿ 04, | j 
Pme Shasré, 2% ri 2 Jar 


Substituant dans cette dernière expression les valeurs des déri- 
vées, déduites de (91,2), on trouve en définitive: 


Adi=+ RimAiAf"”, (91,3) 
où Rhim est un tenseur du quatrième ordre : 
Ris — im 2TRI La LATE 91,4) 
him gen À Lnlim— amd. (91, 


Le caractère tensoriel de Räm résulte de ce que dans (91,3) on a 
à gauche un vecteur, la différence AA, des valeurs d’un vecteur 
en un seul et même point. Le tenseur Rim est appelé tenseur de 
courbure ou tenseur de Riemann. 

Il est facile d'obtenir une formule analogue pour un vecteur 
contravariant A“. Remarquons à cet effet que l'on a, étant 
donné que les scalaires ne varient pas dans le transport parallèle, 
A (4*B,) = 0, où B, est un vecteur covariant arbitraire. Compte 
tenu de (91,3), on en déduit: 


A (A B5) = AA Ba + BaAA* = + AŸBiRhimA fl" + BA A* = 


= Ba (AA* + + AiRkinAf") —0, 
ou, le vecteur B4 étant arbitraire, 


AAË = —+ RhmAïAf". (91,5) 


Lorsqu'on prend deux fois la dérivée covariante d’un vecteur 
A;, par rapport à z* et z!, le résultat de la dérivation dépend, en 
général, de l’ordre de dérivation, contrairement à ce qui a lieu pour 
les dérivées ordinaires. Il apparaît que la différence A ;. »: : — Air 
est définie par le tenseur de courbure que nous avons introduit ci-des- 
sus. On a la formule 


Ain Air AmRin, (91,6) 


qu’il est facile de vérifier directement par un calcul en coordonnées 
localement géodésiques. D'une manière analogue, on a pour un 
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vecteur contravariant 1 
Ares = AR ES (91,7} 


Enfin, il est facile d’obtenir des formules analogues pour les déri- 
vées covariantes secondes des tenseurs (le plus simple est de consi- 
dérer, par exemple, un tenseur de la forme A,B, et d'utiliser les 
formules (91,6-7) ; en vertu de leur linéarité, les formules obtenues 
sont également applicables à tout tenseur A;,). Ainsi, 


Ain; 1,m— Ai; mil = AinRitm + Anh Ritm. (91,8) 


Il est évident que le tenseur de courbure est nul dans un 4-espace 
plan. En effet, dans un espace plan on peut prendre des coordonnées 
dans lesquelles on a partout l'y — 0, et donc Riim = 0. En vertu 
de son caractère tensoriel, Rkm sera nul dans n'importe quel autre 
système de coordonnées. Ceci correspond au fait que, dans un espace 
plan, le transport parallèle d’un vecteur d’un point à un autre est 
une opération univoque, et le vecteur reste inchangé lorsqu'il est 
transporté le long d'un contour fermé. 

La réciproque est vraie: si Ritm = 0, le 4-espace est plan. En 
effet, on peut choisir dans tout espace un système de coordonnées 
galiléennes dans un domaine infinitésimal donné. Si Rim = 0. 
le transport parallèle est une opération univoque, et transportant 
ainsi le système galiléen du domaine infinitésimal donné dans tous 
les autres domaines, on peut construire un système galiléen dans 
tout l’espace, ce qui démontre notre proposition. 

Ainsi, suivant que le tenseur de courbure est nul ou non, le 
&-espace est plan ou courbe. 

Notons que, bien qu’on puisse choisir dans un espace courbe 
un système de coordonnées localement géodésiques (au point donné). 
le tenseur de courbure n'est pas nul en ce point (car les dérivées 
de L ne s’annullent pas en même temps que les Th). 


$ 92. Propriétés du tenseur de courbure 


Il résulte de (91,4) que le tenseur de courbure est antisymétrique 
sur les indices L et m: 


Rhtm = — Rhmt. (92,1) 
Par ailleurs, on vérifie aisément l'identité suivante : 
Rhtm + Rat + Rimh = 0. (92,2) 


1 On peut aussi déduire la formule (91,7) directement de (91,6) en élevant 
l'indice à et en utilisant les propriétés de symétrie du tenseur R;ztm (8 92). 
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| i : : 
Le tenseur mixte Ryim s'emploie aussi en composantes cova- 
riantes 1: 


Rinm= £inRhim- (92,3) 
Par des transformations simples, on obtient aisément l'expression : 
1 [dei ?ght Fig d2ghm 
R = ( 2 a En) 
Mme T(ouor ton dom dns 


+ Enp(Tilim —Timlh) (92,4) 


[dans les calculs il est commode de mettre le dernier terme sous 
la forme 8" (Ta, al p,im— Vn, kml p, ü)]- 
Cette forme rend évidentes les propriétés de symétrie : 


Rinim= — Raim= — Rixmi (92,5) 
Raum= Rimir (92,6) 


c'est-à-dire que le tenseur est antisymétrique sur les indices ik 
et lm et symétrique par rapport à la permutation de ces couples. 
T1 en résulte notamment que toutes les composantes de R;i;3m pour 
lesquelles i = X ou ! = m sont nulles. 


Rinims ainsi que R'ums vérifie l'identité (92,2): 
Rinim + Rimat + Riuma = 0. (92,7) 


Qui plus est, en vertu des relations (92,5-6), cette identité est vraie 
lorsque la permutation circulaire porte sur trois indices quelconques. 
Démontrons enfin l'identité de Bianchi: 


Rih: m + Rimk: 1 + Ritm: à = 0. (92,8) 


Il est commode de la vérifier dans un système de coordonnées loca- 
lement géodésiques. En vertu de son caractère tensoriel, la relation 
(92,8) sera aussi légitime dans tout autre système de coordonnées. 
Dérivant l'expression (91,4) et y posant ensuite Th, = 0, on trouve 
au point considéré : 

n OR = 9? Ti _ CH 

PT on OzMOrk  dmMôrl 
On s’assure aisément à l’aide de cette expression de la légitimité 
de (92,8). 

Par contraction du tenseur de courbure on définit un tenseur 

d’ordre deux. Cette contraction se fait d’une seule manière: la con. 


1 À ce sujet, il serait plus juste d'écrire Rihym Ce qui montre explicite- 
ment la place de l'indice élevé. 
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traction de R;1m Sur à et k ou L et m donne zéro en vertu de l’anti- 
symétrie sur ces indices, et la contraction sur deux autres indices 
quelconques donne, au signe près, le même résultat. Nous définirons 
le tenseur de Ricci R;, comme suit !: 


Run = 8" Riimr = Ritn. (92,9) 
En vertu de (91,4): 
l 
Ra = — _ HTÉTe Tan. (92,10) 
Ce tenseur est évidemment symétrique : 
Run Ru: (92,11) 
Enfin, on obtient, en contractant Ryx, l'invariant 
R=g Ring" Rintm (92,12) 


appelé courbure scalaire de l’espace. 

Les composantes de R;, vérifient une identité différentielle, 
laquelle s'obtient en contractant l'identité de Bianchi (92,8) sur 
les couples d’indices ik et In: 

i 1 0R 
Rin:i — 2 om . (92,13) 


En vertu des relations (92,5-7) toutes les composantes du tenseur 
«Je courbure ne sont pas indépendantes. Déterminons le nombre des 
composantes indépendantes. 

La définition du tenseur de courbure qui résulte des formules 
écrites ci-dessus vaut quelle que soit la dimension de l’espace. Con- 
sidérons d'abord un espace à deux dimensions, c’est-à-dire une 
surface ordinaire; notons dans ce cas (à l'encontre des quantités 
quadridimensionnelles) le tenseur de courbure Pora et le tenseur 
métrique y, les indices a, b, ... parcourant les valeurs 1, 2. 
Comme dans ab et cd les deux indices doivent être différents, il est 
‘évident que toutes les composantes non nulles du tenseur de courbure 
cojacident entre elles ou diffèrent du signe. De sorte qu'on a en ce 
cas une seule composante indépendante, soit P,,,,.. On trouve sans 
peine que la courbure scalaire vaut alors: 


2P LL 
PER, y=|ve|= Vave— (ve). (92,14) 
P/23 coïncide alors avec la courbure de Gauss K de la surface: 
Ps. À 
Don (92,15) 


1 Une autre définition du tenseur de Ricci est aussi en usage: on contracte 
Ririm Sur le premier et le dernier indice. Cette définition diffère de la nôtre 
par le signe. 
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O1, P2 étant les rayons de courbure principaux de la surface au point 
donné (rappelons qu’on convient que p, et p. sont du même signe 
si les centres de courbure correspondants sont situés du même côté 
de la surface, et qu'ils sont de signes contraires si les centres de 
courbures sont situés de part et d’autre de la surface; dans le pre- 
mier cas À > 0 et dans le second X << 0). 

Passons au tenseur de courbure dans l'espace à trois dimensions ; 
notons-le P,s,s et le tenseur métrique yes, les indices &, B, ... 
parcourant les valeurs 1, 2, 3. Les couples d'indices &f et yô par- 
courent en tout trois jeux de valeurs essentiellement distincts : 
23, 31, 12 (la permutation de deux indices dans un couple ne change 
que le signe de la composante du tenseur). Le tenseur Popys étant 
symétrique par rapport à la transposition de ces couples, on a en 
tout 3-2/2 — 3 composantes indépendantes avec des couples d’in- 
dices différents et 3 composantes avec les mêmes couples. L'identité 
(92,7) n’ajoute rien à ces restrictions. De sorte que dans l'espace 
à trois dimensions le tenseur de courbure a six composantes indé- 
pendantes. Le tenseur symétrique P,8 en a autant. Ceci étant, à 
partir des relations linéaires P,p — gv°P 68 toutes les composantes 
de Peg,s peuvent être exprimées à l’aide de P,$8 et du tenseur 
métrique Yas (cf. prob. 1). Si l’on prend un système de coordonnées 
cartésiennes au point donné, on peut, par une rotation convenable, 
réduire P,8 à ses axes principaux ?. De sorte que la courbure d'un 
espace à trois dimensions est déterminée en chaque point par trois 
quantités 5. 


1 La formule (92,15) s'obtient sans peine en écrivant l’équation de la surface 
au voisinage du point donné (z= y = 0) sous la forme z— RS . Ona 
2p1 2 


alors pour le carré de l'élément de longueur sur cette surface: 


e zè 2 y? zy 
a= (144) det+ (1 2) du+2 HE de ay. 
TP je FE Fa Pape 
Le calcul de P;12 au point zx = y — 0 d'après la formule (92,4) (où seuls 
Fa Re les termes contenant les dérivées secondes de 7,g) conduit 
à (92,15). 

2 Pour calculer effectivement les valeurs principales de Peg, point n'est 
besoin de passer en coordonnées cartésiennes au point donné. Ces valeurs peu- 
vent être déterminées en tant que racines À de l'équation | Pog—ÀYag | =0. 

3 La connaissance de Pegys permet de déterminer la courbure de Gauss 
K de n'importe quelle surface dans l'espace. Bornons-nous à indiquer que 
si zt, z2, z$ sont des coordonnées orthogonales, 


Piste 

V11Ye2 — (V12)® 
est la courbure de Gauss pour le «plans perpendiculaire (en son point donné) 
à l'axe z3; on entend par eplans une surface formée de géodésiques. 
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Passons enfin à l’espace à quatre dimensions. Les couples d’iu- 
dices ik et Im parcourent alors 6 jeux différents de valeurs : 01, 
02, 03, 23, 31, 12. Aussi a-t-on 6 composantes R;:1m avec les mêmes 
couples d'indices et 6-5/2 — 15 composantes avec des couples 
d'indices différents. Mais ces dernières ne sont pas encore indé- 
pendantes : trois composantes qui ont tous leurs quatre indices 
différents sont liées, en vertu de (92,7), par une identité 


Rorzs + Rosie + Rozsi = 0. (92,16) 


De sorte que dans le 4-espace le tenseur de courbure a en tout 20 
composantes indépendantes. 

Prenant un système de coordonnées galiléennes au point donné 
et considérant les transformations qui tournent ce système (de 
sorte que les valeurs de g;, au point donné ne changent pas), on 
peut annuler six composantes du tenseur de courbure (six est le 
nombre de rotations indépendantes du 4-système de coordonnées). 
Ainsi donc, dans le cas général la courbure du 4-espace est déter. 
minée en chaque point par 14 quantités. 

Si R;, = 01, dans un système arbitraire de coordonnées le ten- 
seur de courbure a en tout 10 composantes indépendantes. Par une 
transformation des coordonnées appropriée, on peut alors réduire 
Rinim (au point donné du 4-espace) à la forme « canonique », en 
laquelle ses composantes s'expriment dans le cas général à l’aide 
de 4 quantités indépendantes; dans des cas particuliers ce nombre 
peut même être inférieur (la classification des types canoniques 
possibles de R;,im a été réalisée par À. Pétrov (1950); cf. prob. 3). 

Si R;, 5 0, cette même classification se rapporte au tenseur de 
courbure après qu’on en a distingué une certaine partie, laquelle 
s'exprime à l'aide des composantes de R;,,. À savoir, construisons 
le tenseur ? 


1 1 
Cintm = Rinim—# Rugim ++ Rimgni + 
_ 1 1 1 L 
. +75 Rugim—# Ramgi +R (guErm— EimEn)- (92,17) 


1 Nous verrons par la suite ($ 95) que le tenseur de courbure d’un chami}: 
de gravitation dans le vide jouit de cette propriété. 
2 Cette expression peut s’écrire sous une forme plus compacte: 


1 
Cinim= Ririm— RiQighim + Rm Light + = R6t Li£klms 
les crochets signifiant l'antisymétrisation sur les indices qu'ils renferment : 


1 
Aix] TT (Air — Ari). 
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Il est facile de voir que ce tenseur jouit de toutes les propriétés de 
symétrie de R;xim et qu'il s’annule par contraction sur un couple 
d'indices (il ou km). 


Problèmes 


1. Exprimer le tenseur de courbure P,8.,4 de l'espace à trois dimensions 
au moyen du tenseur du second ordre P,g. 
Solution. Cherchons P,$,8 sous la forme: 


Paro = AayYB6 — Aa8YBy + ABS Ya y — AByVaor 


satisfaisant à des conditions de symétrie ; ici 4,4 est un certain tenseur symétri- 
que dont le lien avec P,$ est obtenu par contraction de l'expression écrite sur 
les indices & et y. On trouve en procédant ainsi: 


1 
Pas = AYas + Aa, ap = Pop — 7 Pvas, 
et, en définitive, 


P 
Papr6 = PayV86 — Pasvsy + PB6Vay —PyYas + 5 (Vas Y8y — YayYhs)- 


2. Calculer les composantes des tenseurs R;41m et Rx lorsque la métrique 
est telle que g;, = 0 pour ik (B. K. Harrison, 1960) 

Solution. Nous écrirons les composantes non nulles du tenseur métri- 
que sous la forme: 

2F; 
gu=ee !, eo, ea = —1. 

En calculant, conformément à la formule (92,4), les composantes non nulles 
du tenseur de courbure, on obtient : 


2F : 
Run=ee t(FirFritFinFii-FiiFir— Fin) ik Æl; 
2F 2 2F 
Riu=ee (FF Fi Fri nee (FriFii— Fi Fit) — 


2F 2(F,-F 
—ee ! . eises Ë Um 
mii,l 


IR JE il 


(il n'y a pas sommation par rapport aux indices se répétant deux fois!). Les 
indices précédés d'une virgule désignent la dérivation ordinaire par rapport 
à la coordonnée correspondante. 

Contractant le tenseur de courbure sur deux indices, on obtient: 


Rn= D (FonfritFinFri—FiiFon— Finn) ik; 


ri R 


: 2(F,;-F ° 
Ru= D ri iteee CE D (Pair Fi 
PL: 
—Fir NS Fmi)]: 
m£t, 1 
3. Considérer les types possibles de forme canonique du tenseur de courbure 
lorsque R;4 = 0. 
Solution. Nous supposerons la métrique ramenée à la forme galiléenne 
au point donné du 4-espace. Nous représenterons l'ensemble de 20 composantes 
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indépendantes de R;rim par l’ensemble de trois tenseurs à trois dimensions 
définis comme suit: 


1 1 
AB = Rocogr Cas = TZ aroepanRyoan Bas = CayoRoyo (1) 


(ea est le tenseur antisymétrique unité ; la métrique à trois dimensions étant 
cartésienne, dans la sommation on n'aura pas à faire une distinction entre 
indices supérieurs et inférieurs). Les tenseurs 4,8 et C,g sont, par définition. 
symétriques ; B,8 est antisymétrique, et sa trace est nulle en vertu de (92,16). 
D'après les définitions (1), on a par exemple: ë 


Bis Roses Byo=Roiss Bis Roue Ci Roses, 


Il est facile de voir que les conditions Rim=£gtlRinim—0 équivalent 
aux relations suivantes entre les composantes des tenseurs (1) : 


Aca=0, Bag=Bpas Aap = —Cag- €, 
Introduisons ensuite le tenseur symétrique complexe 
1 : 
Dep = TZ (4ap + 2iBap — Cap) = Aag + iBop- (3) 


Une telle réunion de deux tenseurs réels tridimensionnels 4,8 et B,g en un seul 
tenseur complexe correspond justement à la réunion ($ 25) de deux vecteurs 
E et H en un vecteur complexe F, et le lien résultant entre D,$ et le 4-tenseur 
Rikim Correspond au lien entre F et le 4-tenseur F,,. Il en résulte que les trans- 
formations quadridimensionnelles du tenseur R;;,/1 sont équivalentes à des 
rotations complexes tridimensionnelles portant sur le tenseur Des. 
Vis-à-vis de ces rotations, on peut déterminer les valeurs propres À = À’ - 

+ in" et les vecteurs propres »r, (en général, complexes) comme solutions du 
système d’équations 

Degng = Ana- (4 


Les À sont des invariants du tenseur de courbure. Etant donné que la trace 
est nulle: Dec —0, il en résulte que la somme des trois racines de l’équa- 


tion (4) est aussi nulle : 
AG + AC LACS = 0. 


Selon le nombre des vecteurs propres indépendants nr, nous sommes con- 
duits à la classification suivante des cas possibles de réduction du tenseur 
de courbure aux types canoniques de Pétrov I-I1I. 

1) On a trois vecteurs propres indépendants. Alors leurs carrés n,n® ne 
sont pas nuls et, par une rotation convenable, on ramène le tenseur Ds. et 
avec lui 408, Bag, à la forme diagonale : 


10)" 0 0 
Aa = 0 202) 0 , 
0 où 20092302) 
167 0 0 
Basg=1lo 10)° 0 : @ 
0 0 —204)7 —20®)" 


Le tenseur de courbure a dans ce cas quatre invariants indépendants !. 
1 Le cas dégénéré AU) = A4’, 1” = 1° s'appelle type D. 
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Les invariants complexes À‘, A s'expriment algébriquement ‘au -moyen 
des scalaires complexes 


1 d. : * 
Hn=% CRinimRi tm — iRihimARi M), 


1 ; : 
L=x% CRitm RIPPTR À EE RihimRUTPTR LÀ), 
l’astérisque sur la lettre R désignant le tenseur dual : 


Rintm => Ein pr RP, 
ikim 7% ikpr im: 


Calculant J4, 7/2 au moyen de (I), on obtient: 
H=+ (ADSL AC2I2 LE LA), = ADAM (AUD HA), (5: 


Ces formules permettent de calculer À‘, À ® à partir des valeurs de R;;/M dans 
n'importe quel référenticl. 

I1) On a deux vecteurs propres indépendants. Le carré de l’un d'eux est 
alors nul, donc il ne peut servir de direction à un axe de coordonnées. Toute- 
fois, il est loisible de le prendre dans le plan z!, z°; alors n2 = ini, n3 = 
Les équations correspondantes (4) donnent: 


Dis iDye=X, Des —iDys =, 
d'où 
Dya=d—ip, Do=ktin, Di. 


La quantité complexe À = À’ + iÀ” est un scalaire et on ne peut la changer. 
Quant à u, on peut lui conférer une valeur arbitraire (non nulle) au moyen 
de diverses rotations conpiesee on peut, par conséquent, sans restreindre 
la généralité, supposer qu'il est réel. On obtient en définitive le type canonique 
suivant pour les tenseurs réels 4,8, Bag: 


k' um 0 A"—u 0 0 
ao ( A” 0 ): | 0 À’+u 0 } (D 
0 O0 —2 0 0 —2" 


On a dans ce cas seulement deux invariants À’ et À”. Alors, en vertu de (5): 
11 = À, 12 = À, de sorte que /5 = J£. 
111) On a seulement un vecteur propre de carré nul. Toutes les valeurs 
propres À sont alors identiques, donc nulles. Les solutions des équations (4; 
uvent être mises sous la forme Dis — Dzo = Dis = 0, Dis = pu, Das = in. 


e sorte que 
O0 000 
Aag=|000}, Pa=(00s). (CE 


00 Ou O0 


Dans ce cas, le tenseur de courbure n’a pas du tout d’invariants, et nous soin- 
mes en présence d'une situation originale: le 4-espace est courbe, mais il n'y 


a pas d'invariants pouvant donner une mesure de sa courbure 1. 


1 Une telle situation se présente aussi dans le cas dégénéré (II) pour 4’ — 
= À° = 0 (on l'appelle type W). 1 
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$ 93. L'action pour un champ de gravitation 


"+ Pour trouver les équations déterminant un champ de gravitation, 
il faut déterminer préalablement l’action S, pour ce champ. On 
obtient alors les équations cherchées en faisant varier la somme des 
actions du champ et des particules matérielles. 

* L'action S,, tout comme l'action d'un champ électromagné- 
tique, doit être exprimée sous forme d'une intégrale scalaire 


fa }”—g dQ étendue à tout l’espace et entre deux valeurs de la 


composante temporelle x°. Nous partirons alors du fait que les 
équations du champ de gravitation ne doivent contenir de dérivées 
des « potentiels » du champ d'ordre supérieur à deux (comme cela 
a lieu pour les équations du champ électromagnétique). Puisque 
les équations du champ s’obtiennent en faisant varier l’action, il 
faut, à cet effet, que l’expression sous le signe somme G ne contienne 
pas de dérivées de g;, d'ordre supérieur à un; ainsi G ne doit con- 
tenir que le tenseur g;, et les quantités lu. 


Toutefois, on ne peut avec les seules quantités g;, et Th former 
un scalaire. On le voit déjà du fait que les l';; peuvent être 
annulées en un point par un choix convenable des coordonnées. 
Il existe cependant un scalaire À — la courbure du 4-espace — qui, 
il est vrai, contient avec le tenseur g;, et ses dérivées premières 
des dérivées secondes de g;,, mais il ne les contient que linéaire- 
ment. En vertu de cette linéarité, on peut transformer l'intégrale 


invariante [AR VŸ —g dQ par application du théorème de Gauss 


en une intégrale d'une expression ne contenant plus de dérivées 
secondes. À savoir, on peut la mettre sous la forme: 


java -[cy—$ao+ [2e do, 


où G ne contient que le tenseur g;,, et ses dérivées premières, et où 
l'expression sous le second signe somme se présente sous la forme 
de.la divergence d’une certaine quantité w' (le calcul est fait en 
détail à la fin du présent paragraphe). En vertu du théorème de 
Gauss, on peut transformer cette seconde intégrale en une intégrale 
sur l’hypersurface délimitant le 4-volume dans lequel les deux autres 
intégrales sont calculées. Quand on fait varier l’action, la variation 
de la seconde intégrale de droite disparaît, car, d’après le sens même 
du principe defmoindre action, la variation du champ est nulle 
sur la frontière d'intégration. Nous pouvons donc écrire: 


5 [RV-s20-5 {0 V = dQ. 


Nous avons à gauche un scalaire ; la quantité à droite est donc aussi 
un scalaire (la quantité G n’est pas, bien entendu, un scalaire). 
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La quantité G satisfait à la condition posée ci-dessus, car elle 
ne contient que les g;, et leurs dérivées. On peut donc écrire: 


6Sy= —mr6 [CV san 6 ÜRV Ed, (93,1) 


où Æ est une nouvelle constante universelle. De même qu'au $ 27 
pour l'action du champ électromagnétique, on peut voir que la 
constante k doit être positive (voir fin du présent paragraphe). 

La constante À est dite constante de gravitation. La dimension 
de k est définie directement par (93,1). L'action a pour dimension 
g-cm°-s"1; on peut admettre que toutes les coordonnées ont pour 
dimension cm et que les g;, sont sans dimension, d'où À a pour 
dimension cm*. On trouve, en définitive, que 4 a pour dimension 
cm°.#"l.s?, Sa valeur numérique est 


k=6,67-10"5 cm-g"1.s"2, (93,2) 


Notons que nous aurions pu poser # égal à l’unité (ou à tout autre 
nombre sans dimension). Par là même cependant nous aurions 
défini l'unité de masse !. 

Calculons, enfin, la quantité G dans (93,1). Nous obtenons de 
l'expression (92,10) de R;:: 


or! 
V—ER=V ee Rn= Ve {À — 


PS + EP T A Tr — BTE dm} 


On a pour les deux premiers termes d droite 


… or! : 
far (y bee — gg"), 
or! 


V —gg" = + ( — gg Th) — Tu a (P — gg). 
On trouve en Pre Fe dérivées Sp 


Ve =r (VE 8%) Th (VE 8") — 


Lip tal im) XV —&. 


1 Si l'on pose k = c?, alors la masse est mesurée en cm, et l'on a 1 cm — 
= 1,35-1028 g. On utilise parfois au lieu de k la grandeur 


8xk = 
x=—5 = 1,86-10"27 cm-g”1, 
que l'on appelle constante de gravitation einsteinienne. 
23—249 
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On trouve, compte tenu des formules (86,5-8), que les deux premiers 
termes de droite sont égaux au produit de W —g par 


LEE — Dal — D'ÉT Tng = 
= (Da LE — Dal) = 28% (DAT Rm — Dial Um). 
On trouve en définitive: 
G= g% (CET km — il im). (93,3) 


Les quantités déterminant le champ de gravitation sont les com- 

posantes du tenseur métrique. Par conséquent, dans le principe de 
moindre action d’un champ gravitationnel on fera varier précisé- 
ment les g;,. Cependant, il faut faire ici la réserve essentielle sui- 
vante. Nous ne pouvons plus à présent affirmer que dans un champ 
réel l'intégrale de l’action ait un minimum (et non tout simplement 
un extremum) relativement à toutes les variations possibles de 
gir. Ceci est dû à ce qu’un changement arbitraire des g;, ne corres- 
pond pas à un changement de la métrique de l’espace-temps, c’est-à- 
dire à un changement réel du champ de gravitation. Les composan- 
tes g;x changent déjà dans une simple transformation des coordon- 
nées relative au changement du référentiel dans un seul et même 
espace-temps. Toute transformation des coordonnées de ce genre 
représente, en général, un ensemble de quatre (le nombre de coor- 
données) transformations indépendantes. Afin d’exclure de tels 
changements des g:,, non liés à la modification de la métrique, on 
peut leur imposer quatre conditions nouvelles et exiger que ces 
conditions soient respectées pendant la variation. Par conséquent, 
dans son application au champ gravitationnel le principe de moindre 
action stipule seulement qu'on peut assujettir les g;, à des condi- 
tjons restrictives telles que l’action ait un minimum lorsqu'on fait 
varier les gig !. 
° Prenant ces remarques en considération, montrons à présent que 
la constante de gravitation doit être positive. Prenons en qualité 
‘dés quatre conditions restrictives indiquées l’annulation des trois 
composantes goe et la constance du déterminant | g,8 | constitué 
des composantes ges: 


£oa=0, |£as|= const; 


1 Soulignons, cependant, que tout ce qui a été dit n'affecte pas l’établis- 
sement des équations du champ à partir du principe de moindre action ($ 95). 
On obtient déjà ces équations quand on exige que l’action ait un extremum 
(c'est-à-dire l'annulation de sa variation première), sans spécifier qu’il y ait 
un minimum. Il en résulte que pour établir ces équations. on fait varier toutes 
les composantes g;, indépendamment. 
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en vertu de la dernière de ces conditions, on aura: 


das _ à 
EP = 5 | £as| = 0. 


Seuls nous intéressent ici les termes dans l'expression de l'intégrale 
de l’action contenant les dérivées des g,;, par rapport à z° (voir 
p. 95). Un calcul simple fait avec (93,3) montre que les termes de 
cette espèce contenus dans G sont 


1 00 ,0pyv0 Er 9888 
TE ENEPE" nan 
Il est facile de voir que cette quantité est définie négative. En effet, 
passant à un système de coordonnées spatiales, cartésiennes au 


point donné et à l'instant considéré (de sorte que ges = g°B — cg), 
on obtient: 


1 Bas \2 
| _ ) | 
et comme g% = 1/g50 > 0, le signe de cette quantité est évident. 

En faisant varier suffisamment vite les composantes ges dans 
le temps z° (entre deux limites d'intégration sur dr°), on peut, par 
conséquent, rendre la quantité —G aussi grande que l'on veut. 
Si la constante k était négative, alors l'action diminuerait indéfi- 
niment (prenant des valeurs négatives arbitrairement grandes), donc 
ne pourrait avoir un minimum. 


"$ 94. Tenscur d'énergie-impulsion 


Nous avons obtenu au $ 32 une règle générale pour le calcul du 
tenseur d’énergie-impulsion de tout système physique dont l’action 
est représentée par l'intégrale (32,1) dans le 4-espace. En coordon- 
nées curvilignes cette intégrale doit être écrite sous la forme: 


=+[Ay—s4 (94,1) 


(en coordonnées galiléennes g — — 1 et S$S devient | A dVdt). 


L'intégration est faite dans tout l'espace (tridimensionnel) et entre 
deux instants donnés, c'est-à-dire dans le domaine infini du 4-espace 
entre deux hypersurfaces. 

Comme nous l’avons indiqué au $ 32, le tenseur d'énergie-impul- 
sion défini par la formule (32,5) n’est pas symétrique en général, 
comme il devrait l'être. Pour le rendre symétrique, on ajoutait 
à l'expression (32,5) un terme convenablement choisi de la forme 


23% 
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Q s sc : 
Va OÙ Yine = —Win. Nous allons indiquer maintenant un 


autre procédé de calcul du tenseur d'énergie-impulsion, présentant 
l'avantage de fournir d'emblée une expression exacte. 
Passons dans (94,1) des coordonnées zx aux coordonnées z'? — 


= zi + Ef, où les E! sont petits. Dans cette substitution les compo- 
santes g‘* se transforment selon les formules 


| ôz'i Or’ i , OE k ogl 
g'ik (z°!) = gl" (xl) _ =" (ü++) (on+- 7) Æ 


D otktol im _9E* u dEi 
& 8 (z')+g EX +g ôz! ? 


ŒU ! 


Le tenseur g’"* est ici fonction des x’', et le tenseur g* fonction 
des anciennes coordonnées z!. Pour que tous les termes s'expriment 
en fonction des mêmes variables, développons les g'* (x! + E!) 
d’après les puissances de E!. En outre, négligeant les termes d'ordre 
supérieur en E!, on peut, dans les termes contenant E!, écrire gi 
au lieu de g'*. On trouve ainsi: 


Rp gpl) et OR | Liu OE* u dE 


Il est facile de s'assurer par vérification directe que les trois 
derniers termes du second membre peuvent être représentés comme 
la somme Ef* + Eki des dérivées contravariantes de E'. De cette 
façon, on trouve en définitive la transformée de g;, sous la forme: 


gui gi + Ogre, Ôgié Eh Eh, (94,2) 

On a alors pour les composantes covariantes : 
! Lin = Lin gi Ôgin— — Ein — ni (94,3) 
(de sorte que la condition gig'*! = 67 soit respectée au premier 


ordre) !. 

--"Etant donné que l’action S est un scalaire, elle est invariante 
dans une transformation de coordonnées. Par ailleurs, la variation 
ôS de l'action dans une transformation de coordonnées peut être 
écrite sous la forme suivante. Supposons que, comme au $ 32, les 
g désignent les quantités déterminant le même système physique 
dont l'action est S. Dans une transformation de coordonnées les 


1 Notons que les équations 
Et R + g* si =0 


définissent celles des transformations infinitésimales des coordonnées qui 
ne changent pas la métrique (on les appelle équations de Killing). 
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quantités g varient de ôq. Pour calculer ôS, on peut, toutefois, ne 
pas écrire les termes liés aux variations des g. Tous ces termes se 
réduisent, en effet, mutuellement en vertu des « équations du mou- 
vement » du système physique, puisqu'on obtient ces équations 
précisément en annulant la variation de S par rapport aux g. Dès 
lors, il suffira d'écrire seulement les termes liés au changement des 
£&in. Utilisant, comme à l'ordinaire, le théorème de Gauss et posant 
sur la frontière d'intégration ôg* — 0, on trouve 6S sous la forme :: 


LAÇ(V—EA, in, 0 V—EAS dit) 0 
ës =+ {a ôg*+ CS (RE GE 
ôz! 
=1 (f2V=eA 0 2 V—eA) 5m qo. 
c ôgi oz! 2 dgi* 
ôx! 


Posons maintenant : 
1 9 V—gA d aV—-gA 
LV —ETus VE 2 PV; (94,4) 
ôg? ôz à (74 
oz! 


alors ôS s'écrit ° : 
657 | Tuëg V—ga0 = + (Ton V gd (04,5) 


(remarquons que g"ôgm— —gnôg" et donc Tôgin = — Tinôg'”). 
Substituant ici à ôg"* son expression (94,2), on obtient, compte 
tenu de la symétrie du tenseur Ti: 


SZ [Ta Gr +E) VERS [Tu y gd. 


1 11 importe de souligner que la notation introduite ici pour les dérivées 
par rapport aux composantes du tenseur DRarique ik 8, dans un certain 
sens, un caractère symbolique. Plus précisément, les Sétivées 2Flôgin (F est 
une fonction des g;,) n’ont un sens que dans la mesure où elles expriment le 


fait que dF = Dex Eire Mais dans la somme 2 deux les termes contenant 


les différentielles dg;, de chaque composante dont i -£ k entrent deux fois. 
Par conséquent, en dérivant une expression concrète F par rapport à une compo- 
sante déterminée g;, avec i  k, on obtiendrait deux fois ce que nous désignons 
pe 9F/ôg;r. 11 faudra prendre cette remarque en considération quand on attri- 

uera des valeurs déterminées aux indices i, 4 dans les formules contenant 
des dérivées par rapport aux g;2. 

2 Remarquons que, dans le cas considéré, les dix quantités ôg;, ne sont 
pas indépendantes, car elles résultent d’une transformation de coordonnées 
qui sont en tout au nombre de quatre. Par conséquent l'égalité 8S — 0 n’entrai- 
. ne nullement T;, = 0. 
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Transformons ensuite cette expression comme suit: 
65=< [rit V—sa (TE Va. (46) 


Compte tenu de (86,9), la première intégrale peut être mise sous la 


forme : 
(V —g Titi) de 


et transformée en intégrale d’hypersurface. Etant donné que les £i 
s'annulent sur les frontières, cette intégrale s'évanouit. 
Ainsi, on trouve en annulant ÔS : 


6s= —{ [rit r —g 49 =0. 
Les Eï étant arbitraires, on déduit que 
Tin=0. (94,7) 


Comparant cette équation avec l'équation (32,4) ÔT;,/02* = O qui 
a lieu en coordonnées galiléennes, on voit que le tenseur 7,, défini 
par la formule (94,4) doit être identifié au tenseur d'énergie-impul- 
sion, au moins à un facteur constant près. Il est facile de vérifier 
que ce facteur est égal à l'unité en faisant, par exemple, le calcul 
d’après la formule (94, 4) pour le cas du champ électromagnétique, 
alors que 


Te TZ 


= 1 r,rr 5 FnFimg te". 

Ainsi, la formule (94,4) permet de calculer le tenseur d'énergie- 
impulsion en dérivant À par rapport aux composantes du tenseur 
métrique (et à ses dérivées). On obtient alors le tenseur T;, direc- 
tement sous forme symétrique. La formule (94,4) est commode 
pour le calcul du tenseur d’ énergie-impulsion non seulement en 
présence d’un champ de gravitation, mais aussi bien en son absence, 
alors que le tenseur métrique n'a pas un sens intrinsèque et que le 
péssage en coordonnées curvilignes est effectué formellement, comme 
une étape intermédiaire dans le calcul de T;4. 

L'expression (33,1) du tenseur d'’énergie-impulsion du champ 
électromagnétique doit être écrite en coordonnées curvilignes sous 
la forme: 


Tin ge (—FuFr + FimriTeu) . (94,8) 


Dans le cas des corps macroscopiques le tenseur d'énergie- 
impulsion s'écrit [comparer 35,2]: 


Tin =(p+e) uiux — pgin. (94,9) 
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Notons que la composante Ty est toujours positive! : 
Too > 0 (94,10) 
(la composante mixte 7% n’a pas en général un signe déterminé). 


Problème 


Examiner les types possibles de réduction à la forme canonique d'un ten- 
seur symétrique d'ordre deux. 

Solution. Réduire le tenseur symétrique À;, à ses axes principaux, 
c'est trouver des « vecteurs propres » n° tels que 


Ann = in. (1) 


Les valeurs principales correspondantes À sont les racines de l'équation du 
quatrième degré 


| Ain —gin |=0 (2) 


et sont des invariants du tenseur. Les quantités À aussi bien que les vecteurs 
propres correspondants peuvent être complexes. (En ce qui concerne les com- 
posantes du tenseur À;,, on les suppose évidemment réelles.) 

A partir des équations (1), il cest facile de montrer, comme on le fait ordi- 
nairement, que deux vecteurs r{!? et nf? correspondant à deux valeurs propres 
distinctes À et À® sont orthogonaux: 


nfOn@ 0, (3) 


Notamment, si l'équation (2) a des racines complexes conjuguées À et À+, 
auxquelles correspondent des vecteurs n; et nf}, complexes conjugués, on aura 
alors : 


rinis —0. (4) 


Le tenseur 4;, s'exprime en fonction de ses valeurs principales et vecteurs 
propres correspondants par la formule 

ik > nié (5) 
(pourvu que l'un des nn! ne soit pas nul, voir ci-dessous). 

Suivant le caractère des racines de l'équation (2), on rencontre les trois 
cas suivants: 

1) Toutes les quatre valeurs principales À sont réelles. Alors les vecteurs 
ni sont aussi réels, et comme ils sont orthogonaux, trois d'entre eux doivent 
être spatiaux et un temporel (on peut les normer respectivement par les con- 
ditions nynl — — 1 et nynl = 1). Dirigeant les axes de coordonnées selon ces 


1 En effet, on a Too — eu3 + p (uè — goo). Le premier terme cst visible- 
ment positif. Ecrivons dans le second terme: 


dx0 dz® 
ug = 8004° + oau — 10 © + 80 © ; 


on obtient après une transformation simple gcop (dl/ds)*, où dl est l'élément 
de distance spatiale (84,6) ; ceci montre que le second terme dans Too est aussi 
positif. On s assure aisément que la même chose a lieu pour le tenseur (94,8). 
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vecteurs, on réduit le tenseur à la forme: 


AO 0 0 0 
O —À1 0 0 
Aih = 0 O0 1% 0 (6) 
0 0 O0 —àÀ( 


IT) L’équation (2) a deux racines réelles (A(*, À) et deux racines com- 
plexes conjuguées (A+ iÀ1°). Nous représenterons les vecteurs complexes conju- 
gués n, et n} correspondant à ces deux dernières racines par a; + ib;,; puisqu'ils 
ne sont déterminés qu’à un facteur complexe arbitraire près, on peut les normer 
par la condition njni = n?ni* — {. Tenant compte également de (4), on trouve 


pour les vecteurs réels a;, b, les conditions: 
aiai+b;bl=0, a;bl—0, ajai—b;bi=—1, 


d'où açat = 1/2, bibi — —1/2, c'est-à-dire que l’un d’eux doit être temporel 
et l’autre spatial 1. Dirigeant les axes de coordonnées selon les vecteurs ai, 
b', nôi, ni, on réduit [conformément à (5)] le tenseur 4,, à la forme: 
A" À" 0 0 
{A —4" 0 0 
Air To Q —A19 0 . (7) 
0 0 0 —àÀ® 


111) Lorsque le carré d’un des vecteurs nf est nul (nyn! — 0), ce vecteur 
ne peut servir de support à un axe de coordonnées. Cependant, on peut choisir 
l'un des plans z°r° de sorte que le vecteur nf y soit contenu. Soit 2°z1 ce plan. 
Il résulte alors de nn! = 0 que n° = n!, et on déduit des équations (1): 


Ao0+ Ao1=À, A10+ A1 = — À, 
d’où 
Ao=À+U Auy=—2+h Ao=—Hh, 


où la quantité y n'est pas invariante: elle varie dans les rotations du plan z°:!; 
on peut toujours la rendre réelle par une rotation convenable. Dirigeant les 
axes z°, z° selon deux autres vecteurs (spatiaux) n(%i, n‘%i, on ramène le ten- 
seur à la forme: 


t AU œu “0 
: SRE" 0 0 

aa 5 6" je 0 |: e 
5 0 0 O0 —A® 


Ce cas correspond à l'égalité de deux racines (A(®, At!) de l'équation (2). 

Remarquons que seul le premier cas peut se présenter pour le tenseur physi- 
que CE es Tin d'une matière se mouvant à une vitesse inférieure 
à celle de Ïa lumière. Ceci est dû à ce qu’il doit toujours exister un référentiel 
tel que le flux d'énergie de la matière, c'est-à-dire la composante Th, y soit nul. 
Pour ce qui est du tenseur d'énergie-impulsion des ondes électromagnétiques, 
on a le troisième cas avec À = À — À = 0 (comp. p. 113). On pu montrer 
qu’il existerait dans le cas contraire un référentiel dans lequel le flux d'énergie 
serait supérieur au produit par c de sa densité. 


1 Etant donné que seul un des vecteurs peut être temporel, il en résulte 
que l'équation (2) ne peut avoir deux couples de racines complexes conjuguées. 
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$ 95. Equations du champ de gravitation 


Nous pouvons maintenant passer à l'établissement des équations 
du champ de gravitation. Ces équations se déduisent du principe de 
moindre action 6 (Sy + Sz) = 0, où S4 et S, représentent respec- 
tivement l’action du champ de gravitation et de la matière. On fera 
varier à présent le champ gravitationnel, c’est-à-dire les g;4. 

Calculons la variation ôS,. On a: 


6 [RV—Ea0—6 | stRaV —5 0 
= f (Ra V8 68% + Ring "6 V —g+ 8" V —g Ra) dQ. 
Substituant ici, compte tenu de (86,4), 
SV —g= 7 à —+ V — 8 euôg”, 


on trouve: 
ë ( RV—=gd- 
= 1 (Ru—+ gun) 68 V —8 49 + [ gV6RnV —gdR. (95,1) 


Pour calculer ôR;,, notons que, bien que les quantités Ty ne 
constituent pas un tenseur, leurs variations ôTi, constituent un 
tenseur. Enjeffet, T#Asdr! est la quantité dont varie un vecteur 
dans le transport parallèle [cf. (85,5)] d’un point P à un point infi- 
niment voisin P’. Il en résulte que ôTÉ,Andz! est la différence de 
deux vecteurs provenant respectivement de deux transports paral- 
lèles (avec des li, non variées et variées) à partir du point P en un 
seul et même point P’. Or, la différence de deux vecteurs en un seul 
et même point est un vecteur, donc ôl» est un tenseur. 

Utilisons un système de coordonnées localement géodésiques. 
Alors, au point donné lx, — 0. En s'aidant de l'expression (92,10 
de R;r, on obtient (nous rappelant que les dérivées premières de g' 
sont nulles à présent): 


EVER = g% {TT T6 u } = 


ik 9 { il 0 k __ dw! 
relire 2 dont 


w'= g6T ir — giloT hs. 
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Etant donné que w! est un vecteur, on peut écrire le rapport obtenu 
dans un système arbitraire de coordonnées sous la forme : 


RU = V —gut) 


[remplaçant ôwt/ôx! par w!, et utilisant (86,9)]. Par conséquent, 
la deuxième intégrale du second membre de (95,1) s'écrit: 


['eôru V—rao= [VE do 


et, d’après le théorème de Gauss, peut être transformée en une inté- 
grale de w! sur l'hypersurface délimitant tout le 4-volume. Mais 
ce terme disparaît, puisqu’à la frontière d'intégration la variation 
du champ est nulle. De sorte que la variation ôS, s'écrit !: 


3 
8,= —%r | (Rn—+exR) SV —gdQ. (95,2) 
Remarquons que si nous étions partis de l’expression 
c3 —— 
Se= x [GV za 


de l’action du champ, nous aurions obtenu, comme il est facile de 
s’en assurer, 


CARRE c3 ie Ve) __ 9 2(c qe jte an 


agi oz! 9 dgih 
oz! 


Comparant avec (95,2), on trouve la relation suivante: 


ur mue) (95,3) 


! Ra—+ guR = V= 


ik l ile 
ôg ôz 2 dg 
ôz! 


Pour la variation de l’action de la matière, on peut écrire en 
véftu de (94,5): 


ÈS m = _ f Taôg* V —g dQ, (95,4) 


1 Remarquons ici la curieuse circonstance suivante. Si l'on calcule la 
variation o( RV —8g 49 lavec R;, tiré de (92,10)], considérant les T comme 
des variables indépendantes et les g;, comme des constantes, puis utilisant 
les expressions (86,3) des TE on obtiendrait, comme il est facile de le voir, 
identiquement zéro. Réciproquement, on pourrait déterminer le lien entre 
les Pé et le tenseur métrique en exigeant l’annulationl de cette variation. 
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où T';, est un tenseur d’énergie-impulsion de la matière (y compris 
le champ électromagnétique). L’interaction gravitationnelle entre 
en jeu seulement pour les corps dont les masses sont suffisamment 
grandes (étant donné que la constante de gravitation est petite). 
Aussi dans l'étude du champ de gravitation a-t-on habituellement 
affaire à des corps macroscopiques. En relation avec cela, il faudra 
écrire habituellement pour 7;, l'expression (94,9). 

Ainsi, du principe de moindre action ÔS,, + ôS, = O0 nous 
déduisons : 

c3 


u 1 k = 
7 162€ Î (Ru—+ eur Tu) 8g* V —gdQ —0, 
d'où, étant donné que les ôg* sont arbitraires : 


EU (95,5) 


1 
Rn—zguR=— 


ou bien, pour les composantes mixtes, 


RÈ— OR Er. (95,6) 


Ce sont les équations du champ de gravitation ou équations d'Einstein, 
équations fondamentales de la Relativité générale. 
Contractant sur les indices à et 4 dans (95,6), on trouve: 
= ET (95,7) 


ci 


T =T}). Par conséquent, on peut recopier les équations du champ 
sous la forme : 


Rin= ee (Tu + eur) . (95,8) 


Les équations du champ de gravitation ne sont pas linéaires. 
I] en résulte que le principe de superposition n’est pas vrai pour les 
champs gravitationnels, contrairement à ce qui a lieu pour le champ 
électromagnétique en Relativité restreinte. 
Au demeurant, il faut avoir en vue que, d'ordinaire, on a affaire 
à des champs gravitationnels faibles dont les équations sont li- 
néaires en première approximation (voir le paragraphe suivant); 
pour de tels champs, le principe de superposition est légitime avec 
la même approximation. 
Dans un espace vide on a T;, = 0, et les équations du champ de 
gravitation se réduisent à 
Rin=0. (95,9) 


Rappelons que cela ne signifie nullement qu'un espace-temps vide 
soit plan, il faudrait, à cet effet, que soient observées les conditions 


plus fortes Ritm = 0. 
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Le tenseur d'énergie-impulsion du champ électromagnétique 
jouit de cette propriété que Ti = 0 [cf. (33,2)]. Eu égard à (95,7), 
il en résulte qu'en présence du seul champ électromagnétique, sans 
aucune masse, la courbure scalaire de l’espace-temps est nulle. 

On sait que la divergence du tenseur d’énergie-impulsion est 
nulle : 

Ti n=0. (95.10) 


En conséquence, la divergence du premier membre de l'équation 
(95,6) doit elle aussi être nulle. Il en est bien ainsi en vertu de l’iden- 
tité (92,13). 

Ainsi, les équations (95,10) sont contenues en fait dans les équa- 
tions du champ (95,6). Par ailleurs, les équations (95,10), qui expri- 
ment les lois de conservation de l'énergie et de l’impulsion, impli- 
quent les équations du mouvement du système physique auquel 
se rapporte le tenseur d’énergie-impulsion considéré (c'est-à-dire 
les équations du mouvement des particules matérielles ou le deu- 
xième groupe d'équations de Maxwell). De sorte que les équations 
du champ de gravitation contiennent aussi les équations de la ma- 
tière même qui engendre ce champ. Ceci étant, la distribution et le 
mouvement de la matière qui crée le champ de gravitation ne peu- 
vent, tant s'en faut, être donnés arbitrairement. Au contraire, ils 
doivent être déterminés (en résolvant les équations du champ pour 
des conditions initiales données) en même temps que le champ créé 
par cette matière. 

Notons la différence fondamentale entre cet état de choses et ce 
que nous avions dans le cas du champ électromagnétique. Les équa- 
tions de ce champ (équations de Maxwell) contiennent seulement 
l'équation de conservation de la charge totale (l'équation de con- 
tinuité), mais non pas les équations du mouvement des charges 
qui créent ce champ. Dès lors on peut se donner arbitrairement la 
dfstribution et le mouvement des charges, pourvu que la charge 
totale soit constante. La donnée de cette distribution des charges 
détermine alors, par l'intermédiaire des équations de Maxwell, le 
<hamp électromagnétique créé par elles. 

Encore convient-il de préciser que, pour déterminer complète- 
ment la distribution et le mouvement de la matière dans le cas 
du champ de gravitation, il faut encore associer aux équations 
d'Einstein l'équation d'état de la matière (celle-ci n'étant pas, 
bien entendu, contenue dans celles-là), c’est-à-dire l'équation qui 
lie entre elles la pression et la densité. Cette équation doit être 
donnée en même temps que celles du champ !. 

1 L'équation d'état relie entre elles, en fait, non pas deux mais trois gran- 


deurs thermodynamiques, par exemple la pression, la densité et la température 
de la matière. Mais dans les applications en théorie de la gravitation, cette 
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Les quatres coordonnées z! peuvent être soumises à une trans- 
formation arbitraire. Cette transformation permet de choisir arbi- 
trairement quatre des dix composantes du tenseur g;,. De sorte 
que des g;, seules six sont des fonctions inconnues indépendantes. 
Puis les quatres composantes du quadrivecteur vitesse ui figurant 
dans le tenseur d’énergie-impulsion de la matière sont liées par la 
relation u;u' — À, si bien que seules trois d'entre elles sont indé- 
pendantes. Ainsi donc, on a, comme il se doit, dix équations du 
champ (95,5) pour dix quantités inconnues: pour six composantes 
de gi», pour trois composantes de u' et pour la densité de la matière 
æ/c® (ou pour sa pression p). Pour le champ de gravitation dans le 
vide il reste en tout six quantités inconnues (les composantes de 
£&u) et se trouve respectivement réduit le nombre d'équations 
indépendantes du champ: les dix équations R;, — 0 sont liées 
par les quatre identités (92,13). 

Notons certaines particularités de la structure des équations 
d'Einstein. Elles constituent un système d'équations aux dérivées 
partielles du second ordre. Toutefois, toutes les dérivées par rapport 
au temps des dix composantes de g;, ne figurent pas dans les équa- 
tions. En effet, il résulte de (92,4) que les dérivées secondes par 
rapport au temps ne sont contenues que dans les composantes R,c08 
du tenseur de courbure, où elles figurent sous la forme du terme 


— . Las (le point désigne la dérivation par rapport à 1°); en ce qui 


concerne les dérivées secondes de g5a et de £00, elles sont absentes. 
Aussi est-il clair que le tenseur de Ricci R;,, déduit par contraction 
du tenseur de courbure, et avec lui les équations (95,5) ne contiennent 
eux aussi les dérivées secondes par rapport au temps que des six 
composantes spatiales ges. 

Il est aussi facile de voir que ces dérivées ne figurent que dans les 


équations (95,6) en B, c'est-à-dire dans les équations 
RÈ—+ ÉR= ÉTÉ. (95,11) 
Les équations et ©, elles, c'est-à-dire les équations 
RJ—-ÈR= ETS, R—ÉEETe, (95,12) 


ne contiennent que les dérivées premières par rapport au temps. On 
peut s'en assurer en vérifiant que lorsqu'on forme par contraction 


circonstance n’est pas essentielle habituellement, car les équations approchées 
utilisées ici ne dépendent pas en fait de la température (telles sont, par exemple, 
les équations p — 0 pour une matière raréfiée, l'équation limite extrême rela- 
tiviste p = e/3 pour une matière fortement comprimée, etc.). 
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de Rixim les quantités R4 et R$ — _ R = + (RQ — RG), les com- 


posantes de la forme ÆRoans disparaissent effectivement. On s’en 
assurerait encore plus à partir de l'identité (92,13) écrite sous la 
forme : 
0 1,0 1 sa = 

(R—ZaR) = -(RF-T6R), (95,13) 
(i = 0, 1, 2, 3). Les dérivées de l’ordre le plus élevé figurant au 
second membre de cette égalité sont des dérivées secondes (figurant 
dans les quantités RŸ, R elles-mêmes). Puisque (95,13) est une iden- 
tité, son premier membre doit, lui aussi, ne contenir que des déri- 
vées par rapport au temps d'ordre non supérieur à deux. Mais une 
dérivation par rapport au temps y figure déjà explicitement; aussi 


ë 1 3 Dhceee 
les expressions Ri— 5 6R ne peuvent-elles contenir de dérivées 


par rapport au temps que d'ordre inférieur à deux. 
Qui plus est, les premiers membres des équations (95,12) ne 


contiennent pas non plus les dérivées premières go et £oo (mais 


seulement gc8). En effet, de tous les l;,x seuls Le, oo et lo, 0e COn- 
tiennent ces dérivées, et ces l, à leur tour, ne figurent que dans les 
composantes du tenseur de courbure de la forme R,un8, lesquelles, 
on le sait déjà, disparaissent quand on forme les premiers membres 
des équations (95,12). 

Si l’on s'intéresse à la solution des équations d'Einstein pour 
des conditions initiales (par rapport au temps) données, la question 
se pose du nombre de grandeurs pour lesquelles on peut se donner 
arbitrairement les distributions spatiales initiales. 

Les conditions initiales pour les équations du second ordre doi- 
vent impliquer les distributions initiales des quantités à dériver 
de même que celles de leurs dérivées premières par rapport au temps. 
Mais comme en l’occurrence les équations ne contiennent les déri- 
vées secondes que des six g,s, On ne saurait se donner arbitraire- 


ment dans les conditions initiales tous les g,, et gun. Ainsi, on peut 
se donner (en même temps que la vitesse et la densité de la matière) 


les valeurs initiales des fonctions g,s et Labs après quoi, les quatre 
équations (95,12) déterminent des valeurs initiales admissibles de 
Loa €t £oo; mais dans les équations (95,11) les valeurs initiales de 


&oa restent encore arbitraires. 

Le nombre de conditions initiales ainsi données contient encore 
toutefois les fonctions dont l'arbitraire est simplement lié à l’arbi- 
traire dans le choix du 4-système de coordonnées. Or, seul est doué 
de sens physique le nombre de fonctions arbitraires « physiquement 
différentes », et il ne saurait plus être réduit par aucun choix du 
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référentiel. 11 est facile de voir par des considérations physiques que 
ce nombre est égal à 8: les conditions initiales doivent donner la 
distribution de la densité de la matière et de trois composantes 
de sa vitesse, ainsi que de quatre quantités définissant le champ 
gravitationnel libre (non lié à la matière) (cf. $ 102) ; pour le champ 
gravitationnel libre dans le vide seules ces quatre dernières quanti- 
tés doivent être données par leurs conditions initiales. 


Problème 


Ecrire les équations d’un champ gravitationnel constant en mettant toutes 
les opérations de dérivation par rapport aux coordonnées spatiales sous forme 
de dérivées covariantes dans l'espace de métrique ÿ°g8 (84,7). 

Solution. Introduisons les notations g00 = k, Eox = — Rk£a (88,11) 
et la 3-vitesse v® (88,10). Ci-dessous, toutes les opérations d'élévation et d'abais- 
sement des indices ainsi que de dérivation covariante concernent l’espace à trois 
Aimensions de métrique y et affectent les 3-vecteurs g,. v® et le 3-scalaire h. 

Les équations cherchées doivent être invariantes dans la transformation 


atat, 20204 (20) (1) 


n'affectant pas le caractère stationnaire du champ. Or, dans une telle transfor- 
mation (cf. note p. 328) g, + g, — 0f/8:°, et le scalaire h et le tenseur Jes = 
= — + hkggg Sont invariants. 11 est donc bien clair que, exprimées au 
moyen de VaB: het a» les équations cherchées ne peuvent contenir g, que sous 
forme de combinaison de dérivées constituant un tenseur antisymétrique à trois 
dimensions : 


fab = Ep:a— Ba 5 (2) 
invariant dans ladite transformation. Ceci dit, on simplifie notablement les 
calculs en posant (une fois calculées toutes les dérivées figurant dans R;;) ge = 
= 0 et £a; p+ 88: a — 01, 

Symboles de Christoffe] : 


RE Me 
Too = 84e Too = 7 À 


2 
0 1 h k 1 ; 
T0 = 5 ha + 3 6 fab + ... T8= 7 le — 7 88h ”, 
ôg, ôg 
° 1 (2 B 1 v 
Tos=—5 (+) — 57 ah, p+ 88h. 0) +8vheg +... 


hk 
TBy= Gr (st, +ertp")+ se 


1 Pour éviter toute ambiguïté, soulignons que cette méthode noise 
de calcul, qui conduit à des équations du champ exactes, tomberait en défaut 
si l'on voulait calculer des composantes quelconques de R;,, puisqu'elles ne 
sont pas invariantes dans la transformation (1). Nous avons indiqué aux pre- 
miers membres des équations (3)-(5) celles des composantes du tenseur de Ricci 
pour lesquelles les expressions écrites sont vraies. Ces composantes sont inva- 
riantes dans la transformation (1). 
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Les termes ici omis (remplacés par des points de suspension) sont quadratiques 
par rapport aux composantes du vecteur g, ; ces termes disparaissent alors qu’on 
pose g — 0 après avoir effectué les dérivations dans R,4 (92,10). Dans les calculs 
on a utilisé les formules (84,9), (84,12-13) ; les 16y sont les Christoffels à trois 
dimensions construits à partir de la métrique ye8. 

Le tenseur T;, se calcule d’après la formule 194,9), les ui ayant pour expres- 
sion (88,14) (on pose également g, = 0). 

A l'issue des calculs on déduit à partir de (95,8) les équations suivantes: 


1 Deal k =” 
eee) (3) 
ce 
1 VA 3 | 8nk p+e v* 
AE ie Ve @ 
c2 


B_paB h kay;B __1 R'SP_ Snkr (p+e)o M ep op 
5 FE ZE (V5) afap-a te J (5) 
ce 


Ici P%B est un tenseur à trois dimensions construit à partir de Vas» tout comme 
Rit se construit à partir de gy ?. 


$ 96. Loi de Newton 


Effectuons dans les équations d’Einstein le passage à la limite 
à la mécanique non relativiste. Comme il a été indiqué au $ 87, 
l'hypothèse que les vitesses de toutes les particules soient petites 
exige en même temps que le champ gravitationnel lui-même soit 
faible. 

L'expression de la composante g,, du tenseur métrique (la seule 
dont nous ayons besoin) dans le cas limite considéré a été trouvée au 
$,87: 

° 2 
8o = 1+ _. . 


Pdis nous pouvons utiliser pour les composantes du tenseur d’éner- 
gie-impulsion l'expression (35,4) TÈ = ucuu*, où u est la densité 
de masse du corps (la somme des masses de repos des particules dans 
l'unité de volume; nous omettons l'indice zéro de pour abréger 
l'écriture). En ce qui concerne la 4-vitesse u‘, étant donné que le 
mouvement macroscopique est aussi supposé lent, nous devons 


1 De même, les Le p d’Einstein peuvent s'écrire aussi bien dans le cas 
d'une métrique dépendant du temps. En même temps que les dérivées spatiales, 
elles contiendront aussi les dérivées par rapport au temps de yep, &ar À. 

Voir A. Zelmanov, Comptes rendus (Doklady) de l'Académie des Sciences 
de l'U.R.S.S., 107, 815, 1956 (en russe). 
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négliger toutes ses composantes spatiales et ne laisser que la compo- 
sante temporelle, c'est-à-dire que nous devons poser u% = 0, u° — 


13 . ° 
= uü9 = 1. De toutes les composantes 7°, seule subsiste, par consé- 
quent, 


= uc?. (96,1) 
Le scalaire T — Ti sera égal à la même quantité pc?. 
Nous écrirons les équations du champ sous la forme (95.8) : 


RP = FE (TI ET); 


ci 
pour i—k—0, 
4ank 
Ro= x 
Comme il est facile de le voir, toutes les autres équations s’annulent 
identiquement à l’approximation considérée. 

Calculant À; d'après la formule générale (92,10), on remarque 
que les termes contenant le produit des quantités l'x sont, en tout 
cas, des petits termes du second ordre. En ce qui concerne les 
termes contenant les dérivées par rapport à z° = ct, ils sont petits 
(en comparaison des termes contenant des dérivées par rapport 
à xt), car ils contiennent des puissances supplémentaires de 1/c. 
Il reste en définitive À = Ro = 0T2/0x%. Substituant 


2 ôxT c* gra 
on trouve : 
v_ 1 6% __ 1 
Rires = AV 
De sorte que les équations du champ donnent : 


A = Ask. (96,2) 


Telle est l'équation du champ de gravitation en mécanique non 
relativiste. Quant à sa forme, elle est tout à fait analogue à l’équa- 
tion de Poisson (36,4) pour le potentiel électrique, avec cette diffé- 
rence qu’on a à présent au lieu de la densité de charge le produit par 
—k de la densité de masse. On peut donc écrire d'emblée la solution 
générale de l'équation (96,2), par analogie avec (36,8), sous la forme: 


dv ss 
g=—ref (96,3) 


Cette formule détermine, à l’approximation non relativiste, le 
potentiel du champ de gravitation de toute distribution de masses. 
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En particulier, on a pour le potentiel du champ d’une seule 
particule de masse m : 


km 
P—= TK (96,4) 
et donc la force F— —m" a agissant dans ce champ sur une autre 
particule (de masse m’) est 
Fast: (96,5) 


R? 


C'est la loi d'attraction de Newton. 

L'énergie potentielle d'une particule dans un champ de gravita- 
tion est égale au produit de sa masse par le potentiel du champ, 
tout comme l'énergie potentielle dans un champ électrique est 
égale au produit de la charge par le potentiel de ce champ. On peut 
donc écrire, par analogie avec (37,1), pour l'énergie potentielle 
d'une distribution de masses quelconque l’expression 


= _ | up dV. (96,6) 


Pour le potentiel newtonien d’un champ gravitationnel constant 
loin des masses créant ce champ, on peut écrire un développement 
comme celui obtenu aux'$$ 40 et 41 pour le champ électrostatique. 
Prenons l'origine des coordonnées au centre d'inertie des masses. 


Alors l'intégrale f ur dV, qui est analogue au moment dipolaire 


d'un système de charges, s’annule identiquement. Par conséquent, 
à la différence du champ électrique, dans le champ gravitationnel 
on peut toujours éliminer le « terme dipolaire ». Le développement 
du potentiel q s'écrit par conséquent : 


{ M 1 é? 1 
: pk (RS Darren ot), (06.7) 


M= Î u dV étant la masse totale du système, et les quantités 
Dis= [ u (8ruxs — r'ôa8) dV (96,8) 


pouvant être appelées tenseur du moment quadrupolaire des masses 1. 
Elles sont liées au tenseur des moments d'inertie usuel 


Jos | L (7008 — TaTs) AV 


1 Nous écrivons ici les indices &, B en bas, ne distinguant pas les indices 
co et contravariants, étant donné que les opérations sont supposées faites dans 
l'espace newtonien (euclidien) ordinaire. 
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par les relations évidentes 
La détermination du potentiel newtonien pour une distribution 
de masses donnée fait l’objet d'une section entière de la physique 
mathématique; l'exposé des méthodes utilisées ne relève pas de 
cet ouvrage. Nous apporterons ici, à des fins de documentation, 
seulement les formules du potentiel du champ gravitationnel créé 
par un corps ellipsoïdal homogène !. 
Supposons l’ellipsoïde donné par l’équation 
z2 2 22 . 
tite =t ax>b>c. (96,10) 
Alors le potentiel du champ en un point arbitraire x,"y, z extérieur 
au corps est donné par la formule 


n zx? y? 2? ds 


E 
R,=V (a°+s) (b?+s) (c°+s), 
où Ë est la racine positive de l'équation 
A ep = 2 
ARTE er PRE 
Le potentiel du champ à l’intérieur de l’ellipsoïde est donné par la 
formule 
° 2 2 22 d 
p= — npabck [ (725) (6.413) 
0 
qui se distingue de (96,11) par le fait que la borne inférieure est 
nulle ; notons que cette expression est une fonction quadratique des. 
coordonnées x, y, Z. 
On obtient l'énergie gravitationnelle du corps, en vertu de 


(96,6), en intégrant l'expression (96,13) dans l’ellipsoïde. L'inté- 
gration est élémentaire © et donne: 


3km° a 1 a? p2 e 7” 


4 [Rae()-2#] ou 
0 


1 On peut trouver la déduction de ces formules dans le livre: L. Srétenski, 
« Théorie du potentiel newtonien ». Gostekhizdat, 1946 (édition russe). 

2 Le plus simple pour intégrer les carrés z?, y*, z’ est de faire la substitu- 
tion z=— az’, y = by’, z—= cz, qui ramène l'intégration dans l’ellipsoïde 
à une intégration dans une sphère de rayon unité. 
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(m=+ abcu est la masse totale du corps) ; intégrant le premier 
terme par parties, on obtient en définitive : 


fe mL es (96,15) 
U 


Toutes les intégrales figurant dans les formules (96,11-14) se 
réduisent à des intégrales elliptiques de première et seconde espèces. 
Pour l’ellipsoïde de révolution,*ces intégrales s'expriment au moyen 
des fonctions élémentaires. En particulier, on a pour l'énergie de 
gravitation d'un ellipsoïde de révolution aplati (a = b> c): 


Se és (96,16) 
a 


et pour un ellipsoïde allongé (a>b—c): 
3km? a "47 
ADR 77 er (96,17) 
Pour la sphère (a = c) les deux formules donnent la valeur U — 
= —3 km°/5a, qui, bien entendu, peut être obtenue élémentaire- 


ment !. 


Problème 


Déterminer la forme d'équilibre d'une masse grave homogène de liquide 
tournant uniformément. 

Solution. La condition d'équilibre consiste dans la constance à la 
surface du corps de la somme du potentiel de gravitation et du potentiel des 
forces centrifuges : 


p = (x? + y°) = const 


(Q est la vitesse angulaire de rotation ; l’axe de rotation est dirigé suivant les 2). 
Lä forme cherchée est un ellipsoïde de révolution aplati. Pour déterminer ses 
paramètres, nous substituerons (96,13) dans la condition d’équilibre et élimi- 
nerons :° au moyen de l'équation (96,10); ceci donne: 


Ld S » a . 
CE 
" [a + s)2 Vers 2apka?c a? J (a2+s) (c2+ s)°/2 


d'où l'on déduit que l'expression entre crochets doit être nulle. En intégrant, 
on obtient en définitive l'équation 


(a2+2c?)c c 3c? Q? 25 [4n }* M?p'/3 ( c \#/3 
EDP COS —— = | ts ARR PRE 
a  a—c?  2nkp 6 ( 3 mag \a ) 


(a2— c2)°/2 


1 On a pour le potentiel à l’intérieur d'une sphère homogène de rayon a: 
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M=+ ma*Q est le moment cinétique du corps par rapport à l'axe des :), déter- 


minant le rapport des demi-axes «/a quand Q ou M est donné. Le rapport c/a 
dépend univoquement de M; c/a décroît monotonement quand M croît. 
Il apparaît, cependant, que la forme symétrique trouvée est stable (par 
rapport aux petites perturbations) seulement pour des valeurs de M pas trop 
grandes 1. Elle perd sa stabilité pour M =— 2,89 k'/2m°/3u-"/6 (alors c/a =- 0,58). 
Lorsque M continue à croître, la figure d'équilibre devient alors un ellipsoïde 
à trois axes dont les rapports b/a et c/a décroissent progressivement (respective- 
ment à partir de 1 et de 0,58). Cette forme devient instable à son tour pour 


M = 3,84 k'/2m°/3u" "6 (avec a: b:c— 1: 0,43: 0,34). 


$ 97. Champ de gravitation central symétrique 


Considérons un champ de gravitation doué de symétrie centrale. 
Un tel champ peut être engendré par une distribution arbitraire 
à symétrie centrale de matière; en outre, il est bien entendu que 
non seulement la distribution de matière doit être à symétrie cen- 
trale, mais aussi son mouvement, c'est-à-dire que la vitesse en 
chaque point doit être radiale. 

La symétrie centrale du champ signifie que la métrique de l'espa- 
ce-temps, c’est-à-dire l’expression de l'intervalle ds, doit être la 
même pour tous les points équidistants du centre. Dans l’espace 
euclidien cette distance est égale au rayon vecteur; mais dans 
l’espace non euclidien, que devient l’espace en présence d’un champ 
de gravitation, il n’y a pas de grandeur qui serait douée de toutes 
les propriétés du rayon vecteur euclidien (simultanément égal à la 
distance au centre et au quotient par 2x de la longueur de la circon- 
férence). C’est pourquoi le choix du «rayon vecteur » est mainte- 
nant arbitraire. 

Si l’on a recours à des coordonnées spatiales « sphériques » r, 0, 
p, l'expression à symétrie centrale la plus générale de ds est 


ds’—h(r,t)dr?+k(r, t) (sin? 6-dp° -- d6®) + 
+l(r, t)dt®+a(r, t) drdt, (97,1) 


où a, h, k, L sont certaines fonctions du « rayon vecteur » r et du 
« temps » £. Mais étant donné l'arbitraire dans le choix du réfé- 
rentiel en Relativité générale, nous pouvons encore soumettre les 
coordonnées à toute transformation ne violant pas la symétrie 
centrale de ds° ; cela signifie qu’on peut transformer les coordonnées 
r et { au moyen des formules 


r=fi(rs te), t=fa(r €), 
! On peut trouver des indications bibliographiques sur ces questions dans 


le ss G. Lamb, « Hydrodynamique », Gostekhizdat, chap. XII, 1947 (édition 
russe). 
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où f, et f. sont des fonctions arbitraires des nouvelles coordonnées 
Fr, ds 

Exploitant cette possibilité, nous choisirons la coordonnée r 
et le temps £{ de sorte que, primo, le coefficient a (r, t) de dr dt 
dans l'expression de ds? s’annule et, secundo, que le coefficient 
k (r, t) soit tout simplement égal à —r° !. Cette dernière condition 
signifie que le rayon vecteur r est déterminé de façon que la longueur 
de la circonférence de centre à l’origine des coordonnées soit égale 
à 2nr (l'élément d'arc de circonférence dans le plan 6 = x/2 est 
dl = rd). Il nous sera commode d'écrire les quantités h et L sous 
forme exponentielle, respectivement comme —e? et ce, où À et v 
sont certaines fonctions de r et t. On trouve donc pour ds? l’expres- 
sion suivante: 


ds? — eYc? dt? — r? (d0* + sin? 0 -dp°) — et dr?. (97,2) 
Si l'on considère que 2°, x!, z°, 1° représentent respectivement 


les coordonnées ct, r, 6, q, on a donc pour les composantes non 
nulles du tenseur métrique 


So", Eu —eh gr, Es=—r'sin0. 
Il est évident que 
ge, gl eÀ, ge rt, ge _r?sin?06. 
A l'aide de ces valeurs, il est facile de calculer, par la formule 


(86,3), les quantités lu. Le calcul conduit aux expressions sui- 
vantes (le signe prime indiquant la dérivation par rapport à r, et 
le point sur une lettre la dérivation par rapport à ct): 


ri, To, 5, = — sin 6 cos 6, 
: Later, Tu = —re”à, Too =" À, 
sp À 3 6 0 y 97,3 
Es P=li=z, P=ctge, To; (97,3) 
Lio =» Th, = —r sin? 0e—À. 


Toutes les autres composantes l'y (à part celles se distinguant des 
composantes écrites par une transposition sur les indices # et Î) 
sont nulles. 


! Ces conditions ne déterminent pas univoquement le choix de la coordon- 
née temporelle. Elle peut faire encore l'objet d’une transformation arbitraire 
de la forme { — f({’), ne contenant pas r. 
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Pour former les équations, il faut calculer, au moyen de la for- 


mule (92,10), les composantes du tenseur R$. Des calculs simples 
conduisent en définitive aux équations suivantes: 


Be er(%it)+e, (97,4) 
ent ne tofs) 

BE qe er (it), (97,6) 

ep es À (7,7 


(les autres composantes de l'équation (95,6) s'annulent identique- 
ment). Les composantes du tenseur d’énergie-impulsion peuvent 
s'exprimer à l’aide de la formule (94,9) en fonction de la densité 
d'énergie de la matière &, de sa pression p et de la vitesse radiale v. 

Les équations (97,4-7) s'intègrent complètement dans le cas 
très important d’un champ central symétrique dans le vide, c’est-à- 
dire à l'extérieur des masses qui l’engendrent. En posant le ten- 
seur d'énergie-impulsion égal à zéro, on obtient les équations sui- 
vantes: 


a (= +) ” + 0, (97,8) 

4 1 1 
ef) +70, (97,9) 
i=0 (97,10) 


(on peut omettre la quatrième équation, c'est-à-dire l'équation 
(97,5), car elle est une conséquence des trois premières). 

(97,10) montre que À ne dépend pas du temps. Ensuite, ajoutant 
membre à membre les équations (97,8-9), on trouve À’ + v’ = O, 
c'est-à-dire 

A+v=f(t), (97,11) 


où f(t) est fonction du seul temps. Maïs choisissant l'intervalle 
ds® sous la forme de (97,2), nous nous sommes réservé la possibilité 
d’une transformation arbitraire du temps de la forme t — f ({’). 
Une telle transformation revient à ajouter à v une fonction arbi- 
traire du temps, permettant toujours d'annuler f (t) dans (97,11). 
Ainsi, sans restreindre la généralité, on peut supposer que À + v — 
— 0. Notons qu’un champ de gravitation central symétrique dans 
le vide est automatiquement statique. 
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L'équation (97,9) s'intègre facilement et donne: 
eh ev — 14 Sons (97,12) 


F . 


Comme il se doit, on a à l'infini (r —+ oo) e-} — ev — 1, c'est-à-dire 
que loin de masses graves la métrique devient automatiquement 
galiléenne. On exprime facilement la constante au moyen de la 
masse du corps en exigeant qu'aux grandes distances, où le champ 


2 
est faible, joue la loi de Newton. On doit avoir g60 = 1 + + A 


où le potentiel est égal à son expression newtonienne (96,4): 

p = —km/r (m étant la masse totale du corps créant le champ). 

Ceci montre que const = —2km/c°. Cette quantité, qui a la dimen- 

sion d’une longueur, est appelée rayon gravitationnel r, du corps: 

2km - 

Te = TE . (97,13) 

De sorte qu'on trouve finalement la métrique spatio-temporelle 
sous la forme : 


dst— (1— TE) c2 die — 12 (sin? 0 dp? + 40)" . (07,14) 
41=z = 


r 


Cette solution des équations d'Einstein a été trouvée par 
K. Schwarzschild (1916). Elle détermine complètement le champ gra- 
vitationnel dans le vide créé par n'importe quelle distribution cen- 
trale symétrique de masses. Soulignons que cette solution vaut non 
seulement pour des masses au repos, mais également pour des mas- 
ses en mouvement, pour autant que le mouvement possède lui 
aussi la symétrie requise (par exemple, pulsations centrales symé- 
triques). Notons que la métrique (97,14) ne dépend que de la masse 
totale du corps grave, ainsi que dans le problème analogue de la 
théorie newtonienne. 

La métrique spatiale est déterminée par l'expression de l’élé- 
ment de distance spatiale: 


ar = 


Fu AN et EE 


r 


Le sens géométrique de la coordonnée r est défini par le fait que dans 
la métrique (97,15) la longueur d'une circonférence dont le centre 


! Pour le champ dans une cavité sphérique dans une distribution centrale 
symétrique de matiere on doit avoir const — 0, sinon la métrique aurait une 
singularité pour r — 0. Ainsi, la métrique dans une telle cavité est automati- 
quement galiléenne, c'est-à-dire que le champ de gravitation est nul dans la 
cavité (ainsi qu’en théorie newtonienne). 
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coïncide avec celui du champ est 2xr. Pour ce qui est de la distance 
entre deux points r, et r, pris sur un même rayon, elle est donnée 
par l'intégrale 
re 
Qt (97,16) 
TR 
ri 4 
r 


Puis on voit que g9<1. En relation avec la formule (84,1} 
dr — V godt définissant le temps réel, il en résulte que 


dr < dt. (97,17) 


L'égalité a lieu à l'infini, où t{ coïncide avec le temps réel. Par con- 
séquent, à des distances finies des masses il y a « ralentissement » 
du temps par rapport au temps à l'infini. 

Enfin, donnons encore une expression approchée de ds à de 
grandes distances de l’origine des coordonnées: 


ds? — ds — ns (dr? + c° dt®). (97.18) 


Le second terme est une petite correction apportée à la métrique 
galiléenne d$. À de grandes distances des masses créant le champ, 
tout champ est central symétrique. Par conséquent, (97,18) déter- 
mine la métrique à de grandes distances de n'importe quel système 
de corps. 

On peut formuler aussi des considérations d'ordre général sur 
un champ de gravitation central symétrique à l’intérieur de masses 
graves. On voit sur l'équation (97.6) que pour r+0 À doit s’annuler 
aussi, au moins comme r°; dans le cas contraire le second membre 
de l'équation deviendrait infini lorsque r —+ 0, c'est-à-dire que 79 
aurait aussi une singularité au point r —0, ce qui est physique- 
ment absurde. Intégrant formellement l'équation (97,6), avec la 
condition à la limite À/,-, — 0, nous avons: 


8 


à=—In(1— ne f Tr? dr) . (97,19) 
0 


Puisqu'en vertu de (94,10) Ti=e-"Ty2>0, on voit que À > 0, 
c'est-à-dire 
ex> 1. (97,20) 
Puis, soustrayant membre à membre (97,6) de l'équation (97,4), 
on obtient : 


e+n(1+2) 


Sak 
L = >0, 


ci 


—). 
= (v+ 29 = EE (379 = 
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soit v’+À’>0. Mais pour r—>o (loin des masses) la métrique 
devient galiléenne, c'est-à-dire que v—>0, À—>0. Il résulte donc 
de v’+1'>0 que dans tout l'espace 


v+Ai<0. (97,21) 
Etant donné que À > 0, on déduit que v<0, c’est-à-dire 
ev«i. (97,22) 


Les inégalités établies montrent que les propriétés indiquées 
ci-dessus (97,16-17) de la métrique spatiale et de la marche d’une 
horloge dans un champ central symétrique dans le vide concernent 
aussi bien le champ à l'intérieur de masses graves. 

Si le champ de gravitation est créé par un corps sphérique de 
« rayon » a, on a pourr>>a T5 = 0. Pour des points tels quer >a, 
la formule (97,19) donne donc: 


À= —In (ii Î Tor* dr) : 
Ù 


Par ailleurs, on peut appliquer ici l'expression (97,14) relative 
au vide, en vertu de laquelle 


ke —ln (1-2) . 


c?r 


Comparant les deux expressions, on trouve la formule 
4 a 
m= + | Tr dr, (97,23) 
F 0 


délerminant la masse totale du corps par son tenseur d'énergie- 
impulsion. 
Problèmes 


PR 


1. Déterminer la courbure spatiale dans un champ gravitationnel central 
symétrique dans le vide. 

Solution. Les composantes du tenseur de courbure spatial Pegys 
peuvent s'exprimer au moyen des composantes de P,$ (et de yag), si bien qu'il 
suffit de calculer seulement P,g (cf. prob. 1 $ 92). P,$ s'exprime au moyen 
de yes tout comme R;, au moyen de g;,. À partir des ÿ,g déduits de (97,15) 
on obtient, tous calculs faits: 
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La formule déduite au prob. 1 $ 92 donne: 
P 979 — (PF + P$) vrrvee = — PEvrryee, 


P Te — — 8 Yrr Yo P96e = — P}Y00Yee- 


11 s'ensuit (cf. note p. 347) que pour les «planss normaux aux rayons la 
courbure de Gauss est 


P 
K=- 7%: 
Y68Ypy 


(cela signifie que pour de petits triangles tracés dans la région du « plan » au 
voisinage de son intersection avec le rayon qui lui est normal, la somme des 
angles est supérieure à x). Si les « plans » passent par le centre, la courbure 
de Gauss X << 0; cela signifie que la somme des angles de petits triangles 
tracés dans le «plan » est inférieure à x (soulignons, toutefois, que cette der- 
nière propriété ne concerne pas les triangles contenant le centre — la somme 
des angles dans ces triangles est supérieure à x). 

2. Déterminer la surface de révolution sur laquelle la géométrie est la même 
que celle dans un € plan » passant par Fongne des coordonnées d’un champ 

e gravitation central symétrique dans le vide. 

Solution. La géométrie d’une surface de révolution z: = z(r) (en 

coordonnées cylindriques) est déterminée par l'élément de longueur: 


di?= dr? + dzî+r? dp?= dr? (1+32)+ rt dp?. 


=—P:>0 


Comparant avec l'élément de longueur (97,15) dans le « plans 6—:x/2: 


2 
di?=re dpr+ 2, 
1-7 
r 
on trouve : 
HS re \71 
1+: =(1- r ) , 
d’où 


Pour r = rg cette fonction a une singularité: un point de branchement. 
Cette circonstance est due au fait que la métrique spatiale pes) a effective- 
ment, contrairement à la métrique spatio-temporelle (97,14), une singularité 

Ur = Fge 
ds Les prô riétés générales, indiquées au problème précédent, de la géométrie 
dans les € flas » passant par le centre peuvent aussi bien être déduites en 
considérant la re du modèle ici obtenu. 

3. Donner l'expression de l'intervalle (97,14) en coordonnées où la métri- 
que spatiale est conforme-euclidienne (c'est-à-dire que dl? est proportionnel 
à son expression euclidienne). 

Solution. Posant 


380 ÉQUATIONS DU CHAMP DE GRAVITATION 


on déduit de (97,14) : 


r 7 
1—:87)° 
$ 4p se Te \4 a 2 2 in? a 
ds? = | ce a—(1+7) (dp°® + p° 402. sin? 6 dp?). 
ES dé 
rs 


Les coordonnées p, 6, @ sont dites sphériques isotropes ; on peut aussi introduire 
à leur place des coordonnées cartésiennes isotropes r, y, :. Notamment, aux 
grandes distances (p © rg) on a approximativement : 


as=(1-+) € am=(1+Æ) (az? | dy® + d:°). 


$ 98. Mouvement dans un champ de gravitation central symétrique 


Considérons le mouvement d’un corps dans un champ de gravi- 
tation central symétrique. Ainsi que dans tout champ central, le 
mouvement aura lieu dans un «plan» passant par l’origine des 
coordonnées; prenons ce plan en tant que plan 8 — x/2. 

Pour déterminer la trajectoire du corps (de masse m), partons 
des équations d’Hamilton-Jacobi : 


in dS 88 
Oxi Oz 


Au moyen des g'" tirés de l'expression (97,14), on trouve l'équation 


suivante : 
_.f 9S \? .f{9S \° 1 28 \°? 2 
ee Y ( Toi ) — eŸ (+) TE (5) —m"c*- 0, (98,1) 


— m°c? = 0. 


1 (98,2) 


(mt est la masse du corps créant le champ; r; — 2km'/c° son rayon 
de gravitation). D'après les règles générales de résolution de l’équa- 
‘tion d'Hamilton-Jacobi, cherchons S sous la forme: 

_ S= —&8ot+Mp+S,(r), (98,3) 


où l'énergie &, et le moment cinétique M sont constants. Substi- 
tuant dans (98,1), on trouve l'équation 


d'où 
G oo | M? ; 

S, = Î êi es — (me +) e-Y.dr = 

f [ r2(85—mict) + mèctrre 


c2(r—rg)? 


M2 1/2 : 
nes 1] dr. (98,4) 
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On sait que (cf. 1 $ 47) la trajectoire est déterminée par l'équa- 
tion 0S/0M = const, d'où 


= { M dr 
VE EE) 
Cette intégrale se ramène à une vs. elliptique. 

En ce qui concerne le mouvement des planètes dans le champ 
d'attraction du Soleil, la théorie relativiste n’apporte que des cor- 
rections insignifiantes à la théorie de Newton, étant donné que les 
vitesses des planètes sont très petites vis-à-vis de la vitesse de la 
lumière. Ceci se traduit par le fait que dans l'expression sous le 
signe somme de l'équation de la trajectoire (98,5) le rapport ré/r 
est petit, r,; étant le rayon gravitationnel du Soleil !. 

Pour l'étude des corrections relativistes à la trajectoire, il est 
commode de partir de l'expression (98,4) de la partie radiale de 
l’action avant sa dérivation par rapport à M. 

Changeons la variable d’intégration en faisant la substitution 


(98,5) 


r 
N e k 
r(r—rg)=r"?, c'est-à-dire r——&r", 
le second terme sous le radical devenant M°/r'?. Par ailleurs faisons 
dans le premier terme un développement selon les puissances de 
rg/r'; nous obtenons, avec la précision requise: 


s- [T(2en + ) +5 Gène tag) — 
= me ME) | ar. (28,6) 


où, pour abréger, nous avons omis le signe prime de r’ et introduit 
l'énergie non relativiste €’ (sans l'énergie de repos). 

Les termes correctifs dans les coefficients des deux premiers 
termes sous le radical n'interviennent que pour le changement 
du lien, sans intérêt particulier, entre l’énergie et le moment de la 
particule et les paramètres de son orbite newtonienne (une ellipse). 
Mais le changement du coefficient de 1/r° conduit à un phénomène 
plus essentiel: au déplacement (« séculaire ») systématique du 
périhélie de l'orbite. 

Etant donné que la trajectoire est déterminée par l'équation 


. 68, 
PTIM — 
révolution d'une planète sur son orbite est 
d 
A = — 50 Sr 


1 Pour le Soleil r, = 3 km; pour la Terre r, = 0,44 cm. 
E (a 
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où AS, est la variation correspondante de S,. Développant S, selon 
les puissances de la petite correction dans le coefficient de 1/r° 
nous obtenons : 
3m°c?r? 245! 

4M 0M 


AS, = AS — 


où AS” correspond au mouvement sur une ellipse fermée fixe. 
Dérivant cette relation par rapport à M et prenant en considéra- 
tion que 


2 ; 
— 5m Sr = Ap—2n, 
on trouve : 


3rum°c?r? Gnk?2m?m"2 
Apt = nt rs — 


Le second terme représente le déplacement angulaire cherché 6 

de l'ellipse newtonienne pendant la période d’une rotation, c’est-à- 

dire le déplacement du périhélie de l'orbite. En l’exprimant au 

moyen du demi-grand axe a et de l’excentricité de l'ellipse e en 

s’aidant de la formule connue M?/km'm° — a (1 — e?), on obtient :: 

6xkm' es 

= es - (98,7) 

Considérons ensuite le chemin suivi par un rayon lumineux 

dans un champ de gravitation central symétrique. Ce chemin est 
déterminé par l'équation d’eikonale (87,9) 


in 2 2 op, 


8 Oxi ôzk 


se distinguant de l'équation d'Hamilton-Jacobi uniquement par 
le fait que l’on pose dans cette dernière m = 0. On peut donc déduire 
la trajectoire du rayon directement de la formule (98,5) dans laquelle 
on. pose m = 0; il faudra écrire alors au lieu de l'énergie de la par- 
ticule 8, — —0S/ôt la fréquence de la lumière ©, = —@p/01. 
Introduisant de même au lieu de la constante M la constante p 
délinie par p — cM/w,, on obtient: 


VE 


Si l’on néglige les corrections relativistes (r, — 0), cette équa- 
tion donne r = p/cos ®, c’est-à-dire une droite passant à la distance 


1 Les valeurs numériques des déplacements fournis par la formule (98.7) 
pour Mercure et la Terre sont égales respectivement à 43.0” et 3,8” par siècle. 
Les mesures astronomiques donnent les valeurs 43,1” + 0,4” et 5,0” + 1,2”, 
conformes à la théorie. 
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p de l'origine des coordonnées. Pour l'étude des corrections rela- 
tivistes, procédons comme pour le cas précédent. 
On a pour la partie radiale de l’eikonale [cf. (98,4)]1: 


p? 
MORT Vend 


Effectuant des transformations identiques à celles qui ont permis 
de passer de (98,4) à (98,6), on obtient : 


vo= [14% ar. 


Développant à présent l'expression sous le signe somme selon les 
puissances de r./r, on obtient: 


Ÿ = 4 + reCo mn É—S == nl SRE he h—, 


où Ÿ{° répond à un rayon rectiligne classique. 

La variation totale de 1, pour un rayon venant d’un point très 
éloigné de distance R au point le plus proche du centre r = p et 
repartant à la distance À est 


wo 


; 
Aÿr= AS +2 


On obtient la variation correspondante de l'angle polaire œ le long 
du rayon en dérivant par rapport à M = p@s/c: 
Ag= __ 24ÿr m— 


ENS 2rçR 
OM M VER 
Enfin, passant à la limite R—>o et remarquant qu'il correspond 
à un rayon rectiligne Ap= x, on obtient: 


2rg 
ABEATS . 


Cela signifie que, sous l'influence du champ d’attraction, le 
rayon lumineux s’incurve: sa trajectoire est une courbe convexe 
tournée vers le centre (le rayon est « attiré » par le centre), de sorte 
que l'angle entre ses deux asymptotes diffère de x de 


(98,9) 


p cp ? 
en d’autres termes, un rayon de lumière passant à la distance p 
du centre du champ dévie de ô !. 


1 Pour un rayon passant à proximité du Soleil, ôg = 1,75”. 
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$ 99. Référentiel synchrone 


Comme on l’a vu au $ 84, la condition permettant de synchroni- 
ser les horloges en différents points de l'espace se traduit par la 
nullité des composantes g,. du tenseur métrique. Si en outre go — 1, 
la composante temporelle z° — { représente le temps propre en cha- 
que point de l’espace !. Nous appellerons synchrone un référentiel 
satisfaisant aux conditions 


Loo = 1; Box — 0. (99,1) 
L'élément d'intervalle est donné dans un tel référentiel par 
ds® = dt® —,p dre dxb, (29,2) 


les composantes du tenseur de la métrique spatiale coïncidant (au 
signe près) avec £ap: 

YaB= — Lab: (99,3) 

Dans le référentiel synchrone les lignes du temps sont les géo- 

désiques du 4-espace. En effet, le 4-vecteur ui — dz'/ds tangent 

à la ligne d’univers zx!, r°, 2 = const a pour composantes u% — (), 

u9 = 1 et vérifie D Hu l'équation des géodésiques : 


Sp uu Le Di =D: 


car, vu la condition (99,1), les symboles de Christoffel F&, [?, sont 
identiquement nuls. 

Il est facile de voir aussi que ces lignes sont normales à l’hyper- 
surface { — const. En effet, le 4-vecteur normal à une telle surface 
n; — Ôt'ôr' a pour composantes covariantes n, — 0, n, — 1. Les 
composantes contravariantes correspondantes sont aussi n% = O0, 
n° = 1, compte tenu de (99,1); c’est-à-dire qu’elles coïncident avec 
les composantes du 4-vecteur u‘ tangent aux lignes du temps. 

Inversement, on peut se servir de ces propriétés pour la construc- 
tion géométrique d'un référentiel synchrone dans tout espace- 
temps. À cet effet, choisissons pour surface initiale une hypersurface 
du genre espace quelconque, c'est-à-dire une hypersurface dont la 
normale en chaque point est du genre temps (passe dans le cône 
de lumière de sommet en ce point); tous les éléments d'intervalle 
sur une telle hypersurface sont du genre espace. Construisons ensuite 
la famille de géodésiques normales à cette surface. Prenant à pré- 
sent ces géodésiques pour lignes du temps, avec pour la coordonnée 
temporelle £ la longueur s de la géodésique calculée à partir de l’hy- 
persurface initiale, on obtient un référentiel synchrone. 

Il est clair qu’une telle construction, et donc le choix du réfé- 
rentiel synchrone, est toujours possible en principe. 


1 Dans ce paragraphe nous posons c — 1. 
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De plus, ce choix n’est pas univoque. La métrique de la for- 
me (99,2) admet toute transformation des coordonnées spatiales, 
mais n'affectant pas le temps, ainsi que la transformation cor- 
respondant à l'arbitraire dans le choix de l’hypersurface initiale 
dans la construction géométrique indiquée. 

Analytiquement, la transformation permettant de passer dans 
un référentiel synchrone peut être réalisée, en principe, au moyen de 
l'équation d'Hamilton-Jacobi. Le fondement de cette méthode est 
que les trajectoires d’une particule dans un champ gravitationnel 
sont précisément des géodésiques. 

L'équation d'Hamilton-Jacobi pour une particule (de masse 
unité) dans un champ de gravitation s'écrit : 


£ = pe ns, (99,4) 
(nous avons désigné l'action par t). Son intégrale complète s'écrit : 
T=f(Es, zt)+ A4 (Es), (99,5) 


où f est une fonction des quatre coordonnées z! et de trois paramè- 
tres £c: nous supposons que la quatrième constante À est une fonc- 
tion arbitraire des trois ES. + étant ainsi représenté, on peut obtenir 
les équations de la trajectoire de la particule en annulant les déri- 
vées 0t/0E2, c’est-à-dire 


ns 24 
CRT 


Pour tout ensemble de valeurs des paramètres Et, les seconds mem- 
bres des équations (99,6) ont des valeurs constantes déterminées, 
et la ligne d'univers définie par ces équations est une des trajectoi- 
res possibles de la particule. En prenant pour nouvelles coordonnées 
spatiales les Et, qui sont constantes le long des trajectoires, et pour 
coordonnée temporelle, +, nous obtenons le référentiel synchrone, 
les équations (99,5-6) définissant le passage des anciennes coordon- 
nées aux nouvelles. En effet, dans une telle transformation les 
lignes du temps sont automatiquement géodésiques, et elles sont 
de plus normales aux hypersurfaces + = const. Ce dernier point 
résulte d'une analogie mécanique: le 4-vecteur — 0t/ôx', la normale 
à l'hypersurface, coïncide en mécanique avec la 4-impulsion de la 
particule, donc sa direction coïncide avec celle de sa 4-vitesse u', 
qui est tangente à la trajectoire. Enfin, l'observation de la condi- 
tion gs = 1 résulte du fait que la dérivée —6x/ds de l’action le 
long de la trajectoire est la masse de la particule, que nous avons 
prise égale à l'unité; donc | dr/ds | = 1. 

Ecrivons les équations d'Einstein dans le référentiel synchrone 
en y séparant les opérations de dérivation spatiale et de dérivation 
temporelle. 


25—249 
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Introduisons la notation 
ÔVaB u 
KaB=— 5 (99,7) 


pour les dérivées du tenseur métrique tridimensionnel par rapport 
au temps; ces quantités constituent elles-mêmes un tenseur tridi- 
mensionnel. Toutes les opérations de déplacement des indices de 
as et ses dérivations covariantes se feront dans ce qui suit dans 
l'espace à trois dimensions de métrique Yag !. Notons que la somme 


#a est la dérivée logarithmiquè du déterminant y = | yes | = —g 
de L d 
42 = vb = = In. (99,8) 
Pour les Christoffels on trouve les expressions : 
Too = T$0= lie — 0, 
1 i 
Tas= ton Los xf, Téy= fn (99,9) 


les Aÿy étant les Christoffels à trois dimensions déduits de y,8. Le 
calcul fait en vertu de (92,10) conduit aux expressions suivantes 
pour les composantes de R;; : 


1 9 1 
Ro= —7 7 He — rx Ron = 3 CE: — #8. a); 
1 9 1 
Ras = Pas T> Dr “a a D Fa (Xa%y — 2x2 4py). (99,10) 


Pas est ici le tenseur de Ricci tridimensionnel construit à partir 
de Yes tout comme R,, se construit à partir des g;,; l'élévation de 
ses indices est aussi faite ci-dessous au moyen de la métrique 
tridimensionnelle Y:8. 

 Ecrivons les équations d’Einstein en composantes mixtes: 


°  Ri= nr (ri—+T), (99,11) 
SR + Gé. ni a)=8nÀTe, (99,12) 
R$ = _ pi + 2 (VyrË) = 87 (T£ — + oËT). (99,13) 


2 ri 
Une propriété caractéristique des référentiels synchrones est 
qu'ils ne sont pas stationnaires: dans un référentiel synchrone le 
! Mais ceci ne concerne pas, certes, la manipulation des indices des com- 
posantes spatiales des 4-tenseurs R;,, T;, (comparer note p. 332). Ainsi, TÉ 
aura, comme auparavant, pour expression VTT ya + £Toa08 laquelle se ramè- 
ne dans le cas donné à gPŸT et diffère par le signe de yPYT.. 
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champ gravitationnel ne saurait être constant. En effet, on aurait 
dans un champ constant #8 = 0. Or, en présence de matière l'annu- 
lation de tous les x,8 contredirait de toute façon l'équation (99,11) 
(dont le second membre n'est pas nul). Si l’espace était vide, on 
déduirait de (99,13) que tous les Pe8, et donc toutes les composantes 
du tenseur de courbure tridimensionnel P,gy,s, s'annulent, c'est-à- 
dire qu'il n’y a pas de champ (dans un référentiel synchrone, lorsque 
la métrique spatiale est euclidienne, l'espace-temps est plan). 

Dans le même temps, la matière emplissant l'espace ne peut, en 
général, être au repos par rapport au référentiel synchrone, car les 
particules de la matière, où s'exercent des forces de pression, ne 
décrivent pas, en général, des géodésiques d'univers; or. la ligne 
d'univers d’une particule en repos est une ligne de temps, qui est 
une géodésique dans un référentiel synchrone. Fait exception le 
cas de la matière « incohérente » (p — 0). N'interagissant pas, ses 
particules décrivent des géodésiques d'univers; si bien que dans 
ce cas la condition de synchronisme du référentiel ne contredit pas 
la condition de son «comouvement» avec la matière !. Pour les 
autres équations d'état une siluation analogue ne peut se présenter 
que dans des cas particuliers, lorsque le gradient de pression est 
nul dans toutes les directions ou dans certaines directions. 

On peut montrer à partir de l'équation (99,11) que le détermi- 
nant —g = y du tenseur métrique dans le référentiel synchrone 
s'annule forcément au bout d’un temps fini. 

Notons pour cela que l'expression au second membre de cette 
équation est positive quelle que soit la distribution de matière. 
En effet, dans le référentiel synchrone on a pour le tenseur d'éner- 
gie-impulsion (94,9): 


1 1 Le)v? 
Ts T=g(e+3p)+ ie 


Îles composantes de la 4-vitesse sont prises dans (88,14)]; il est 
évident que cette quantité est positive. La même chose vaut pour 
le tenseur d’énergie-impulsion du champ électromagnétique (T = 0, 


! Mais même dans ce cas le choix d’un « référentiel en comouvement syn- 
chrone » n’est possible que si la matière se meut « sans tourner ». Dans le systè- 
me en comouvement les composantes contravariantes de la 4-vitesse s'écrivent 
u® = 1, u® = 0. Si le référentiel est, par ailleurs, synchrone. on a aussi pour 
les composantes covariantes u9 — 1. u, — 0, de sorte que son 4-rotationnel 


du; OUR 


oz" oa nn. 


UisR Up ET 


Mais cette égalité tensorielle devra alors être vraie dans n'importe quel autre 
référentiel. Ainsi, dans un référentiel synchrone mais non en comouvement 
on en déduit la condition rot v = 0 pour la vitesse tridimensionnelle v. 


25+ 
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T; est la densité d'énergie positive du champ). Ainsi donc, on 
déduit de (99,11): 


—R=+ ae + LxËxE < 0 (99,14) 


(l'égalité a lieu dans le vide). 
En vertu de l'inégalité algébrique! : 


xpul > + (8) 
on peut recopier (99,14) sous la forme : 
6] 1 
37 a + (x)? < 0 


ou A i 
(] = 
ER E (99,15) 


Soit, par exemple, #4 >> 0 à un certain instant. Alors, lorsque !t 
q 


décroît, 1/xa décroît ayant toujours une dérivée finie (non nulle), 
si bien qu’il doit s’annuler (du côté positif) au bout d'un temps 
fini. En d’autres termes, x devient oo, et comme %a — 0 In y/0t, 
cela signifie que le déterminant y s’annule [ceci, en vertu de (99,15), 
pas plus vite que tf]. Si l’on avait à l'instant initial xG <0, on 
obtiendrait le même résultat pour les £ croissants. 

Toutefois, ce résultat ne prouve nullement l'existence inévitable 
d'une vraie singularité, physique, dans la métrique. Seule sera 
singularité physique une singularité propre à l’espace-temps en 
tant que tel et non liée au caractère du référentiel choisi (une telle 
singularité doit être caractérisée par le fait que les quantités scalai- 
res : densité de la matière, invariants du tenseur de courbure, devien- 
nept infinies). Pour ce qui est de la singularité dans le référentiel 
sypchrone, dont nous avons montré qu’elle est inévitable, elle est 
-en réalité, dans le cas général, fictive et elle s'évanouit quand on 
passe dans un autre référentiel (non synchrone). Des considérations 
gébmétriques simples montrent quelle est son origine. 

Nous avons vu plus haut que la construction du système syn- 
chrone se ramène à la construction d’une famille de géodésiques 
orthogonales à une hypersurface du genre espace quelconque. Or, 
les géodésiques d’une famille arbitraire se coupent en général sur 
certaines hypersurfaces enveloppes, lesquelles sont des analogues 
quadridimensionnels des caustiques de l'optique géométrique. C'est 
cette intersection des lignes de coordonnées qui donne la singularité 


1 Il est facile de la vérifier en réduisant le tenseur 28 (à tout instant donné) 
à la forme diagonale. 
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dans la métrique du système de coordonnées envisagé. Ainsi donc, 
c'est une cause géométrique qui donne naissance à la singularité, 
qui est liée aux propriétés spécifiques du référentiel synchrone et qui 
n’a donc pas de caractère physique. Une métrique arbitraire du 
4-espace admet aussi, en général, l’existence de familles de géodé- 
siques du genre temps qui ne se coupent pas. L'annulation certaine 
du déterminant y dans le référentiel synchrone signifie que les 
propriétés de courbure (exprimées par l'inégalité R5> 0) de l’es- 
pace-temps réel (non plan), propriétés permises par les équations du 
champ, rendent impossible l'existence de telles familles, si bien 
que les lignes du temps se coupent forcément entre elles dans tout 
référentiel synchrone 1. 

Nous avons déjà dit plus haut que pour la matière incohérente 
(p = 0) le référentiel synchrone peut être simultanément un réfé- 
rentiel en comouvement. Dans ce cas la densité de la matière devient 
infinie sur la caustique — tout simplement en tant que résultat 
d’intersection de trajectoires d’univers de particules, confondues 
avec les lignes du temps. Toutefois, il est clair que cette singularité 
de la densité se lève dès qu’on introduit une pression de la matière 
tant soit peu petite, mais non nulle, et, en ce sens, cette singula- 
rité est, elle aussi, dénuée de caractère physique. 


Problèmes 


1. Trouver la forme du développement des équations du champ de gravi- 
tation dans le vide au voisinage d'un point non singulier, régulier par rapport 
au temps. 


1 Pour la construction analytique de la métrique au voisinage de la sin- 
gularité fictive dans le référentiel synchrone. voir E. Lifchitz. V. Sudakor, 
1. Khalatnikov, J. Phys. Expér. Théor. (JETF), 40, 1847, 1961 (en russe); 
Soviet Phys. (JETP), 13, 1298, 1962 (en anglais). 

Le caractère général de cette métrique est clair par des considérations 
géométriques. Comme l'hypersurface caustique contient certainement des 
intervalles du genre temps (les éléments de longueur des géodésiques du temps 
à leurs points de tangence avec la caustique), elle n'est pas du genre espace. 
Ensuite, sur la cutaue s’annule l’une des valeurs principales du tenseur 
métrique y en raison de l'annulation de la distance (ô) entre deux géodésiques 
voisines, lesquelles se coupent en leur point de tangence avec la caustique. 
à s'annule proportionnellement à la première puissance de la distance (!) au 
point d’intersection. Ceci étant, la valeur principale du tenseur métrique, 
et avec elle le déterminant y, s’annule comme À. 

Le référentiel synchrone peut aussi bien être construit de sorte que les 
lignes du rt se coupent sur une variété de points à un nombre de dimensions 
inférieur à celui d'une hypersurface : sur une surface à deux dimensions, qu'on 
appelle surface focale de la famille correspondante de géodésiques. Pour la 
construction analytique d’une telle métrique, cf. V. Bélinski, 1. Khalatnikov, 
J. Phys. Expér. Théor. (JETF), 49, 1000, 1965 (en russe). 
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Solution. Convenant de choisir le point temporel envisagé pour origi- 
ne des temps, nous chercherons y, sous la forme: 


Vas = 408 + tbap + la +... (1) 


Gap bapr Cas étant des fonctions des coordonnées spatiales. A cette même 
approximation. le tenseur inverse s'écrit : 


VB ant 1008 + ee (b2VOE — AP), 


a%B étant l'inverse de aug. et l'élévation des indices des autres tenseurs se 
faisant au moyen de at, On a ensuite : 


#aB = bag + 2Cofs xB = pô +t (2h — baybPŸ). 
Les équations d'Einstein (99,11-13) conduisent aux relations suivantes : 
1 
Ri=—c+- 060$ —0, (2) 
0 1 3 
RS (É. 8—b;a)+t [a+ 036), at 8+ 
1 1 
+020. ]=0  @ 
Î 1 
RÊ = —PÊ —— bÉb4-- Yo — c£ =0 (4) 
( = b%, c = cg). La dérivation covariante est faite ici dans l’espace à trois 
dimensions de métrique a,8; par cette même métrique est défini le tenseur P,g. 


Les coefficients c,$ sont complètement déterminés à partir de (4) d'après 
ag et bag. Après quoi (2) donne la relation 


1 1 E: 
P+Tr bre CA =0. (5) 

Les termes d'ordre zéro dans (3) donnent : 
pb. (6) 


En ce qui concerne les termes —t dans cette équation, lorsqu'on utilise (5) et 
(6) [etl’identité pb, 8=+ P: - ; comparer (92,13)], ils s'annulent identiquement. 


f Ainsi, les douze quantités ag, bg sont liées entre elles par la relation (5) 
et les trois relations (6), de sorte qu’il reste huit fonctions arbitraires des trois 
coordonnées spatiales. Trois de ces fonctions sont dues à la possibilité de soumet- 
tre les trois coordonnées spatiales à des transformations arbitraires, et une autre 

à-Tarbitraire dans le choix de l’hypersurface initiale lors de la construction 
du référentiel synchrone. Il reste, comme il se doit (cf. fin $ 95), quatre fonc- 
tions arbitraires « physiquement différentes ». 

2. Calculer les composantes du tenseur de courbure R;,, dans un réfé- 
rentiel synchrone. 

Solution. À l'aide des Christoffels (99,9), on obtient d’après la for- 
mule (92,4) : 


1 
Raprô = — Papye +7 (tas%py — Xaykpe). 


Î 
Rocpy = D ay: B — *aB: nÉ 
1 9 
Roaop = Ta 8 —z Xay%ÿ, 
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Pagys étant le tenseur de courbure tridimensionnel correspondant à la métrique 
spatiale tridimensionnelle 4. 

3. Trouver la forme générale de la transformation infinitésimale n'affectant 
pas le svnchronismce du référentiel. 

Solution. La transformation a la forme: 


t—t+p(zl, 22, x), CRE e  - (z1, 2, z3, 1), 


où æ, £* sont des quantités petites. L'observation de la condition go = 1 est 
assurée par le fait que œ est indépendante de t, et l’observation de la condition 
&ox = 0 exige que soient vérifiées les équations 


EP ôp 
Bu 5e 
ôrt 
d'où à 
= | VÊ di+fT (rt, 22,23), (1) 


les j* étant de nouveau des quantités petites (constituant un vecteur tridi- 
mensionnel f). Alors, le tenseur métrique spatia) yag est remplacé par 
Ya > Vas + Eu: 8 + bp: & — Aus (2) 
{ce dont on s'assure aisément à l'aide de la formule (94,3)]. 
La transformation contient, comme il se doit, quatre fonctions arbitraires 
(petites) des coordonnées spatiales , f°. 


$ 100. Collapse gravitationnel 


Dans la métrique schwarzschildienne (97,14) go s’annule et 
&n devient infinie pour r = r, (sur la « sphère schwarzschildienne »). 
On serait tenté de croire à Ja présence d’une singularité dans la 
métrique spatio-temporelle et de conclure ensuite l'impossibilité 
de l'existence de corps de « rayon » (pour une masse donnée) infé- 
rieur au rayon gravitationnel. Mais, en réalité, de telles conclusions 
seraient erronées. C’est ce que montre déjà le fait que le déterminant 
g—= —rt sin? 6 ne présente pas de singularité pour r = rg, de 
sorte que la condition g << 0 (82,3) n’est pas violée. Nous verrons 
qu’en fait nous n’avons affaire qu’à l'impossibilité de réaliser pour 
r < rg le référentiel correspondant. 

Pour expliciter le vrai caractère de la métrique spatio-temporelle 
dans ce domaine, faisons une transformation des coordonnées 
de la forme: 


actes [A nr : (100,1) 
r r 


1 Ceci a été fait pour la première fois par D. Finkelstein (1958) à l'aide 
d’une autre transformation. La métrique concrète (100,3) a été trouvée en 
d'autres circonstances par G. Lemaître (1938), et en relation avec la question 
posée, par Y. Rylou (1961). 
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Alors 
1 Æ 


dt = 5 (dr — jf R?) — 1° (46° + sin? 0 dq*). 


On lève la singularité pour r = r, en choisissant f (r) de façon à 


avoir f(rg) = 1. Si l'on pose f (r) = Vrifr, le nouveau système 
de coordonnées sera en même temps synchrone (grr = 1). Choisis- 
sant d’abord, pour fixer les id les signes supérieurs dans (100,1), 


on aura: 
Re fs rar ets A 
a , 


lee 


r= : (R … rs (100,2) 


(la constante d'intégration dépendant de l'origine des temps + est 
prise égale à zéro). L'élément d'intervalle est 


ds = ce dr É(R— c)] "5 (d92-+-sin° 0 dy*). 
ct 


ou 


(100,3) 
Dans ces coordonnées la singularité sur la sphère schwarzschil- 
dienne [à laquelle correspond ici l'égalité à (R — ct) = r$] n'existe 


pas. La coordonnée R est partout spatiale et t, temporelle. La métri- 
que (100,3) n’est pas stationnaire. Ainsi que dans tout référentiel 
synchrone, les lignes du temps sont des géodésiques dans ce système 
de coordonnées. En d’autres termes, les particules « d’épreuve » 
au repos dans ce référentiel sont des particules en mouvement libre 
dans un champ donné. 

A des valeurs données de r correspondent des lignes d'univers 
R — ct = const (des obliques sur le diagramme de la fig. 20). 
Pour ce qui est des lignes d'’univers des particules au repos par rap- 
port au référentiel, elles sont représentées sur ce diagramme par 
des verticales; décrivant ces verticales, au bout d’un intervalle 
fini de temps propre, les particules « tombent » sur le centre du 
champ (r — 0), lequel centre est un point de singularité réelle de 
la métrique. 

Considérons la propagation de signaux lumineux radiaux. 
L'équation ds® — 0 (pour 6, — const) donne pour la dérivée dr/dR : 


dt Î r 
CR ÈFI nm SF: rue 
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les deux signes répondent aux deux frontières du cône de « lumière » 
de sommet au point d'univers donné. Pour r > r, (le point a sur la 
fig. 20) la pente de ces frontières | cdt/dR | 1, de sorte que la 
droite r — const (le long de laquelle cdt/dR = 1) passe dans le 
cône. Par contre dans le domaine r <r,; (le point a’), on a 
|cdx/dR | > 1, de sorte que la droite r — const — ligne d’univers- 
de la particule immobile (par rapport au centre du champ) — passe- 
en dehors du cône. Les deux 
frontières du cône coupent à 
distance finie la ligne r = 0 
qu'elles approchent verticale- 
ment. Etant donné que des 
événements liés de cause à effet 
ne peuvent être situés sur une 
ligne d’univers en dehors du 
cône de lumière, il en résulte 
que dans le domaine r <r4 
nulle particule ne saurait être 
immobile. Tous signaux et 
interactions, quels qu'ils 
soient, se propagent ici en 
direction du centre, qu'ils 
atteignent au bout d’un temps 
fini +. 

De même, prenant dans la 
transformation (100,1) les si- Fig. 20 
gnes inférieurs, nous aurions 
un référentiel en « dilatation » dont la métrique diffère de (100,3} 
par l’inversion du signe de +. Elle répond à un espace-temps où 
(dans le domaine r < r;) le repos est, comme auparavant, impos- 
sible, mais tous les signaux fuient le centre. 

Les résultats exposés peuvent s'appliquer à la question du com- 
portement des corps massifs en Relativité générale !. 

L'étude des conditions relativistes d'équilibre d’un corps sphé- 
rique montre que pour un corps de masse suffisamment grande l’état 
d’équilibre statique peut ne pas exister (cf. V $ 111). Il est a priori 
évident qu’un tel corps doit indéfiniment se comprimer (c'est ce- 
qu’on appelle collapse de gravitation) *. 

Dans le référentiel galiléen à l'infini [métrique (97,14)], non 
lié au corps, le rayon du corps central ne peut être inférieur à r,. 


1 Mettons en garde contre l'application aux particules élémentaires: 
la théoric tout entière exposée dans ce livre cesse de s'appliquer déjà pour des 
dimensions —#/me, lesquelles dépassent un grand nombre (104%) de fois km/c2. 

2 Les principales propriétés de ce phénonène ont été explicitées pour la 
première fois par Oppenheimer et Snyder (1939). 
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C'est dire qu'à l'horloge { d’un observateur éloigné le rayon du corps 
qui se comprime ne peut tendre vers le rayon gravitationnel qu'asymp- 
totiquement pour { —+ œ. Il est facile de trouver la loi limite de 
cette approximation. 

Une particule à la surface du corps qui se comprime se trouve 
tout le temps dans le champ de gravitation d'une masse constante m 
{de la masse totale du corps). Lorsque r —+ r,, les forces de gravi- 
tation deviennent très grandes; pour ce qui est de la densité du 
corps (et donc de la pression), elle reste finie. Ceci étant, faisant 
abstraction des forces de pression, nous ramènerons la détermination 
de la dépendance r = r (t{) du rayon du corps par rapport au temps 
à l'examen de la chute libre d’une particule d’épreuve dans le champ 
de la masse m. 

La dépendance r(f) pour la chute dans le champ schwarz- 
schildien peut se déduire (dans la méthode d’'Hamilton-Jacobi) 
de l'égalité 0S/0€, = const, d'action S définie par (98,3-4), et le 
moment M — O0 pour un mouvement purement radial. De cette 
façon, on obtient: 


CS a (100,5) 
re 


mc? or 


(pour abréger, l'indice dans &, a été omis). Cette intégrale diverge 
lorsque r—>r, comme r,ln(r—rg). D'où la loi asymptotique: 


ct 


r—rç=conste ‘8. (100,6) 


Bien que la vitesse de la compression observée de l’extérieur 
s’annule asymptotiquement, la vitesse v des particules qui tombent, 
esurée dans leur temps propre, croît par contre et tend vers la 
ditde de la lumière. En effet, en vertu de la définition (88,10): 


CE = # +) 
ne v Ste (+ 4 


Prenant gn et 860 dans (97,14) et dr/dt dans (100,5), on trouve que 
L —+ c°. 

L'approche du rayon gravitationnel, qui exige un temps infini 
à l'horloge d'un observateur extérieur, ne demande qu'un intervalle 
fini de temps propre (temps dans le référentiel en comouvement 
avec le corps). Ceci résulte clairement de l'analyse générale faite 
plus haut, mais on peut s’en assurer aussi bien directement en cal- 


<ulant le temps propre t en tant qu'intégrale invariante _ i ds. 
Faisant le calcul dans le référentiel schwarzschildien et prenant 
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pour la particule tombante dr/dt dans (100,5), il vient: 


ele ee 


Cette intégrale converge lorsque r —+ rs. 

Ayant atteint (dans son temps propre) le rayon gravitationnel, 
le corps continue de se comprimer, et toutes ses particules attei- 
gnent le centre au bout d’un temps propre fini. Toutefois, ce proces- 
sus n'est pas observable à partir d'un référentiel extérieur: nous 
avons vu qu'aucun signal ne peut sortir (dans le référentiel « en com- 
pression ») de la sphère schwarzschildienne. 

Par rapport à un observateur extérieur la compression vers le 
rayon gravitationnel est accompagnée de l’« autofermeture » du corps. 
Le temps de propagation des signaux envoyés du corps tend vers 
l'infini: pour un signal lumineux cdt = dr/(1 — r,/r) et l'intégrale 

Æ dr 
= | L—rgir 
{de même que l'intégrale (100,5)] diverge lorsque r + r.. Les inter- 
valles de temps propre à la surface du corps sont contractés par 
rapport aux intervalles de temps ?{ d’un observateur éloigné dans 
le rapport À — r;/r; par conséquent, lorsque r —+ r,, tous les pro- 
cessus se déroulant sur le corps « se figent » par rapport à un obser- 
vateur extérieur. Un tel corps « figé» n'interagit avec les corps 
environnants que par son champ gravitationnel statique. 

La question du collapse gravitationnel des corps non sphériques 
est encore loin d'être explicitée à ce jour. On peut vraisemblable- 
ment affirmer qu'aux faibles écarts à la sphéricité le collapse conduit 
(par rapport au référentiel d’un observateur extérieur) au même état 
de corps « figé », et dans un référentiel en comouvement, au passage 
sous la sphère schwarzschildienne ; mais le destin ultérieur du corps 
dans le référentiel en comouvement n’est pas clair !. 

En conclusion, faisons encore une remarque de caractère métho- 
dologique. Nous avons vu que dans un champ central dans le vide 
le « référentiel de l’observateur extérieur » inertiel à l'infini n'est 
pas complet : il n’y a pas de place pour les lignes d’univers des par- 
ticules en mouvement dans la sphère schwarzschildienne. Pour ce 
qui est de la métrique (100,3), elle s'applique aussi bien dans la 
sphère schwarzschildienne, mais ce référentiel lui aussi n'est pas 
complet en un certain sens. En effet, considérons dans ce référentiel 
une particule fuyant radialement le centre. Lorsque t — o, sa ligne 


1 Cf. A. Dorochkévitch, J. Zeldovitch. 1. Norikor, J. Phys. Expér. Théor. 
(ETF), 49, 170. 1965 (en russe). 
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d'univers s’en va à l'infini, et lorsque t —— —co, elle doit tendre 
asymptotiquement vers r —r£, puisque dans la métrique donnée 
le mouvement dans la sphère schwarzschildienne ne peut s'effectuer 
que vers le centre. Par ailleurs, le mouvement de la particule de 
r =r£ à n'importe quel point donné r >r, se fait au cours d’un 
temps propre fini. Si bien que, dans son temps propre, la particule 
doit s'approcher de la sphère schwarzschildienne de l'intérieur 
avant de commencer son mouvement à l'extérieur de ladite sphère; 
mais cette phase de l'évolution de la particule échappe au référen- 
tiel donné t. 

Soulignons, toutefois, que cette lacune n'apparaît que si l'on 
considère formellement que la métrique est celle d’un champ créé 
par une masse ponctuelle. Dans un problème physique réel, disons 
celui du collapse d'un corps étendu, il n’y pas de lacune: la solu- 
tion qui s'obtient en raccordant la métrique (100,3) avec la solu- 
tion dans la matière sera, bien entendu, complète et décrira l’évo- 
lution tout entière de tous les mouvements possibles des particules 
(les lignes d’univers des particules se mouvant dans le domaine 
r >r, S'éloignant du centre commencent alors forcément à la surface 
de la boule avant sa compression sous la sphère schwarzschildienne). 


Problèmes 


1. Trouver l'intervalle des distances auxquelles est possible le mouvement 
d'une particule sur des orbites circulaires dans le champ d'un corps sphérique 
comprimé jusqu’à son rayon gravitationnel (S. Kaplan. 1949). 

Solution. La sep ranee r= r(t) pour une particule en mouvement 
dans le champ schwarzschildien avec un moment non nul M4 s'obtient de la 
même façon que (100,5); sous forme différentielle : 


1 dr __ mc? < £ \2 Tg M2 M2re 
HE V | Jets 0 


{ —_— 


[2 
(n est la masse de la particule, rg le rayon gravitationnel du corps central). 
Annulant l'expression sous le radical dans (1), on obtient une fonction $ (r) 
jouant ici le rôle de la courbure potentielle de la théorie non relativiste; ces 
courbes sont représentées sur la fig. 21 pour diverses valeurs de M. 

Les rayons des orbites circulaires et les énergies correspondantes de la 
particule sont déterminés par les extrema des courbes, les minima répondant 
aux orbites stables, et les maxima, aux orbites instables. Pour M > V3 mcrg 
chaque courbe présente un minimum ct un maximum. Lorsque M croît de 
7/3 mer, à l'infini, les coordonnées des minima croissent de 3r, à l'infini (et les 


s 


énergies correspondantes de V/8/9 mc® à mc?); les coordonnées des maxima 


décroissent de 3r, à 3r4/2 (et les énergies correspondantes croissent de V8/9 mc? 
à l'infini). Pour r < 3r,/2 les orbites circulaires n'existent pas. 


! La construction d’un référentiel exempt de cette lacune fait l'objet 
du problème 5 à la fin de ce paragraphe. 
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2. Trouver pour le mouvement dans le même champ la section de la cap- 
ture gravitationnelle de particules tombant à l'infini a) non relativistes, b) ultra- 
relativistes (J. Zeldovitch et 1. Novikor, 1964). 

Solution. a) Pour la vitesse non relativiste (à l'infini) & l'énergie 
de la particule est $ Æ mc°. La fig. 21 montre que la droite $# — mc° est située 
au-dessus de toutes les courbes potentielles dont les moments M << 2mecry, 
c'est-à-dire dont les paramètres d'impact p << 2crg/v. Toutes les particules 


&/mc? 


Fig. 21 


ayant de tels p sont gravitationnellement capturées : elles atteignent (asympto- 
tiquement, pour { —+ o) la sphère schwarzschildienne sans repartir à l'infini. 
La section de capture est 


b) Dans l'équation (1) du problème 1 le passage à une particule ultrarela- 
tiviste (ou à un rayon lumineux) est réalisé par la substitution m — 0. Intro- 
duisant de même le paramètre d'impact p = cM/6, il vient: 


Annulant l'expression sous le radical, on obtient la distance minimum au 
centre, min, à laquelle passe l'orbite. La plus petite valeur de rnin (qui vant 
min = 3/g/2) est atteinte pour p — 3V37r,/2; pour des p moindres la parti- 
cule tombe sur la sphère schwarzschildienne. D'où la section de capture 
= 27 ar? 
ak 
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3. Déduire les équations d’un champ gravitationnel central symétrique 
dans la matière dans le référentiel en comouvement. 

Solution. Nous nous servirons de deux transformations possibles 
des coordonnées r, : dans l'élément d'intervalle (97,1) pour, primo, annuler 
en chaque point le coefficient a (r, t) de drdt et, secundo, annuler en chaque 
point la vitesse radiale de la matière (les autres composantes de la vitesse sont 
inexistantes en vertu de la symétrie centrale). Après quoi, les coordonnées r et £ 
peuvent encore subir une transformation arbitraire de la forme r = r (r’), t = 
= t(1). 

Désignons la coordonnée radiale et le temps ainsi choisis par R et +, et les 


coefficients k, k, L respectivement pag eh, el, 8 (à, u, v sont des fonctions 


de R et t). Il vient alors pour l'élément d'intervalle: 
ds? = c2eŸ dr? — e* dR2— eh (d02+ sin? 8 dp?). (1) 


Les composantes du tenseur d'énergie-impulsion valent dans le référentiel en 
comouvement : 
Tè=e, Ti=Ti=Ti— — P. 


= 
ra 


Un calcul assez long donne les équations du champ: 


Sak Sxrk ne 72 5, Sy fes ,Àse.. Care, 2 
_ dé Ti=— p= e 1 (Euv)-e (uv +T ut) —e ke, (2 


ci ct El 
8ak = Sak { _ ” , « va AN 97 1, 
TE pe À (ENT VE Op UE pUAU VAE v) + 
+R En hs un), (3) 


Sa ak : pa Lys, ut : 
de PRE»; À (ur us )}++e : (ist) 4e", (4 


Sak Ll _ ®, ne à D, OM 
= Th=0=e} (u'+ pu —Âp—vp) (5) 


(l'accent désigne la dérivation par rapport à R, et le point, par rapport à ct). 

On établit aisément plusieurs relations générales pour À, pu, v à partir 
des équations TÀ. , — 0 contenues dans les équations du champ. Utilisant 
la! formule (86,11), on obtient deux équations suivantes: 


, . 2 2p° 
À u= — Ne 6 
42 TS Tp+e" pe ® 
Si l’on connaît p en fonction de e, les équations (6) s’intègrent sous la forme : 
de dp 
TEE =— —— a 
À+2u= 2 À Her (R), v 2 prete (t), (7) 


les fonctions f, (R) et f: (rt) pouvant être arbitrairement choisies en vertu de la 
possibilité déjà mentionnée de transformations arbitraires de la forme R — 
= R(R), T= 7T(r). 

4. Trouver la solution générale des équations d’Einstein d’un champ 
central symétrique en référentiel en comouvement pour la matière incohérente, 
c'est-à-dire pour p = O0 (AR. Tolman, 1934) 1. 


1 On pose c = 1 dans les problèmes 4 et 5. 
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Solution. Les équations (6) montrent que, pour p = 0, on peut poser 

v = 0, d’où le choix univoque du temps + (en d'autres termes, le référentiel 

ut être pris en comouvement et simultanément synchrone, conformément 

; l'affirmation générale de la page 387). Introduisons au lieu de u (A, +) la 
onction 


DIF 


r(R,Tt)=e"*, 


qui représente le «rayon » défini de telle sorte que 2nr est la longueur do la 
circonférence (de centre à l'origine des coordonnées); alors l'élément 
d’intervalle 


ds? = dr? — € dR?—r2 (R, tv) (482 + sin? 6 dp?). 


L'équation (5) prend la forme Âr=2r et s'intègre directement par rapport 
au temps ; elle donne : 


2 


À r 
= ; 8 
Î(R) étant une fonction arbitraire soumise à la seule condition 1+7/f>0. 


Substituant cette expression dans (2) [la substitution dans (3) ne donne rien 
de nouveau], il vient : 


2rr+r2—f=0. 
Cette équation a pour intégrale première 


es (m+1®, ® 


F(R) étant une nouvelle fonction arbitraire. Intégrant une nouvelle fois, 
on obtient : 


Fo (D—r=+ VER Fr Ash Ve pourf>0, 
ec F un / À 
To (R)—T=— IRAN TRE sin —— pour f<0, (10) 
Fr ()"° F3 (xo— 1)" pour f—0. 


Dans les deux premiers cas la dépendance r (A, t) peut aussi s'écrire sous 
forme paramétrique : 


r= + (chn— 1), tot" (sh n—1) pour > 0 
3f 2f'2 ({Ua) 
F : 
r= ti cos n), Serre 


n étant le paramètre. Pour e on obtient en substituant (8) dans () ct en 
éliminant f à l’aide de (9): 
F’ 
Bnke = . (11) 
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Les formules (8-11) déterminent la solution générale cherchée. Notons 
qu'elle dépend, en fait, non pas de trois fonctions arbitraires, mais de deux 
seulement qui donnent un lien entre f, F, t, puisque la coordonnée R elle- 
même peut subir encore une transformation arbitraire R = R (R’). Ce nombre 
correspond précisément au nombre maximum dans le cas donné de fonctions 
arbitraires « physiquement distinctes » (cf. p. 366): la distribution centrale 
symétrique de matière est donnée par deux quantités (les distributions de la 
densité et de la vitesse radiale), alors qu'il ne saurait exister de champ de gra- 
“vitation libre à symétrie centrale. 

Le signe pal dans la solution (10) est choisi de telle sorte qu'à la com- 
pression de la boule corresponde + — 79 —+ -+ 0. La solution complète du problè- 
me du collapse de la boule exige la considération concrète des conditions ini- 
tiales et le « raccordement » à la frontière de la boule avec la solution schwarz- 
-schildienne pour l’espace vide. Mais le caractère limite de la métrique dans 
da boule résulte directement des formules écrites. 

Pour t—+ To (R) la fonction r (R, t) tend vers zéro suivant la loi 


et e} vers l'infini comme 


à 2 2/3 vi2F2'3 1 
" = ( ) 1+7/ (to— T)*/3 ° 


3 
Cela signifie que toutes les distances radiales (dans le référentiel envisagé en 
comouvement) tendent vers l'infini, ct les distances circonférentielles vers 
zéro, tous les volumes tendant aussi vers zéro (comme t — +9) 1. En conséquence, 
Ja densité de la matière croît indéfiniment : 


8nk a 
TS . 

TER SFr (to — 1) 
Ainsi donc en conformité avec ce qui a été dit dans le texte, il y a collapse 
de toute la distribution de matière vers le centre ©. 

Dans le cas particulier où la fonction to (R) = const (alors que toutes les 
pce de la boule atteignent simultanément le centre), la métrique dans 
4 boule a un autre caractère. Dans ce cas 


2 (IV ës À (2\%  F° ii 
#e(s) F3 (to—Tt)'3, e <(+) PILOTES EURE. , 
sÆ 4 
SRE SE met 


1 La géométric dans un « plan » passant par le centre est alors telle qu'elle 
serait sur une surface de révolution conique s'étirant au cours du temps suivant 
ses génératrices et se contractant simultanément suivant toutes ses circonfé- 
rences. 

2 Bien entendu, pour € + © l'hypothèse que la matière est incohérente 
est physiquement inadéquate et il y aura lieu d'utiliser l'équation d’état ultra- 
relativiste p = e/3. Il se trouve que le caractère général de la compression 
ne dépend pas, dans une grande mesure, de l'équation d'état [cf. £. Lifchit:, 
1. Khalatnikov, J. Phys. Expér. Théor. (JETF), 39, 149, 1960 (en russe) ; Soviet 
Phys. (JETP), 12, 108, 558, 1961 (en anglais)]. 


COLLAPSE GRAVITATIONNEL 401 


c'est-à-dire que pour + —+ 7% toutes les distances, circonférentielles et radiales, 
tendent vers zéro suivant la même loi [— (to—1)?/?]; la densité de la matière 
es vers l'infini comme (to — *)"?, et sa distribution devient homogène à la 
imite. 
Le cas T% = const contient, notamment, le collapse d'une boule complète- 
ment homogène. Posant (par exemple, pour f >> 0) F/2f%/2 = ap, f= sh°?R 
(& étant une constante), on obtient la métrique 


ds? = dr? — a2 (x) [dR2+ 8h? R (d02+- sin? 6 dp°)], 
la dépendance a (t) étant donnée par les équations paramétriques 
a=ap(chn—1), To—Tt=ao(sh n—n). 
La densité est alors 


8nke — 020 : 

a 

Cette solution coïncide avec la métrique d'un univers complètement rempli 
de matière homogène ($ 109) — résultat très naturel, puisqu'une sphère décou- 
pée dans une distribution homogène de matière est douée 4 symétrie centrale. 

5. Par un choix convenable des fonctions F, f, to dans la solution de Tol- 
man (prob. 4) construire le référentiel le plus complet pour le champ d'une 
masse ponctuelle 1. 

Solution. Pour F = const & 0, on déduit de (11) e — 0, de sorte 
que la solution concerne l’espace vide, c’est-à-dire qu’elle décrit le champ créé 
par une masse ponctuelle (située au centre, lequel est un point singulier de la 
PH EL Ainsi, posant F = 1, f = 0, to (R) = R, on obtient la métrique 

13) ?. 

Pour atteindre le but fixé, il faut partir d'une solution qui contiendrait 
aussi bien le domaine spatio-temporel en dilatation que le dotaine spatio- 
temporel en contraction. Telle est la solution de Tolman avec f << 0; il résulte 
de (10a) que, dans ce cas, lorsque le paramètre n varie d’une manière monotone 
(de 0 à 2n), pour À donné le temps + varie également d’une manière monotone, 
et r passe par un maximum. Posons: 


1 ELA R° 3/2 
F=re. f= TRE TS 6 (+1) . 
Ci 
On a alors 
1 [ R? 
3 | z+1) ({—ces 1), 
TIR, VA , 
R-2(5+) (a—n+sinn) 


(le paramètre n varie de 0 à 2x). 


1 Un tel référentiel a été trouvé pour la première fois par M. Kruskal 
(Phys. Rev., 119, 1743, 1960). La forme de la solution donnée ci-après (où le 
référentiel est synchrone) appartient à 7. Movikov (1963). 

2 Le cas F = O, lui, correspond à l'absence de champ: par une transforma- 
tion convenable des variables la métrique peut être réduite à la forme galiléenne. 
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Sur la fig. 22 les lignes ACB et A’C’B’ correspondent à r = 0 (il leur cor- 
respond des valeurs du paramètre n = 2x et n — 0). Les lignes A0A4’ et BOB" 
correspondent à la sphère schwarzschildienne, 
r= rg Entre AÀ'’C’B' et A'OB' est situé le do- 
maine spatio-temporel où seul est possible un mou- 
vement de fuite par rapport au centre, et entre 
ACB et AOB est situé le domaine où le mouvement 
ne s'effectue qu’en direction du centre. 

La ligne d’univers d’une particule au repos 
dans le référentiel donné est une droite verticale 
(R = const). Elle part de r = O0 (point a). coupe 
la sphère de Schwarzschild au point b, atteint 
à l'instant t— O0 son éloignement maximum 
[r=rg(R?/r2 + 1)], puis elle retombe sur la sphère 
de Schwarzschild qu'elle coupe en c, et atteint 
de nouveau r = 0 (point d) à l'instant 


1 (R° 3/2 
T=— | — -1) . 
2 ( rg L. 


Le système obtenu est complet: les deux ex- 
trémités de la ligne d’univers d’une particule quel- 
conque en mouvement dans le champ sont ou bien 
situées sur la vraie singularité, ou bien encore 
elles s’en vont à l'infini. La métrique (100,3) 
n'embrasse que la région à droite de la ligne 
AOA’ (ou à gauche de BOB"); un tel référentiel e en dilatation » embrasse la 
région à droite de BOB” (ou à gauche de AO’). Un référentiel de métrique 


î 


(97,14) n’embrasse que la région à droite de BOA’ (ou à gauche de AOB). 


Fig. 22 


$ 101. Pseudo-tenseur d’énergie-impulsion 


En l’absence de champ de gravitation, la loi de conservation de 
l'énergie et de l’impulsion de la matière (avec le champ électromagné- 
tique) se traduit par l’équation 
! OTYX/0 = 0. 

La généralisation de cette équation dans le cas où il y a un champ 
de gravitation est donnée par l'équation (94,7) : 


: a(T* V —5) 
ré 1 VS) 1 Ou qu _ 0, (101,1) 
É V'—e ôzxh © dzi 
Toutefois, cette équation n’exprime pas en général sous cette 
forme la loi de conservation de quoi que ce soit 1. Cette circonstance 


É— 
1 En effet, l'intégrale | Ti V/—g 48, n’est conservée que quand est obser- 


ôV — 
vée la condition 0, et non pas (101,1). Il est facile de s’en convain- 


cre en faisant en coordonnées curvilignes les mêmes calculs qu’au $ 29 en coor- 
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est due à ce que dans un champ gravitationnel doit être conservée 
non pas la 4-impulsion de la matière seule, mais la 4-impulsion de 
la matière et du champ de gravitation; ce dernier n’est pas noté 
dans l'expression de 7}. 

Pour déterminer la 4-impulsion conservative totale du champ 
de gravitation et de la matière qui s’y trouve, nous procéderons 
comme suit !. Choisissons un système de coordonnées de manière 
à annuler, en un point donné de l’espace-temps, toutes les dérivées 
premières de g;, par rapport aux coordonnées (les g;, n’ayant pas 
obligatoirement des valeurs galiléennes). Alors, en ce point, le 
second terme de l'équation (101,1) s’annule, et on peut sortir V —g 


de sous le signe de dérivation dans le premier terme, de sorte qu’il 
reste : 


L rh 0, 


dzk 
ou en coordonnées contravariantes 


2 Tu 0, 


Les quantités Tl*, vérifiant identiquement cette équation, peuvent 
être mises sous la forme: 


où les n'*! 


sont des quantités antisymétriques par rapport aux 
indices k, l': 


Il n'est pas difficile de mettre effectivement Ti sous cette 
forme. A cet effet, partons des équations du champ : 


ed (nt —tenn), 


données galiléennes. D'ailleurs, il suffit de remarquer que ces calculs ont un 
caractère purement formel, non lié aux propriétés tensorielles des quantités 
correspondantes, ainsi que la démonstration du théorème de Gauss, qui a en 
coordonnées curvilignes la même forme (83,17) qu’en coordonnées cartésiennes. 

1 On peut être tenté d'appliquer au champ de gravitation la formule (94,4), 


en y écrivant A— — GE G. Toutefois, soulignons que cette formule ne con- 


cerne que des systèmes physiques décrits par des quantités q distinctes des g,, ; 
elle n’est donc pas applicable au champ de gravitation défini par les quantites 

ik elles-mêmes. Notons, à propos, qu’en substituant dans (94,4) G au lieu 
de À. on obtiendrait tout simplement zéro, comme il résulte directement des 
relations (95,3) et des équations du champ dans le vide. 
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on a pour R!* d'après (92,4): 
ri gi gg { PE1p 0Emn Ein DEmp } 
2 


O2" OZ" GzlorP  O2MO07P Or! 0 


(rappelons que tous les l'h sont nuls au point considéré). Après 
des transformations simples, le tenseur T** peut être mis sous la 
forme : 


à 4 1 Q m 
Te re es 9 (gi gi y} . 


L'expression entre accolades, antisymétrique par rapport aux 
indices k, l, est précisément ce que nous avons désigné par 1". 
Les dérivées premières des g;, étant nulles au point considéré, on 
peut sortir le facteur 1/(—g) de sous le signe de dérivation d/6z!. 


Introduisons la notation 


4 9 
RU = ee 8) (eg — gg) ; (101,2) 
ces quantités sont antisymétriques selon les indices k, L: 
LES (101,3) 
On peut alors écrire : 
dhikt 


= (a) Ti. 


Cette relation, établie en supposant que dg:4/0z' = 0, n’a plus 
lieu quand on passe dans un système arbitraire de coordonnées. 


tal 
Dans le cas général la différence À — (—g) TŸ n'est pas nulle; 
désignons-la par (—g) t{*. On aura alors par définition: 
{ ikl 
: C9 TH) (101,4) 
x 


Les t* sont symétriques par rapport aux indices i, k: 
pret (101,5) 


On le voit directement de leur définition, étant donné que le tenseur 
T'* ainsi que les dérivées 0h*{/0z! sont des quantités symétriques 1. 
Exprimant T* au moyen de R* conformément aux équations 
d'Einstein et utilisant l'expression (101,2) de k‘*!, on obtient après 


1 C'est précisément pour cela que nous avons sorti (—g) de sous le signe 
de dérivation par rapport à z! dans l'expression de Tik. Dans le cas contraire, 


ôhtkl/9z!, et donc t‘* ne serait pas symétrique en #4, k. 
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un calcul assez laborieux : 
(TL Bo PED Pon — LL Pp) (EEAT — gg) + 
PO ie à ME HUE EI HE) Ne NOM NE) RAA EEE 
+ Me (TL Pen + Len = L'hpl Em — Lim LR) + 
+ gg (DinD mp L'imLap)} (101,6) 


ou directement au moyen des dérivées des composantes du tenseur 
métrique 


; 4 ik 1 
D M {Em —8 19 m + 7 mg", p9°", n — 
— (8 Emng "97, 1 + 8" Emngt" 97, 1) + Bime 9 8 È + 
1 HE Tr 
Se (2e ET — ge) (28npBar — Spaënr) 9" 877 : » (101,7) 


où g"* = V—gg*, l'indice ,i désignant une dérivation ordinaire 
par rapport à zx’. ; 

Il est essentiel que les t’* ne constituent pas un tenseur; on le 
voit déjà du fait que les 0k"'/0x! sont des dérivées ordinaires et 
non pas covariantes. Cependant, les tt s'expriment au moyen des 
Tu, et ces derniers se comportent comme un tenseur vis-à-vis des 
transformations de coordonnées linéaires (voir $ 85); il en est donc 
de même des ti". 

Il résulte de la définition (101,4) que la somme T'* + ti! satis- 
fait identiquement à l'équation 


_ (— 8) (TA + À) — 0. (101,8) 

x" 

Cela signifie que la loi de conservation joue pour les quantités 
pi=i f (— 8) (T* + 1) ds. (101,9) 


En l'absence de champ gravitationnel, on a en coordonnées 
galiléennes t* — 0, et l'intégrale ci-dessus devient + Lee dS x, 


c'est-à-dire la 4-impulsion de la matière. Donc, les quantités (101,9) 
doivent être identifiées à la 4-impulsion totale de la matière et du 
champ de gravitation. L'ensemble de quantités t*" est appelé pseudo- 
tenseur d'énergie-impulsion du champ de gravitation. 
L'intégration dans (101,9) peut être effectuée sur toute hyper- 
surface infinie contenant l’espace à trois dimensions tout entier. 
Si l'on prend pour telle l’hypersurface 2° — const, on peut alors 
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écrire P' sous forme d’intégrale triple spatiale: 
pi=i f (— 8) (Ti9+ ti0) ay. (101,10) 


I] est très essentiel que la 4-impulsion totale de la matière et du 
champ s'exprime sous forme d’intégrales des quantités (—£g) X 
X (T + #%) symétriques en i, k. Cela signifie la conservation de 
la 4-impulsion, définie comme suit (voir $ 32)1: 

M = | (zi dP'— 2 dPi)=< | et (TA + a) — 

(TU LH] (—g) dSs. (101,11) 
Ainsi, en Relativité générale aussi est conservé le moment cinétique 
total d’un système fermé de corps graves et, en outre, on peut, comme 
auparavant, donner la définition de centre d'inertie en mouvement 


uniforme. Cette dernière est liée à la conservation des composantes 
M°< (comparer $ 14), s'exprimant dans l'équation 


20 [ (T4) (—g) dv — | 22 (709 4400) (— 5) dV = const, 


de po que les coordonnées du centre d'inertie sont données par 
a formule 
xe Ÿ 2% (7904400) (—g) aV 
7 [r90+300) (—g) dv 


Choisissant un système de coordonnées d'inertie dans l'élément 
de volume‘donné, on peut annuler toutes les quantités t'* en n’im- 
porte quel point de l'espace-temps (étant donné que tous les Tu 
s’annulent alors). Par ailleurs, on peut avoir des #* non nulles dans 
un espace plan, c’est-à-dire en l'absence de champ de gravitation, 
si l’on utilise simplement des coordonnées curvilignes au lieu de 
coordonnées cartésiennes. Ainsi, en tout cas, on ne saurait parler 
de localisation définie de l'énergie du champ gravitationnel dans 
l’espace. Si le tenseur T,;, est nul en un point d'univers, cette pro- 
priété a lieu dans tout système de coordonnées, et l’on peut dire 
qu’il n’y a pas en ce point de matière ou de champ électromagnétique. 
Par contre, le fait que le pseudo-tenseur soit nul en un certain 
point dans un référentiel donné n'entraîne pas qu'il soit nul dans 
tout autre référentiel, et il n’y a pas lieu de parler de l’existence d’une 


(101,12) 


1 11 convient de noter que l'expression que nous avons obtenue pour la 
4-impulsion de la matière et du champ n'est aucunement la seule possible. 
Au contraire, on peut choisir d’une infinité de manières (voir, par exemple, 
le problème à la fin du paragraphe) des expressions se réduisant à Ti* en l'ab- 
sence de champ, et donnant des quantités conservatives quand on intègre sur dSRe 
Cependant, notre choix est le seul pour lequel le pseudo-tenseur d’énergie-impul- 
sion du champ ne contient que des dérivées premières des g,, (condition très 
naturelle du point de vue physique) et pour lequel il est symétrique, de sorte 
qu'il permet de formuler la loi de conservation du moment. 


PSEUDO-TENSEUR D'ÊÉNERGIE-IMPULSION 407 


énergie de gravitation au lieu considéré. Ceci est en accord 
complet avec le fait que l’on peut, par un choix adéquat des coordon- 
nées, « annihiler » le champ de gravitation dans l'élément de volume 
considéré, et, en vertu de ce qui a été dit ci-dessus, le pseudo-ten- 
seur t}* s'évanouit aussi dans cet élément. 

En ce qui concerne les quantités P' — le quadrivecteur impul- 
sion du champ et de la matière — elles ont un sens bien déterminé, 
car il apparaît qu’elles ne dépendent pas du référentiel, précisément 
dans la mesure exigée par des considérations d'ordre physique. 

Délimitons autour des masses considérées une région de l’espace 
suffisamment grande pour qu’on puisse faire abstraction du champ 
de gravitation à l'extérieur. Dans l’espace-temps quadridimension- 
nel, cette région décrit un « canal » au cours du temps. Le champ 
s'évanouit à l'extérieur de ce « canal », de sorte que le 4-espace y est 
plan. En relation avec cela, dans le calcul de l'énergie et de l’impul- 
sion du champ il faut choisir le système quadridimensionnel de 
coordonnées de sorte qu'il soit galiléen à l'extérieur du « canal » 
et que tous les {** disparaissent. 

Certes, le référentiel n’est nullement défini univoquement par 
cette condition, il peut être choisi arbitrairement dans le « canal ». 
Mais en accord complet avec le sens physique des quantités P", 
il apparaît que ces dernières ne dépendent pas du tout du choix des 
coordonnées à l’intérieur du « canal ». En effet, considérons deux 
systèmes de coordonnées, différents dans le « canal », mais se rac- 
cordant avec un seul et même système galiléen à l'extérieur, et 
comparons les valeurs P' et P’' de la 4-impulsion dans ces deux 
systèmes à des instants déterminés z° et z'°. Prenons un troisième 
système de coordonnées, coïncidant à l’intérieur du « canal » avec 
le premier système à l'instant 2°, avec le second à l'instant z'° 
et avec le même système galiléen à l'extérieur. En vertu de la loi 
de conservation de l'énergie et de l’impulsion, les quantités P' 
sont constantes (dP‘/d1° — 0). Ceci a lieu dans le troisième système 
de coordonnées aussi bien que dans les deux premiers. Il en résulte 
que Pi = P'i, c.q.f.d. 

Nous avons indiqué plus haut que les quantités {{* étaient douées 
de propriétés tensorielles vis-à-vis des transformations linéaires 
des coordonnées. Donc les Pi constituent un quadrivecteur vis-à-vis de 
elles transformations, notamment dans les transformations de Lorentz, 
transformant l’un dans l’autre les systèmes galiléens à l'infini . 


1 A strictement parler, avec la définition (101,9), P# est un 4-vecteur 
seulement vis-à-vis des transformations linéaires unimodulaires: telles sont 
les transformations de Lorentz, les seules à présenter un intérêt physique. Si l'on 
admet de même des transformations à déterminant différent de l'unité. il faut 
alors introduire dans la définition de Pt la valeur de g à l'infini, en écrivant 


dans le premier; membre de (101,9) V/—g Pi au lieu de P4. 
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La 4-impulsion Pi peut être exprimée également sous forme 
d'intégrale sur une surface tridimensionnelle à l'infini englobant 
«tout l'espace ». Substituant (101 4) dans (101,9), on trouve: 

ikl 
pi=i (as. 


(A 


On peut transformer cette Fr en une intégrale prise sur une 
surface ordinaire au moyen de (6,17) : 


pi 2% hi dfe. (101,13) 


Si l'on prend pour domaine d'intégration dans (101,9) l'hypersur- 
face z° = const, dans (101,13) la surface d'intégration est alors une 
surface purement spatiale 1: 


pi=i $ nie af. (101,14) 


Pour établir une formule analogue pour le moment cinétique, 
mettons la formule (101,2) sous la forme : 


pit — 2 qiim. (101,15) 


dm 


l'expression de À“! au moyen des composantes du tenseur métrique 
est donnée par (101,2). Substituant (101,4) dans (101,11) et intégrant 
« par parties », on obtient : 


1 d2Akimn 924 itmn 
me 2 (HO 2 PRE) as 


Oz" Oz" 0x" Oz" 
1 gxkimn = 
= (Bd Tr) dftn — 
{ î is k ne 
—<{[(s on ml 


/ =Z Î (gihkim — dhitm) dis = 2 (AM — Air) dS 1. 


C 


On-déduit facilement de la définition des 2{*" que 
jilen __jhin __jénk  jantk  _itnk 


! dfà, est l'élément e normal » de la surface lié à l'élément « tangentiel » 


dfik par l'intermédiaire (6,41) : dy animal. Sur la surface délimitant 


r hypersurface petpragieulass à l'axe 2° ie ne sont pas nulles les composan- 
tes dflm avec !, m — 1, 2, 3; par con uent, les composantes non nulles de 
dff, sont définies séparément pour à ou bien k nul. Les composantes dfs, 
sont pas autre chose que des composantes de l'élément tridimensionnel Me 
surface ordinaire, que nous désignons simplement par df,.. 
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Donc, la dernière intégrale avec pour élément d'intégration dS, est 


égale à en 
1 EC CLARA XP 1 LR LL 


"ce J om 


Enfin, choisissant de nouveau une surface d'intégration purement 
spatiale, on obtient en définitive : 


M* = | (r'hh0e pile + jiah) ge, (101,16) 


Rappelons qu'appliquant les formules (101,14), (101,16) on doit, 
conformément à ce qui a été dit plus haut, choisir le système de 
coordonnées spatiales de manière qu’à l'infini les g;, tendent vers 
des valeurs constantes galiléennes. Ainsi, pour calculer d'après 
la formule (101,14) la 4-impulsion d'un système de corps isolé, se 
trouvant constamment au voisinage de l’origine des coordonnées, 
on peut prendre pour la métrique loin des corps l'expression (97,18), 
où l’on passe des coordonnées spatiales sphériques à des coordonnées 
cartésiennes (dans ce but on remplacera dr par n.dr®, où n est le 
vecteur unité dans la direction r); on a pour le tenseur métrique 
correspondant 


2km 2k 
Bo 1— 7 Las = — Vas — 7 Bu 0, (101,17) 


ù m est la masse totale du système. Effectuant le calcul des com- 
posantes utiles h‘*! selon la formule (101,2), on obtient avec la 
précision requise (les termes 1/r° sont conservés) :. 


kB —0, 
00œ _ D 1008 — ME À. __ 68 2428 me? n® 
= D (e"°g55) Sr 5 (— +) = 


Intégrant à présent dans (101,14) sur la sphère de rayon r, on 
obtient finalement : 


P®=0, P°=mc, (101,18) 


résultat qu'il était naturel d’attendre. Il traduit l'identité de la 
masse « pesante » et de la masse « inerte » (on appelle masse « pesan- 
te » la masse qui détermine le champ de gravitation créé par un 
corps, c’est la masse intervenant dans l'expression de l'intervalle 
dans un champ gravitationnel ou, notamment, dans la loi de New- 
ton ; la masse «inerte», elle, détermine la relation entre l'impulsion 
et l'énergie du corps, et, notamment, l'énergie de repos d’un corps 
est égale au produit de cette masse par c°). 

Dans le cas d’un champ gravitationnel constant, il s'avère 
possible de trouver une expression simple pour l'énergie totale de 
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la matière et du champ sous forme d'intégrale étendue seulement 
à l’espace occupé par la matière. On peut établir cette expression 
en partant, par exemple, de l'identité suivante, légitime comme on 
le vérifie aisément, lorsque toutes les quantités ne dépendent pas 
de z°!: 
1 o —— .; 
R° = 7 — g pion). 
0 V0 ( 88 Ti) 

Intégrant R°V —g dans l'espace (tridimensionnel) et appliquant 
le théorème tridimensionnel de: Gauss, on obtient : 


RAELETETAOTE 


Intégrant sur une surface suffisamment éloignée et prenant sur 
cette surface les expressions (101,17) des gi:, on obtient, après un 
calcul simple 

[ RO —g dv = EX mm po, 


c2 c3 
Remarquant de même qu'on a, en vertu des équations du champ, 
&8nk ank 


1 0 2 
R= Tr (Tè—5T) = a (o—-Ti—-Ti-Ti), 


on obtient la formule cherchée 
Po=m=T f (TT TT) —gdV. (101,19) 


Cette formule exprime l'énergie totale de la matière et du champ 
de gravitation constant (c'est-à-dire la masse totale du corps) au 
moyen du tenseur d'énergie-impulsion de la seule matière (R. Tol- 
man, 1930). Rappelons que, dans le cas de la symétrie centrale du 
champ, nous avions pour cette même quantité encore une autre 
expression: la formule (97,23). 


ne 
1 On obtient de (92,10): 
er! 
ES RS = gt Rio = g0t (HIT En TT 0m ) , 


et”on trouve, au moyen de (86,5) et (86,8), que cette expression peut être 

mise sous la forme: 
1 4 = 

R=———(V—=gair!)+emrort : 

0 VV Oz! ( £ 10) & ml i0 


au moyen de la même relation (86,8) il est facile de s'assurer que le second 
m 


terme de droite est égal identiquement à + Tim 2 , qui s'annule, étant 


donné que toutes les grandeurs considérées ne dépendent pas de 2. Enfin, 
remplaçant, pour la même raison, dans le premier terme la sommation sur ! par 
une sommation sur æ, on obtient la formule donnée dans le texte. 


ONDES DE GRAVITATION 411 


Problème 


Etablir l'expression de la 4-impulsion totale de la matière et du champ 
de gravitation en se servant de la formule (32,5). 
Solution. En coordonnées curvilignes, on a au lieu de (32,1): 


s=(AV-savæ; 


donc pour obtenir la grandeur conservative, il faut écrire dans (32,5) 


A V —g au lieu de A, de sorte que la 4-impulsion s'écrit : 


(©) V— 
Pi=+ ay. 5 20 00/—84) dS pe 


xt 3 ago) 
ôz* 


Lors de l'application de cette formule à la matière, pour laquelle les gt! sont 
différents des g;}, on peut sortir V/—g de sous le signe de dérivation, et l'ex- 
pression sous le signe d intégration devient V/—g 7}, où T{ est le tenseur d’éner- 


gie-impulsion de la matière. Appliquant la formule écrite au champ de gravi- 
tation, il faut poser À = — SE G, les quantités gt!) étant les composantes 
£gir du tenseur métrique. On a donc pour la 4-impulsion totale du champ et de 
la matière 


1 — 3 dglm 9(G = 
Pis | TÉV—EdSn+ 1er | G Vs ( Lis dSn. 
dE 


zh 


RUN l'expression (93,3) de G, on peut mettre cette formule sous la 
orme : 


De. k c4 — an, pa OGM V —E) 
pi=+ (ir Vu (VE 6 A EE — 


mk EE 
ru ENV P } dSn. 
Z 


Le second terme entre accolades détermine la 4-impulsion du champ gravi- 
tationnel en l'absence de matière. L'expression sous le signe somme n'est pas 
symétrique en i, k; elle ne permet donc pas de formuler la loi de conservation 
du moment cinétique. 


$ 102. Ondes de gravitation 


Considérons un champ de gravitation faible dans le vide. Dans 
un champ faible la métrique de l’espace-temps est quasi galiléenne, 
c'est-à-dire qu'on peut choisir un référentiel tel que les composantes 
du tenseur métrique deviennent presque égales à leurs expressions 
galiléennes, que nous noterons: 
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Nous pouvons donc écrire g: sous la forme : 
gu= 89 +hux, (102,2) 


où les »;, représentent une petite correction déterminant le champ 
de gravitation. 


Pour:des hk;, petits, les composantes Th, qui s'expriment au 
moyen des dérivées des g:», sont aussi petites. Négligeant les puis- 
sances de hk;, supérieures à la première, on peut conserver dans le 
tenseur R,r1m (92,4) seulement Îles termes dans les premières paren- 
thèses: 

1 (_9him Oh Ohrm Oh 
Riñim= 3 e. oz! | oziorm Oziôzl zh nm) eOUE) 


En ce qui concerne le tenseur de Ricci Ry, on a avec la même 
précision : 


Ru = Rama & BOUM Ritmr, 
ou bien 


21(_goum mL En enr) 
Ru 2 ( £ Oz! 6x"  ôx* Oz! ozt 0x! oz ok J° (402,4) 
où k— hit. 

Nous avons choisi le référentiel de manière que les g,, se distin- 
guent peu des g%. Mais cette condition est également conservée 
pour toute transformation infinitésimale des coordonnées, de sorte 
qu'on peut imposer aux h;, encore quatre conditions (le nombre de 
coordonnées), sans affecter leur petitesse. Soient ces conditions 
complémentaires les équations 

DE 
M0, nt 16. (402,5) 
! ôzk 2 


L3 
Il convient de noter que le choix des coordonnées n’est pas encore 
déterminé univoquement par ces conditions; voyons à quelles trans- 
= L 


1 En raison de l’approximation admise, toutes les opérations d'élévation 
et d’abaissement des indices de tenseurs et vecteurs se font ici, comme dans 


la suite, au moyen du tenseur métrique «non perturbé» g{°). Ainsi, h*— 
=g(0klp,, etc. , 
On a alors pour les composantes contravariantes gik: 
g'* mg(ovik —hià (102,2a) 
(de sorte qu'aux termes du second ordre près on ait la condition gng'* =86}). 
Le déterminant du tenseur métrique est 


geo A+ enr) = 0 (14h). (102,2b) 


ONDES DE GRAVITATION 413 


formations elles peuvent être soumises encore. Dans la transforma- 
tion z'i = x! + Ei, où les E‘ sont des quantités petites, le tenseur 
&gin devient: 


__ 98: __ 0En 
Ein = Eh Ge ol? 
c'est-à-dire 
ÔE CH 
hig=h;,— Si TER 102,6 
RMS Sn ( ) 


(voir la formule (94,3), où la dérivation covariante se réduit dans 
le cas donné à la dérivation ordinaire, étant donné que les gi sont 
constants). D'où il est facile de voir que si les k;, vérifient la con- 
dition (102,5), il en est de même des hÿx, dès que les E, sont solutions 
de l’équation 


QD &=0, (102,7) 
où {j désigne l'opérateur de A 


= — Y#(0)im PRE . 
Û = —g DT O2" Org C?a? 
En vertu des conditions (102,5), les trois derniers termes dans 
l'expression (102,4) de R;, se réduisent, et on a: 


Rn=+ mEUTS 


Ainsi, les équations du champ de gravitation dans le vide 
prennent la forme : 


© hi =0. (102,8) 


C'est l'équation des ondes ordinaire. Par conséquent, tout comme 
les champs électromagnétiques, les champs gravitationnels se pro- 
pagent dans le vide avec la vitesse de la lumière. 

Considérons une onde de gravitation plane. Dans une telle onde, 
le champ varie seulement dans une direction de l’espace; dirigeons 
l’axe x! = zx selon cette direction. Alors les équations (102,8) devien- 
nent: 


(B-42) #0 6022) 


admettant pour solution toute fonction de t + x/c ($ 47). 
Supposons que l'onde progresse dans le sens positif de l’axe des zx. 


Toutes les quantités kŸ y sont des fonctions de { — zle. Les condi- 


tions complémentaires (102,5) donnent dans ce cas di — Ÿ! = 0, 
où le point sur une lettre désigne la dérivation par rapport à #. On 
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peut intégrer ces équations en supprimant purement et simplement 
le signe de dérivation; on pourra poser les constantes d’intégration 
égales à zéro, étant donné que (tout comme pour les ondes électro- 
magnétiques) seule la partie variable du champ nous intéresse. 


On a donc entre les diverses composantes de LH les relations 
h=vr = = ÿs Vo. (102,10) 


Comme on l’a indiqué, les conditions (102,5) ne déterminent pas 
encore univoquement le référentiel ; on peut soumettre les coordon- 
nées à une transformation de la forme z'i — zi + Et (4 — lc). 
On peut utiliser cette transformation pour annuler les quatre quan- 
tités: vi, w£, ÿe, Ÿ 4 15. Il résulte alors des égalités (102,10) que 
les composantes 4}, Ve Vs Ÿ s’annulent aussi. En ce qui concerne 
les autres quantités 4°, #5 — #5, on ne peut les annuler par aucun 
choix du référentiel, car, comme il résulte de (102,6), ces composan- 
tes ne varient pas du tout lorsque E; = E; (t — x/c). Notons que la 
quantité 4 — Wÿi s’annule aussi, et donc ŸE = hà. 

Ainsi, une onde gravitationnelle plane est déterminée par deux 
quantités, à savoir Res, Roa — —h3s. En d’autres termes, les ondes 
de gravitation sont des ondes transversales dont la polarisation 
est déterminée par un tenseur symétrique du second ordre dans le 
plan yz, la somme des termes diagonaux ,, + h33 étant nulle. 

Calculons le flux d'énergie dans une onde de gravitation plane. 
Le flux d'énergie d'un champ de gravitation est déterminé par les 
quantités —cgt% = c{%. Dans une onde progressant le long de 
l'axe des z!, il est évident. que seule la composante #19 n’est pas nulle. 

Les composantes du pseudo-tenseur {** sont des quantités du 
second ordre ; il nous suffira donc de calculer #!° avec cette approxi- 
mation. Calculant au moyen de la formule générale (101,6) et utili- 
sant le fait que, dans une onde plane, seules les composantes h.;, 


ho = —h3, du tenseur k;, ne sont pas nulles, on arrive au résultat 
suivant : 

| 1 __< (Sede dhs3 0h de les) 

ac É = —Gul & à té 0 +è ôz dt J° 


Si toutes les quantités sont des fonctions de la seule quantité 
t—zx/c, on en déduit en CPHRINYeS 


= jee [hs ++ Ge — ha]. (102,11) 


Possédant une énergie déterminée, l’onde gravitationnelle crée 
elle-même autour d'elle un certain champ de gravitation. Ce champ 
est d'ordre d'infinitude plus élevé (du second) en comparaison du 
champ de l’onde même, étant donné que l'énergie qui l’engendre 
est une quantité du second ordre. 
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Les conditions initiales pour un champ arbitraire d'ondes gra- 
vitationnelles doivent être données par quatre fonctions arbitraires 
des coordonnées : en vertu de la transversalité des ondes, il y a en 
tout deux composantes indépendantes k,s, pour lesquelles il faut 
se donner aussi les dérivées premières par rapport au temps. Bien 
que nous ayons fait ici ce calcul en partant des propriétés d’un 
champ de gravitation faible, il n’en est pas moins clair que le résul- 
tat — le nombre 4 — ne peut être lié à cette supposition et concerne 
tout champ de gravitation libre, c’est-à-dire non lié à des masses 
graves. 

Problèmes 


i HE Déterminer le tenseur de courbure dans une onde gravitationnelle plane 
aible. 

Solution. Calculant R;41m A la formule (92,4) à l’approximation 
linéaire par rapport à h;,, on trouve les composantes non nulles suivantes: 


— Ro2o2 = Rosos = — Rizie = Rozse = Rossi = Ras = 0, 
Rozo3 = — Rizsi = — Rosie = Ro2zsi = h, 
où l’on a posé 6 = — hs ur , H= ET Dans la terminologie des 


tenseurs tridimensionnels 4ep et Bag introduits dans le problème 3 $ 92 on a: 


0 00 00 0 
4 (0 —6 +) ; Bus (0 L <) . 
0 po 06 —u 


Par une rotation convenable des axes des z°, r° on peut annuler (au point donné 
du 4-espace) © ou bien u; annulant ©, on réduit le tenseur de courbure au type 
dégénéré de Pétrov II (type N). 

2. Trouver les petites corrections du tenseur R,, pour une métrique arbi- 
traire «imperturbée» g{ÿ. 

Solution. Les corrections des Christoffels pour Ôg;, = k;, ont la 
forme : ; 

Î î î ‘1 
= Girl hu), 


ce dont on peut s’assurer par un calcul direct (ici et dans ce qui suit la mani- 
pulation des indices et les dérivations covariantes se font à partir de la métrique 
8%). Il vient pour les corrections relatives au tenseur de courbure 


î 1 ,,1 i dE: i i : 
ÉRim= 7 Ahimitthms hs: hrm hist m hihi; m th mm). 
D'où les corrections pour le tenseur de Ricci: 
1 : 
SR =dRin= (iinsothh;asa hr li hs à; ne (1) 


De la relation 
RO ORÈ = (RÉ) + GR) (g(ON HA) 


il vient pour les corrections des composantes mixtes RÀ : 
SR = g(ONER;y— he IRON. (2) 
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$ 103. Solutions exactes, dépendant d’une variable, 
des équations du champ de gravitation 


Dans ce paragraphe nous considérerons les types possibles de 
solutions exactes des équations du champ de gravitation dans le 
vide, dans lesquelles toutes les composantes du tenseur métrique sont 
des fonctions, dans un référentiel adéquat, d’une seule variable 1. 
Cette variable peut être aussi bien de caractère temporel que spatial. 
Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'il s’agit de la variable 
temporelle, et nous poserons x° — {°. 

Comme nous le verrons, on obtient des types essentiellement 
différents de solutions selon qu’il existe ou non un référentiel dans 
lequel toutes les composantes g,. — 0 et où toutes les autres compo- 
santes dépendraient, comme auparavant, d'une seule variable. 

La dernière condition admet, il est évident, une transformation 
des coordonnées z® de la forme: 


a —> x8 + pe (à). 
où les q® sont des fonctions arbitraires de {. On a alors: 


Loz — Loc + ZasPP 


(le point désignant la dérivation par rapport au temps). Si le déter- 
minant |ges| 0, le système d'équations 


Bou + Esp = 0 (103,1) 


détermine les fonctions ® (t), réalisant le passage au référentiel 
dans lequel g,, = 0. En transformant la variable { conformément à 


V &oo dt > dt, on peut ensuite ramener g,, à l'unité, de sorte que 
l'ôn obtient le référentiel synchrone où 
En 800 — 1, £oa — 0, Bas — — Vas (t). (103,2) 


On peut à présent se servir des équations d’Einstein sous la 
forme (99,11-13). Comme) les quantités Yes, et avec elles les compo- 


santes du tenseur tridimensionnel xo8 = Yes, ne dépendent pas des 
coordonnées z%, on a Roc = 0. Pour la même raison P,5 = 0, 
si bien que les équations du champ de gravitation dans le vide se 


1 Plusieurs solutions exactes des équations du champ dans le vide, dépen- 
dant d'un plus grand nombre de variables, ont été trouvées dans: B. K. Har 
rison, Phys. Rev., 116, 1285, 1959. 

? Dans ce paragraphe nous posons pour alléger les formules c = 1. 
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réduisent au système suivant: 


KE ++ 4ÈxE = 0, (103,3) 
1 — Be 
1 (Vyé) =0. 103,4 
VY (V+ &) ( ) 
Il résulte de (103,4) que 
VyË= 226, (103,5) 


les AË étant des constantes. La contraction sur « et $ donne: 


ce qui montre que y = const {?. Sans restreindre la généralité, on 
peut poser const — 1 (il suffit simplement, à cet effet, de changer 
l'échelle des coordonnées z£); alors ÀG — 1. La substitution de 
(103,5) dans l’équation (103,3) donne à présent la relation 


APE = 1, (103,6) 


laquelle relie entre elles les constantes Aë. 

Puis, abaissant dans (103,5) l'indice B, nous recopierons ces 
égalités sous forme de système d'équations différentielles pour 
les Yap: 


° 2 
VaB — T [SATA (103,7) 


On peut considérer l’ensemble des coefficients À? comme la matrice 
d'une substitution linéaire. Par une transformation linéaire des 
coordonnées zx!, r°, x° (ou, ce qui est équivalent, des g,p, £2B, £sB), 
il est, en général, possible de ramener cette matrice à la forme diago- 
nale. Désignons ses valeurs principales par p,, P+, p: et considérons 
qu'elles sont toutes réelles et distinctes (pour les autres cas voir 
ci-dessous) ; soient n‘?, n°, n° les vecteurs unitaires dans les direc- 
tions principales correspondantes. On peut alors mettre les solutions 
des équations (103,7) sous la forme: 


Vas = Pin 00h00 272,02, 02) LL 293,0), (9) (103,8) 


(on peut ramener les coefficients constants des puissances de ? à 
l'unité en choisissant convenablement l'échelle des coordonnées). 
Enfin, dirigeant les axes (que nous appellerons x, y, z) selon les 
vecteurs n°, n°, n%, on ramène la métrique à la forme définitive 
(E. Kasner, 1922): 


ds = dis — 122 Que — 1272 qu? — 1273 qu, (103,9) 
27—249 
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OÙ Pr Pa Ps sont trois nombres quelconques reliés par les deux 
relations 


Pit Potps=1, pit+Pi+p;=1 (103,10) 


[la première résulte de ce que —g = {, et la seconde provient ensuite 
de (103,6)]. 

Il est évident que les trois nombres p;,, P+, ps ne peuvent être 
égaux. Deux d’entre eux ne peuvent être égaux que s'ils sont choisis 
dans les groupes 0, 0, 1 ou —1/3, 2/3, 2/3. Dans tous les autres cas, 
Pis Per Pa Sont distincts, l’un de ces nombres étant négatif et les 
deux autres positifs. Si on les dispose dans l'ordre p, << p», << p4. 
ils seront alors compris dans les intervalles !: 

2 


—_r< mn <0, 0KpR<T) É<p<l. (103,10a) 


Ainsi, la métrique (103,9) correspond à un espace uniforme, mais 
anisotrope, dont tous les volumes croissent (avec le temps) propor- 
tionnellement à ft, les distances linéaires croissant selon deux axes 
(y, z) et décroissant selon un axe (x). L'instant £ — O0 est un point 
singulier de la solution; la métrique a en ce point une singularité 
qu'on ne peut éliminer par aucune transformation du référentiel. 
Seul fait exception le cas particulier p, — p; = 0, p3 = 1; alors 
l'espace-temps est plan: la transformation tshz —£&, tchz = 7+ 
ramène la métrique (103,9) à la forme galiléenne. 

La solution du type (103,9) existe aussi dans le cas où la variable 
qu'elle contient est spatiale; il faut alors seulement changer les 
signes d’une manière convenable, par exemple: 


2 = L2P1 di? — dx? — x?72 dy° — x?rs dz°. 


Toutefois, il existe aussi dans ce cas des solutions d’un autre type. 


apparaissant lorsque la matrice 8 dans les équations (103,7) a les 
væleurs principales complexes ou coïncidentes (voir les problèmes). 
Dans le cas de la variable temporelle t ces solutions sont impossi- 
bles, car le déterminant g dans ces dernières ne vérifierait pas la 
condition nécessaire g << (0. 

Un type tout à fait différent de solutions correspond au cas 
où le déterminant du tenseur g,8 figurant dans les équations (103,1) 
est nul. Il n'existe plus alors de référentiel satisfaisant aux condi- 


1 Les solutions des équations algébriques (103,10) peuvent être représen- 
tées paramétriquement sous la forme : 


nn es ssU+s) __ 1+s 
PAT TEsFs" P2 1+s+s2 PS TESTS" 
le paramètre s allant de O à 1. 
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tions (103,2). On pourra alors prendre le référentiel de telle sorte que 
&0—= 1, Lo—£0—£5—0, Eos = Las (1°), 
avec | ges | = 0 (la variable 1° a alors un caractère « lumineux »: 
pour dr — 0, dx O l'intervalle ds s'annule; nous désignerons 
cette variable par 1° — n). L'élément d'intervalle correspondant 
peut être mis sous la forme: 
ds? = 2x1 dn + gr (dx + g° dx!) (dx + g° drt). 


Ici et ci-dessous les indices a, b, c, .… prennent les valeurs 2, 3; 
£av peut être considéré comme un tenseur bidimensionnel, et les 
deux quantités g® comme les composantes d’un bivecteur. Le calcul 
des R4 conduit aux équations du champ: 


Rai = — + Back Eva = 0 


(le point désignant la dérivation par rapport à n). Il en résulte que 


£Eacg = 0 ou g = 0, soit g° = const. Donc, la transformation 
z" + g°r! > 2° permet de ramener la métrique considérée à la forme: 


ds® = 2dr1 dn+ gav (n) dx" dr! (103,11) 


Le déterminant —g de ce tenseur métrique coïncide avec le 
déterminant ||, et de tous les Christoffels seuls ne sont pas nuls 


1 1 L 
T5 nr: Kb Tab = TZ Hab: 


où nous avons introduit le tenseur bidimensionnel x — £a. 
De toutes les composantes du tenseur de Ricci R;, seule R,, ne s'annu- 
le pas identiquement, de sorte que l’on a l'équation 


Roo = + Xa ++ 408 = 0. (103,12) 


Ainsi, les trois fonctions g,, (n), £es (n), £:3 (n) doivent vérifier 
une équation seulement. Par suite, deux d’entre elles peuvent être 
prises arbitrairement. Il est commode de représenter l'équation 
(103,12) sous une autre forme, en écrivant les g4, comme suit : 


£ab = — X°Yab | Vab | = 1. (103,13) 


On a alors —g—|gapl = %X", et la substitution dans (103,12) donne 
après une transformation simple: 


À ++ (acy?) (ouv%) x = 0 (103,14) 


(y*? est le tenseur bidimensionnel inverse de y). Si l'on donne 
des fonctions arbitraires 4 (n) (liées entre elles par la relation 
| Yab | = 1), cette équation définit alors la fonction # (n). 


27% 
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Nous sommes donc conduits à une solution contenant deux fonc- 
tions arbitraires. Il est facile de voir qu'elle représente la généra- 
lisation de l'onde gravitationnelle plane faible (se propageant dans 
une direction) considérée au $ 102 1. On obtient cette dernière par 
la transformation 

_t+z SE 
et Fe 
et en posant Yab — Oo + Rap (n) (où les h4 sont des quantités 
petites assujetties à la condition k,, + k33 = 0) et y = 1; la valeur 
constante x vérifie l’équation (103,14), si l'on y néglige les petits 
termes du second ordre. 

Supposons qu'une onde gravitationnelle faible d’étendue finie 
(« paquet d'ondes ») passe par un point x de l’espace. On a avant le 
passage 4 — 0, x — 1; après le passage, on a de nouveau 4 — 0, 
6*4/ôt? = O0. mais l'intervention des termes du second ordre dans 
l'équation (103,14) fait apparaître la valeur non nulle négative 


ôx/at : 
HA ((%e)"a co 


(l'intégrale est étendue au temps de passage de l'onde). On aura 
donc après le passage de l'onde % = 1 — const -t, et au bout d'un 
laps de temps fini x change de signe. Mais l’annulation de 7 est 
aussi l’annulation du déterminant du tenseur métrique g, c'’est-à- 
dire que la métrique présente une singularité. Néanmoins, cette 
singularité n’a pas un caractère physique; elle est due aux insuf- 
fisances du référentiel, qui a été affecté par le passage de l’onde 
gravitationnelle, et peut être éliminée par une transformation adé- 
quate; après le passage de l'onde l’espace-temps redevient plan en 
réalité. 

{ On peut s'en convaincre directement. Si l’on calcule les valeurs 
de la variable n à partir de sa valeur correspondant au point singu- 
‘lier, on à y; = n, de sorte que 


Le ds? = 24n dr — n° [(dr°)° + (dr®)°]. 


On vérifie aisément que pour cette métrique Rixrm—0, de sorte 
que l’espace-temps correspondant est plan. En effet, après la trans- 
formation | 
my, nez ei 
1 La possibilité d’une telle généralisation a été indiquée pour la première 
fois par /. Robinson et H. Bondi (1957). | 
Indiquons également des travaux faisant mention de solutions de caractère 


similaire d'un plus grand nombre de variables: 4. Pérès, Phys. Rev. Letts., 
3, 571, 1959; Z. Robinson, A. Trautman, Phys. Rev. Letts., 4, 431, 1960. 
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on obtient : 
ds? — 2dn d£ — dy? — dz?, 


et la substitution n = D È = D ramène en définitive la 
métrique à la forme galiléenne. 

Cette propriété de l’onde gravitationnelle — l'apparition d’une 
singularité fictive — n'est pas due, certes, au fait que l'onde est 
faible, et elle est inhérente aussi à la solution générale de l’équa- 
tion (103,12) !. De même que dans l'exemple considéré, on a au 
voisinage de la singularité x — n, c'est-à-dire — g — nf. 

Indiquons enfin que, parallèlement à la solution générale décri- 
te, l'équation (103,12) a aussi des solutions singulières de la forme: 


ds? — 2dn dr! — n°22 (dx?)? — n?55 (dr)?, (103,15) 
où s2, s; sont des nombres reliés par la relation 
SH — 52 +53. 


Dans ces solutions la métrique possède un point singulier réel (pour 
n = 0), qu'on ne peut éliminer par une transformation du réfé- 
rentiel. 


Problèmes 


1. Trouver la solution des équations (103,7) correspondant au cas où la 
matrice a a une valeur principale réelle (ps) et deux complexes (p1,2 = p° + 
+ ip). 

Solution. Dans ce cas, la variable r°, dont dépendent toutes les quan- 
tités, doit être de caractère spatial; désignons-la x° = z. On doit avoir respecti- 
vement dans (103,2) g00 — — 1. Les équations (103,3) et (103,4), elles, ne chan- 
gent pas. 

Les vecteurs nt, n@ dans (103,8) deviennent complexes: (ntt,® = n° + 
+ in*)/12, où n’, n” sont des vecteurs unités. Choisissant les axe srl, 22, 2° 
dans les directions de n°’, n”, n®, on obtient la solution sous la forme: 


; z ; z 
— Eu gaz? cos ( 2p° ins) $ gu = —2?P sin (2p" In +) =. 


gas — 228, _g— — go | £ap|=2?, 

où a est une constante (que l’on ne peut éliminer par le choix de l'échelle sur 
l'axe des z sans changer les autres coefficients dans les expressions écrites). 
Les nombres p;, p2, p3 vérifient, comme auparavant, les relations (103,10), 
le nombre réel p3 étant soit inférieur à —1/3, soit supérieur à l'unité. 

2. Même problème pour le cas de deux valeurs principales égales (p2 = ps). 

Solution. On sait d'après la théorie générale des équations diffé- 
rentielles linéaires que dans ce cas le système (103,7) peut être ramené à la 


1 On peut le montrer à l’aide de l'équation (103,12) exactement comme 
on l’a fait au $ 100 pour une équation tridimensionnelle analogue. 
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forme canonique suivante: 


° 2 . 2 . 2 À 
CETTE B2a = <83 gs, 83a — ET a—2, 3, 
À étant une constante. Lorsque À—0, nous retrouvons (103,9). Si À #0, on 
peut poser À —1; alors 
qu 21, foa=0o2 2, fan = 0g2 72 In z+ byz?Ps, 


De la condition g32—£g»3 on déduit que a2=—0, a3=b2. Par ün choix conve- 
nie de l'échelle sur les axes z2, z3% on ramène en définitive la métrique 
à la forme : à 


dst= — dr 22Pi (dr1)2 + 272P2 de des + 22P2 In À (dz3)?. 


Les nombres p;, p2 peuvent avoir les valeurs 1, 0 ou —1/3, 2/3. 
3. Trouver le mouvement de la matière (avec pour équation d'état pt = 
= e/3) uniformément distribuée dans l’espace de métrique (103,9) pour des t 
petits; on négligera l’action inverse de la matière sur le champ gravitationnel. 
Solution. Utilisons les équations hydrodynamiques de mouvement 


1 Q 
eu Dr El —_ ti) — 
VE 61 (V —gou‘)=0, 
Oui 1 1 Ogni dp ôp 
(p+e ah (ut EN) Eu uk —"— 
Peel zh 2 Oz ôzi 1 gx 
contenues dans les équations Tê. a = 0!. Ici © représente la densité de l’entro- 
ie; pour l'équation d'état p = e/3onao — e°/4, Dans le cas considéré toutes 
es grandeurs ne dépendent que du temps, et ces équations donnent 
ô 3/41 — CA de = 
ET (tue ’*)—0, 48 x tue 5 0 
d'où 
tuoe”/#=const,  use'/4— const, 


et on déduit de l'identité ujui —1 : 
{ 


{ ur les : petits nous ne conservons que le terme de plus haut degré en 1/t). 
Un déduit de ces relations : d ë 


uÿ ss ugus = uÿt7 2Ps 


1=Ps 
e—etos—2(1-Ps), nu, — utos 2 


L 
où e(®, u® sont des constantes. Lorsque t + 0 la densité d'énergie e tend 


vers co. La direction de la vitesse tridimensionnelle v® tend vers celle de l'axe 


z (uw — 1-23, vs 5 vl, vi), et la grandeur de cette vitesse (1° = v,v®) tend vers 
la vitesse de la lumière selon la loi 


3p3—1 
103 + À? 


1 Cf. VI. $ 126. 
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$ 104. Champ de gravitation loin des corps 


Considérons un champ gravitationnel stationnaire à de grandes 
distances r du corps qui l’engendre, et déterminons les premiers 
termes de son développement en puissances de 1/r. 

En première approximation, en se limitant aux termes en 1/r, 
les accroissements des valeurs galiléennes sont donnés par les termes 
correspondants du développement de la solution de Schwarzschild 
(97,14), qui peuvent s'écrire sous la forme (101,17): 


a) _  2km (1) _  2km lan 
hiv Ti TER ? haÿ = — c? r 


, Rh$D=0. (104,1) 


Parmi les termes du second ordre, proportionnels à 1/r°, il y a 
des termes de deux origines. Une partie des termes, résultant de la 
non-linéarité des équations de la gravitation, proviennent des termes 
du premier ordre. Etant donné que ces derniers dépendent seulement 
de la masse totale (et non pas d’autres caractéristiques quelles 
qu’elles soient) du corps, c'est donc uniquement de la masse que 
dépendent ces termes du second ordre. Il est donc clair qu’ils peu- 
vent être obtenus en développant la solution schwarzschildienne 
(97,14), d’où l’on trouve !: 


2 2 4k?m? 
RD =0, RQ = — Trang. (104,2) 


Les autres termes du second ordre apparaissent en tant que solu- 
tions correspondantes des équations du champ déjà linéarisées. 
Pour les calculer, utilisons les équations linéarisées sous la for- 
me (102,8). Dans le cas stationnaire, l'équation des ondes se ramène 
à l'équation de Laplace 


Ahi =0, (104,3) 


En outre, les quantités hi sont reliées par les conditions complé- 
mentaires (102,5) qui, étant donné que les h* ne dépendent 


1 Il convient d'attirer l'attention sur le fait que la forme concrète de tt}, 
heg, hf) dépend du choix concret des coordonnées spatiales (galiléennes à l'in- 
fini) ; leur expression, donnée dans le texte, correspond précisément à la défi- 
nition de r pour laquelle la solution schwarzschildienne est donnée par la for- 
mule (97,14). Ainsi, la transformation 7% = 2% + E%, £@ — o2%/2r entraîne 
{cf. (102,6)] qu’il faut ajouter à LA le terme a (Ü:g — nrang)/r, et, en choisis- 
sant a adéquatement, il vient: 


RO = — METRE (104,1a) 


ce qui correspond à la solution schwarzschildienne en coordonnées isotropes 
(cf. prob. 3 & 97). 
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pas du temps, prennent - forme suivante : 


Bt nel 

= (# L hs &)= = 0, (104,4) 
9 ,B_ 

75 0 —= 0. (104,5) 


La composante hk,, doit être donnée par la solution scalaire de 
l’équation de Laplace tridimensionnelle. Une telle solution, pro- 


: 5 ne S N 1 & 
portionnelle à 1/r?, s'écrit, comme on sait, sous la forme aV +, OÙ 


a est un vecteur constant. Mais le terme de cette espèce dans À, 
peut toujours être éliminé par une simple translation de l'origine 
des coordonnées dans le terme du premier ordre en 1/r. Ainsi, la 
présence d'un tel terme dans h4, signifierait simplement que le 
choix de l’origine des coordonnées est inadéquat et ne présente 
donc pas d'intérêt. 

Les composantes ha sont données par la solution vectorielle 
de l'équation de Laplace, donc elles doivent s'écrire: 


4 1 
ho = los = 7 


où 25 est un tenseur constant. La condition (104,5) donne: 


æ 1 
leg —©—=0 
Bo r î 


d'où il résulte que A+s doit être de la forme: 

ÂaB = Gap + AOaBr 
où Gap est un tenseur antisymétrique. Mais la solution de la forme 
À ce — peut être éliminée par la transformation x'° — 2° + E0 avec 


E0 — Mr [cf. (102,6)]. Donc seule a un sens réel la solution de la 
forme : 


cd 


a da 1 
Roc = Cas — Sr Aa = — TBa (104,6) 


Enfin, on peut montrer par un raisonnement analogue, bien que 
plus long, qu'il est toujours possible d'éliminer, par une transfor- 
mation appropriée des coordonnées spatiales, les k,8, représentant 
la solution tensorielle (symétrique en «, f) de l’équation de Laplace. 

Reste à expliciter le sens du tenseur as dans (104,6). Dans ce 
but, calculons d’après la formule (101,16), où l’on substituera les 
expressions trouvées de hk,« (on pourra faire abstraction alors de 
tous les autres k,;), le tenseur Ms du moment cinétique total. 
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En se limitant aux termes du premier ordre en k,sc, on trouve par 


application de la formule (101,2) (remarquons que g®% = —ha0 — 
= Rae) . 
08 —_%_ 9 ,a0,8v— pV0paB) — 
ha0B — TRE a (g gBv g ga8) = 
ci 9 
= ER 7 (Rao8y — hyÔœ8) = 
Sie 0e, LR 
E 167k 978 0 AGnk OV Bo r 
ci 3npny — gr 
AGE Cev re 


(n étant le vecteur unité dans la direction du rayon vecteur). 
En s'aidant de ces formules, on trouve, en intégrant sur la sphère 
de rayon r(df, = nyr° do) : 


1 3 
2 Secnsor—chhadr) dj, = — 0 | (norsaor— nanas) do = 


c3 4n c3 
= GX —3" (Oar487 — OByaa) 3x Cap- 


Un calcul analogue donne: 
cs 


1 c3 
Fer f Aa0B df,= — 16714 f (ao dfs — hgo dfa) = Gr Gas: 


Ajoutant les deux résultats, on obtient : 


K] 
Ms = _ GaB- 
On a donc, en définitive: 
2k n 
RD = — + Map. (104,7) 


Soulignons que dans le cas général où le champ au voisinage de 
corps peut ne pas être faible, Mes est alors le moment cinétique 
du corps et du champ de gravitation. C’est seulement dans le cas où 
le champ est faible à n’importe quelle distance que l’on peut faire 
abstraction de sa contribution au moment. Notons de même que, 
dans le cas d’un corps de forme sphérique en rotation, engendrant 
partout un champ faible, la formule (104,7) est légitime dans tout 
l’espace extérieur au corps. 

Les formules (104,1), (104,2) et (104,7) résolvent le problème 
posé en se limitant aux termes en 1/r°. On a pour les composantes 
covariantes du tenseur métrique 


gi = gP + RD + RD. (104,8) 
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On a alors, avec la même approximation, pour les composantes 
contravariantes 


g* = g(O)ik __ RCA he LD hi . (104,9) 
La formule (104,7) peut être mise sous forme vectorielle! : 
g=#nxM. (104,10) 


Nous avons montré dans le problème 1 du $ 88 que dans un champ 
de gravitation stationnaire une particule est soumise à une « force 
de Coriolis », comme si elle se trouvait sur un corps tournant avec 


la vitesse angulaire Q = + V8 rot g. On peut donc dire que dans 


le champ créé par un corps en rotation (de moment total M), une 
particule éloignée du corps est soumise à une force équivalente à la 
force de Coriolis due à une rotation de vitesse angulaire 


k 
LES + rot g= -5s [M—3n(Mn)]. 


Problème 


Déterminer le déplacement systématique (« séculaire ») de l'orbite d’une 
articule se mouvant dans le champ d’un corps central, dû à la rotation-de ce 
ernier (J. Lense, H. Thirring, 1918). 

Solution. Etant donné que tous les effets relativistes sont petits, 
ils se superposent linéairement et, dans le calcul des effets de rotation du corps 
central, on peut faire abstraction de l'influence non newtonienne du champ 
de forces central symétrique étudiée au $ 98; en d’autres termes, on pourra 
faire les calculs en supposant que parmi tous les h;, seuls les kÇ, ne sont pas nuls. 

L'orientation de l'orbite classique d’une particule est déterminée par 
deux vecteurs conservatifs: le moment cinétique de la particule M=rXp 
et le vecteur 


L A=+ xM— kmm'r ' 
. m 
dont la conservation est spécifique du champ newtonien @ = —km’/r (m’ étant 


.la-masse du corps central) ; cf. 1 $ 15. Le vecteur M est perpendiculaire au plan 
de l'orbite et le vecteur A est dirigé selon le demi-grand axe de l'ellipse dans 
le sens du périhélie (sa grandeur étant donnée par kmm’e, où e est l’excentricité 
de l'orbite). Le déplacement séculaire de l'orbite cherché peut être décrit comme 
la variation de la direction de ces vecteurs. 

La fonction de Lagrange de la particule se mouvant dans le champ (104,10) 


est 
ds 2km …., 
L=—me x =Lo+ôL, ÔL = mcgv = 7 M'(vxr) (1) 
1 A l’approximation envisagée, le vecteur ga = — £g04/800 © — £oa- Pour 
la même raison, dans la définition du produit vectoriel et du rotationnel (cf. 


note p. 334) on posera y = 1, si bion qu'ils pourront être compris au sens usuel 
pour les vecteurs cartésiens. 
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(on désigne ici le moment du corps central par M’, pour distinguer du 
moment de la particule M). On en déduit la fonction d'Hamilton (cf. 1 & 40): 


2k …., 
Se = So +0, = M (Xp). 


Calculant la dérivée M =rxp+ rXP au moyen des équations d’'Hamilton 
c—08€/0p, p=—60®/ôr, on obtient : 


. 2k 
M = M'XM. (2) 


Cherchant la variation séculaire de M, nous devons prendre la moyenne de cette 
expression sur une période de révolution 7 de la particule. Il est commode de 
calculer la moyenne à l’aide de la représentation paramétrique de r en fonction 
du temps lors du mouvement orbital elliptique sous la forme: 


r=a(i—e cos E), t= 7 G—esin à) 
(a et e sont le demi-grand axe et l'excentricité de l'ellipse ; cf. I $ 15): 
T 2x 
— dt 1 dE 1 


3 — — = ———— a ——————— 
FÉTT J r3 2naÿ J (—ecosE)  a3(1—e2)/2 
(1) 


Ainsi, la variation séculaire de M est donnée par la formule 


dM __2kM'xM @) 
dt  c2a3(1—e2)"? ? 
c'est-à-dire que le vecteur M tourne autour de l’axe de rotation du corps centra) 
tout en restant de grandeur constante. 
Un calcul analogue pour le vecteur A donne: 
. 2k' se. 6k ; 
A= as M XA+ enr (MM )rxM. 


On prend la moyenne de cette expression comme ci-dessus ; par raison de symé- 


trie, il est alors évident a priori que le vecteur moyen r/r5 est dirigé selon le 
demi-grand axe de l’ellipse, c'est-à-dire selon le vecteur A. Le calcul conduit 
à l'expression suivante pour la variation séculaire du vecteur A: 

dA 2kM" 


—=Q0XA, Q——————— {1 —3n(nn’ 4) 
_ PP PTE (an')} 6 
(n, n’ sont les vecteurs unités des directions M et M’), c'est-à-dire que le vecteur 
A tourne avec la vitesse angulaire Q, sa grandeur restant constante ; cette der- 
aière circonstance signifie que l’excentricité de l'orbite ne subit pas de change- 
ment séculaire. 
On peut recopier la formule (3) sous la forme: 

4M 

NérrT —=Q9xM 
avec la même Q que dans (4); en d'autres termes, Q est la vitesse angulaire 
de rotation de l'ellipse considérée « comme un tout ». Cette rotation comprend 
aussi bien le déplacement complémentaire (par rapport au déplacement consi- 
déré au & 98) du périhélie de l'orbite que le déplacement séculaire de son plan 
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autour de l’axe du corps (ce dernier effet n'existe pas si le plan de l'orbite coïn- 
cide avec le plan équatorial du corps central). 
A titre de comparaison, indiquons qu'il correspond à l'effet étudié au $ 98 
go 6rkm 
ue T 


$ 105. Rayonnement d'ondes de gravitation 


Considérons le champ gravitationnel faible créé par des corps 
animés de vitesses petites en comparaison de la vitesse de la lumière. 
Grâce à la présence de matière les équations du champ de gravi- 
tation se distingueront de l'équation ordinaire des ondes de la forme 
ODr=0 (102,8) par la présence dans le second membre de termes 
dus au tenseur d'énergie-impulsion de la matière. Nous écrirons ces 
équations sous la forme: 


+0 pt= Es}, (105,1) 


où nous avons introduit au lieu des hÿ les quantités plus com- 
modes dans le cas présent : 


gt= nt {at 


les +} désignant conventionnellement des expressions complémen- 
taires, apparaissant lorsqu'on passe dans les équations exactes de la 
gravitation au cas des champs faibles à l’approximation considérée. 
I est facile de voir que les composantes +? et t& s’obtiennent direc- 
tement à partir des composantes correspondantes T} en y dégageant 
les quantités infiniment petites d’ordre requis; en ce qui concerne 
les composantes 1%, elles contiennent, en même temps que les ter- 

es se déduisant de 7$, des termes du second ordre provenant de 


Ri— 56! R. 
Les quantités 1{ satisfont à la condition (102,5), dpi/02 = 0. 
11 résulte de (105,1) que les 1} vérifient aussi une telle équation : 


Ti Lo. (105,2) 


Cette équation remplace ici la relation générale Th = (. 
Examinons, au moyen des équations écrites, la question de 
l'énergie rayonnée sous forme d'ondes de gravitation par des corps 
en mouvement. La résolution de ce problème exige la détermination 
du champ de gravitation dans la «zone d’ondes », c'est-à-dire à 
des distances grandes par rapport à la longueur des ondes rayonnées. 
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Tous les calculs sont, en principe, analogues à ceux que nous 
avons faits pour les ondes électromagnétiques. Les équations (105,1) 
d’un champ gravitationnel faible coïncident, quant à leur forme, 
avec l'équation des potentiels retardés ($ 62). On peut donc écrire 
aussitôt leur solution générale sous la forme: 


(4 
= fotene & (105,3) 


Etant donné que les vitesses de tous les corps du système sont 
petites, on peut écrire pour le champ aux grandes distances du 
système (comparer $$ 66 et 67): 


k _ 
le À (rire d, (105,4) 


où R, est la distance à l'origine des coordonnées, située en un point 
intérieur du système; pour abréger l'écriture, nous omettrons 
ci-dessous l’indice t — R,/c dans les expressions sous les signes 
d'intégration. 

Pour calculer ces intégrales, servons-nous des équations (105,2). 
Abaissant l'indice supérieur de +1 et mettant en évidence les 
composantes spatiales et temporelles, écrivons (105,2) sous la forme: 


Îey _ At o0 2e dtoy - dTo0 
ôxŸ Ox0 ; dxŸ 9x0 


=0. (105,5) 


Muitiplions la première équation par zx et intégrons [dans tout 
l'espace : 

Q ay 9 (Tayz) 

—=— = B = \— dv 

À | taoz$ dV i ah dV f = —-dV  resav. 
Vu que t:, = 0 à l'infini, la première intégrale de droite s'évanouit 
après application du théorème de Gauss. En faisant la demi-somme 
de l'égalité restante et de celle qu'on déduit par transposition des 
indices, on trouve: 


1 9 
f TasdV= —5 5 | (Tor + Thor) dV. 
Par ailleurs, multiplions la seconde équation (105,5) par 2%x 
et intégrons de même dans tout l'espace. Une transformation ana- 
logue conduit à l'égalité 
_ f TooZ 4x8 dV = — | (TaoT8 + Tho72) dV. 
Comparant les deux résultats obtenus, on a: 


frs i(s) | tootez8 dV. (105,6) 


430 ÉQUATIONS DU CHAMP DE GRAVITATION 


Ainsi, les intégrales de tous les ts se trouvent exprimées par 
des intégrales contenant seulement la composante t,,. Mais, comme 
on l’a indiqué plus haut, cette dernière coïncide avec la composante 
correspondante T,, du tenseur d’énergie-impulsion, et on a avec 
une approximation suffisante {voir (96,1)]: 


Too = LC?. (105,7) 


Substituant cetile dernière expression dans (105,6) et introduisant 
le temps t—:1/c, recopions (105, Ê sous la forme : 
2k 
Vas — _ = | ur@r8 dV. (105,8) 
A de grandes distances des corps, on peut considérer l'onde (dans 
de petites régions) comme plane. On peut donc calculer le flux d’éner- 
gie rayonnée par le système, dans la direction de l’axe des x! par 
exemple, en utilisant la formule (102,11). Cette formule contient 
les composantes h,3 = Yes et oo — h33 = VŸoo — VŸ33. On déduit 
de (105,8) leurs rs 


2% . . 
h3— — UC Das, Ras — has — — 34Ro (D32 — Ds) 


(le point désignant la dérivation par rapport au temps), où nous 
avons introduit le tenseur 


Das = | 1 (3r%28 — Baux) dV, (105,9) 


du «moment quadrupolaire» des masses (voir $ 96) On trouve en 
définitive le flux d'énergie le long de l'axe des zx! sous la forme: 
k  (p De Dis V2, 
10, __K _[{De—Ds 
cho = TE [( =) +0]. (105,10) 
f Connaissant le rayonnement dans la direction de l'axe des z!, 


ïl est facile de déterminer le rayonnement dans une direction arbi- 
traire, dont nous désignerons le vecteur unité par n. À cet effet, 


ff faut former au moyen des composantes du tenseur Dep et du 


vecteur 7, un scalaire, quadratique en Das, se réduisant pour 
mM=i,n = n;=0à 1 expression se trouvant entre crochets dans 
(105,10). 
En définitive, l'intensité du rayonnement d'énergie dans l’élé- 
ment d’angle solide do s'exprime: 


k . ; 4 "2 … os. 5 
dl = 3ône [+ (Dasñans) ++ Dap— DasDaynns | do. (105,11) 


Le rayonnement total dans toutes les directions, c'est-à-dire 
l'énergie perdue par le système dans l'unité de temps (—dé/dt), 


ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN SYSTÈME DE CORPS 431 


peut être obtenu en prenant la moyenne de ce flux sur les directions 
et multipliant cette moyenne par 41. On prend facilement la moyen- 
ne en se servant des formules données dans la note de la page 252. 
On est conduit à l'expression suivante pour l'énergie dissipée: 


d k "+3 £ 
— EE Dep. (105,12) 


Il convient de noter que la valeur numérique de cette énergie dissipée 
est si petite, même pour des objets astronomiques, que son influence 
sur le mouvement, même pour des durées cosmiques, est tout à fait 
illusoire (ainsi, pour les étoiles doubles, la perte d'énergie en une 
année est de l’ordre du 10-'?-ième de leur énergie totale). 


Problème 


Deux corps s’attirant en vertu de la loi de Newton décrivent des orbites 
circulaires (autour de leur centre d'inertie commun). Calculer la vitesse de rap- 
prochement des deux corps due à la dissipation d'énergie par rayonnement 
d'ondes de gravitation. 

Solution. m, et m2 étant les masses des corps et r leur distance (cons- 
tante dans le mouvement sur des orbites circulaires), le calcul au moyen de 
(105,12) donne: 


d# ee | MyiMo } rte, 


dt 5c5 (mi+m 
où w = 2n/T, T étant la période de la révolution. La fréquence w est liée à r 
par l'égalité &°r = k (m, + m2). Etant donné que 6 — KT , il vient 
. 2r2 


as ss ie t Bée Ts ; 
L kmymo dt ? et on obtient en définitive 


1 = — 64k$myme (m1 me) 
TT 5ebr 


$ 106. Equations du mouvement d’un système de corps 
en seconde approximation 


L'expression (105,12) trouvée au paragraphe précédent pour la 
perte d'énergie d’un système par rayonnement d'ondes de gravita- 
tion contient cÿ au dénominateur, c’est-à-dire que cette perte n’appa- 
raît qu’en cinquième approximation en 1/c. Aux quatre premières 
approximations, l'énergie du système est constante. Il en résulte 
qu'un système de corps graves peut être décrit au moyen d'une 
fonction de Lagrange en se limitant aux termes d’ordre 1/c#, con- 
trairement au champ électromagnétique, où la fonction de Lagrange 
n’est donnée en général qu'aux termes du troisième ordre près 
($ 65). Nous établirons ici la fonction de Lagrange d’un système 
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de corps en se limitant au second ordre. Par là même nous trouverons 
l'équation du mouvement d'un système à l'approximation suivant 
celle de Newton. 

Ce faisant, nous négligerons aussi les dimensions et la structure 
interne des corps, en les considérant comme « ponctuels » ; en d’au- 
tres termes, nous nous limitons aux termes d’ordre zéro dans le déve- 
loppement en puissances des rapports des dimensions des corps a 
à leurs distances mutuelles L. 

Pour résoudre le problème posé, nous devons commencer par 
déterminer, à l’approximationi adéquate, le champ gravitationnel 
faible créé par les corps à des distances grandes par rapport à leurs 
dimensions, mais petites par rapport à la longueur À des ondes de 
gravitation émises par le système (a & r & À — lclv). 

En première approximation, il faut négliger dans les équations 
(105,1) les termes avec des dérivées secondes par rapport au temps, 
contenant 1/c°, et parmi toutes les composantes on pourra Consi- 
dérer que seule n'est pas nulle la composante +5 = uc?, contenant c? 
(alors que les autres contiennent les vitesses des corps ou leurs 
carrés). On obtient alors les équations 


k 
AYÉ=0, A0, Ap= Eu. 


Nous devons chercher les solutions de ces équations s'annulant à 
l'infini (métrique galiléenne). Donc, il résulte des deux premières 
équations que 4% = 0,5 = 0. Comparant la troisième équation avec 
l'équation (96,2) du potentiel de gravitation newtonien , on trouve 
4° = 4p/c2. D'où l'on a pour les composantes du tenseur hi = 


1 à 
= Vis pô les valeurs suivantes !: 


2 
: hÊ= —<+ qôé, (106,1) 
: H=0, = (106,2) 


o pour l'intervalle 
(14h p)et dr (1 — À p) (a2+ dur + dr?) (106,3) 


Notons qu'il y a des termes du premier ordre en q non seulement 
dans g50, mais aussi dans ges; il a été déjà indiqué au $ 87 que dans 
les équations du mouvement d'une particule les termes correctifs 
dans g,8 conduisent à des quantités infiniment petites d'ordre plus 


1 Bien entendu, ce résultat s'accorde intégralement avec les formules 
obtenues au 6 104 pour hf}? (LE se mettant sous la forme (104,1a)]. 
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élevé que les termes provenant de g,,; ceci étant, en comparant 
avec les équations newtoniennes du mouvement, on ne pouvait déter- 
miner que £oo- 

Comme on le verra par la suite, il siffit, pour obtenir les équa- 
tions du mouvement cherchées, de connaître les composantes spa- 
tiales k.s avec la précision obtenue (—1/c?) [dans (106,1)]; les 
composantes mixtes, elles (absentes dans l'approximation 1/c°), 
doivent être connues au quatrième ordre près en 1/c, et la composante 
hoo au cinquième ordre près. Pour les calculer, revenons encore aux 
équations générales de gravitation, en y tenant compte des termes 
d'ordres adéquats. 

En faisant abstraction du fait que les corps sont macroscopiques, 
nous devons écrire le tenseur d'énergie-impulsion de la matière 


sous la forme (33,4-5). En coordonnées curvilignes cette expression 
s'écrit: 


7 à a &œ—r) (106,4) 


{pour ce qui est de l’apparition du facteur 1/) —g, voir le passage 
analogue dans (90,4)]; la sommation est étendue à tous les corps 
du système. 


La composante 


Macs »: dt 
Tu D Es as 0 (Tr) 
est égale en première approximation (les g;, sont galiléens) à 


Dmac°ô (r — re); à l’approximation suivante substituons les g4, 
tirés de (106,3); on obtient après un calcul simple: 


To= Di met (1+-e +) (r—re), (106,5) 


où v est la vitesse tridimensionnelle ordinaire (0% — dzr«/dt) et 
le potentiel du champ au point r, (nous ne prenons pas en considé- 
ration pour l'instant la présence d’une partie infinie dans @, — 
du potentiel du champ propre de la particule m, ; il en sera question 
ci-dessous). 

En ce qui concerne les composantes 7,8, Toa du tenseur d’énergie- 
impulsion, il suffit, à la même approximation, de conserver les 
premiers termes du développement des expressions (106,4) : 


Tes — 2 MaVaaVa8Ô (F— 1), 


Toa = — D) Matlaud (T — ro). (106,6) 


28—249 
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Passons au calcul des composantes du tenseur de Ricci R;,. 
Il est commode de faire les calculs d’après la formule R;, — 
= gURiimn avec pour Riyimn l'expression (92,4). I1 faut alors se 
rappeler que les quantités hp, kon contiennent des termes d'ordre 
non inférieur à 1/c°, et hs, non inférieur à 1/c* ; les dérivations par 
rapport à z° — ct élèvent, à leur tour, l’ordre d’infinitude d'une 
unité. 

Les termes principaux dans À,, sont de l'ordre de 1/c?; en même 
temps que ces termes, nous devons conserver aussi les termes de 
l'ordre suivant ne disparaissant pas: {/c*. Un calcul simple con- 
duit à ce résultat: 


1 À pas 9h00 F1() - 


1 he (9 0) 
0x® ox l° 


Dans ce calcul, on n’a utilisé encore aucune condition complémen- 
taire pour les quantités h;4. Utilisant cette possibilité, assujet- 
tissons-les à présent à la condition 


ohÿ 1 Oo _ 
AR eng (106,7) 


qui a pour effet d'éliminer complètement dans R,4 les termes conte- 
nant les composantes . Substituant dans les autres termes 


2 2 1 
e = <q ho p+0 (+), 
on obtient avec la précision requise : 
es 1 2 2 3 à 
Row = + Ahoo += pAp——5 (Vp}i, (106,8) 


où nous sommes passés aux notations tridimensionnelles ; ici @q est 
le potentiel newtonien du système de particules ponctuelles, 


c'est-à-dire 
ee Ma. 
Te & > Ir-ral" 
a 


Dans le calcul des composantes R,, il suffit de conserver les 
termes du premier ordre qui ne disparaît pas : 1/4. On trouve d'une 
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manière analogue : 


7 2e gro Ÿ 2 go 2e Hrort 


et puis, eu égard à la condition (106,7) : 


(106,9) 


êt 0 


Au moyen des expressions obtenues (106,5-9), formons mainte- 
nant les équations d’Einstein 
8nk 1 , 
Ra= ee (Tn—euT). (106,10) 


La composante temporelle de l'équation (106,10) donne : 


4 4 > 8xk : 5Pa , a 
Ahoo +7 Apr (PP) = SE D mac (1 + Be + ES) 5(r— re) ; 


C 


nous aidant de l'identité 
4 (Vo}* = 2A ()° —4p Ap 
et de l'équation du potentiel newtonien 
Ag = 4nk 2 m5 (r— ra), (106,11) 


nous recopierons cette équation sous la forme: 


A (hop) ÉD met + 
a 


3rè 


c 2e? 


) 51). (106,12) 
Tous calculs faits, nous avons remplacé dans le second membre de 
l'équation (106,12) qu par 


qa= —k DM 
b 


Îra—rbl ? 


qui est le potentiel créé au point r, du champ par toutes les parti- 
cules sauf la particule m, ; l'élimination du potentiel propre infini 
des particules (dans la méthode utilisée, les particules sont supposées 
ponctuelles) correspond à la « renormalisation » de leurs masses, 
qui a pour résultat qu'elles prennent leurs valeurs réelles, tenant 
compte du champ créé par les particules mêmes !. 


! En effet, s’il y a seulement une particule immobile, dans le second membre 
de l'équation on aura simplement (8nk/c°) m,ô (r — r,) et cette équation 
définit correctement (en seconde approximation) le champ créé par la particule. 


28% 
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La solution de l'équation (106,12) peut être écrite immédiate- 
ment, compte tenu de la relation connue (36,9): 


AL = — 4nd (x). 


On trouve ainsi : 


__2p , 2e?  2k MaPa 3k malà 
oo = + ee Di [res] 8 Difrerqe (06,13) 
a a 


La composante mixte de l'équation (106,10) donne : 


…: 16%k 1 292 
Ahça = — 53 2 MaVaaô(r— Fa) —-5 . (106,14) 


La solution de cette équation linéaire est! 


46e Mas À 7 
has 2 T—ral © 07 ? 


où f est la solution de l'équation auxiliaire 
— kma 
EP ro 
Compte tenu de la relation Ar—2/r, on trouve: 


k 
= —— Dimalr—ra|, 
a 


et, après un calcul simple, on obtient en définitive : 


joe _ > FE [Tvaa + (Vano) Ra], (106,15) 


{ 
où n, est le vecteur unité dans la direction du vecteur r — r,. 
” Les expressions (106,1), (106,13), (106,15) sont suffisantes pour 
calculer la fonction de Lagrange cherchée en se limitant au second 
ordre. 


1 Dans le cas stationnaire, le second terme dans le second membre de 
l'équation (106,14) est absent. A de grandes distances du système, on peut 
NT LT LEE sa solution par analogie avec la solution (44,3) de l’équa- 
tion (43,4): 


2k 
hoa= ——55 (nXM)e 


(où M= | (rXuv)dV= > Ma (Ta X Va) est le moment cinétique du système) 
en parfait accord avec la formule (104,10). 
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La fonction de Lagrange d’une particule dans le champ de gravi- 
tation créé par les autres particules, ce champ étant supposé donné, 
s'écrit : 


va ab 1 
Le= —mat = — ma6® (4 2 oo + Done À + hp EE 2) ie 


Développant le radical et négligeant la constante non essen- 
tielle —m,c°, recopions cette expression, avec la précision requise, 
sous la forme : 


mov? Mavé h va 
Lo = + Meet (9 + hoc —E + 


1 
+ 2c2 hapvéve — He + à 


D v£ |. (106,16) 


Les valeurs des h;, sont prises ici au point r, ; en outre, on doit omet- 
tre de nouveau les termes devenant infinis, ce qui revient à « renor- 
maliser » la masse m, entrant dans l'expression de L, sous forme 
de coefficient. 

Les calculs ultérieurs consistent en ce qui suit. Bien entendu, la 
fonction de Lagrange totale L du système n'est pas égale à la somme 
des fonctions ZL, pour les divers corps, mais elle doit être établie de 
manière à donner des expressions correctes des forces f, agissant sur 
chaque corps, le mouvement des autres corps étant donné. A cet 
effet, on calcule les forces f, en dérivant la fonction de Lagrange L, : 


fa . En 


(on dérive par rapport aux coordonnées courantes r du « point d’ob- 
servation » dans les expressions des h;,). Après quoi, il est facile de 
former une fonction générale L telle que toutes les forces en question 
f, s’en déduisent en prenant les dérivées partielles 9L/0ôr,. 

Sans nous appesantir sur les calculs intermédiaires simples, nous 
donnerons ue le résultat final pour la fonction de Lagrange !: 


" Skmampe Mabÿ 
7 cr ab | + à 8c2 4 


+ 3 > re DD re l(ew)+ 


+ (Vanae) ea 3 3 > Frame (106,17) 


Dropre ablac 


1 Les équations du mouvement oi à cette fonction de Lagrange 
ont été obtenues pour la première fois par 4. Einstein, L. Infeld et B. Hoffmann 
(1938) et par À. Eddington et G. Clark (1938). 
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OÙ rap = | ra — ro |, na étant le vecteur unité dans la direction 
de r, — r,, et le signe prime affectant les sommes indique qu'il 
faut omettre le terme correspondant à b — a ou c — a. 


Problèmes 


. 1. Déterminer l'action du champ de gravitation à l’approximation newto- 
nicnne. 
Solution. En s'aidant des g;4 tirés de (106,3), on trouve par applica- 
su Le la formule (93,3) G= — 2{Vp})*/ct, de sorte qu'on a pour l'action 
u champ 


1 2 
57 | [vo dV dt. 


L'action totale pour le champ avec les masses, dont la distribution dans 
l'espace est pu, s'écrit : 


s={ [ ÈS ve ] dv dt. (1) 


J] est facile de s'assurer qu'en faisant varier S par rapport à p, on est conduit, 
comme il se doit, à l'équation de Poisson (96,2). 

On déduit la densité d'énergie de la densité de la fonction de Lagrange A 
[l'expression sous le signe somme dans (1)] conformément à la formule générale 
(32.5). ce qui s'exprime dans le cas présent (étant donné que les dérivées de 
par rapport au temps sont absentes dans A) par un changement de signe des 
deuxième et troisième termes. Intégrant la densité d'énergie dans l'espace, 
substituant alors dans le second terme u — @Ag/äxk et intégrant par 
parties, on obtient, tous calculs faits, l'énergie totale du champ et dela matiè- 
re sous la forme: 


pu? 1 aa 
Î Cr (9) LE 


Par conséquent, la densité d'énergie du champ de gravitation est donnée dans 
la théorie newtonienne par W — — (Vœ)*/8nk !. 

2. Déterminer les coordonnées du centre d'inertie d'un système de corps 
graves en seconde approximation. 

Solution. En vertu de l’analogie formelle complète entre la loi de 
Newton pour l'interaction gravitationnelle et la loi de Coulomb pour l'interac- 
tion électrostatique, les coordonnées du centre d'inertie sont données par la 


formule 
2 : ’ 
R=T D Ta (mact+ _ 2 =) , 


=. 
M 


” Pa kma ? mp ) 
4 (mot + 2Ma RE D Tab /° 
a 


analogue à la formule obtenue dans le problème 1 du $ 65. 
1 Pour écarter tout malentendu, indiquons que cette expression ne coïncide 


pas avec la composante (—£) too du pseudo-tenseur d'énergie-impulsion [cal- 
culée avec les g;, de (106,3)f; la contribution à W résulte aussi de (—g) T;4. 
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3. Déterminer le déplacement séculaire du périhélie de l'orbite de deux 
masses graves comparables (H. Robertson, 1938). 
Solution. La fonction de Lagrange du système de deux corps est 


myv? MovÈ kmumo 1 
L=- + re 2 ++ 5e (ravi + mavt) + 
k ds k2 . : 
Se [3 (v$ + v5) —7 (VaVe) — (vin) (von)] _ are Et me) 


Passant à la fonction d'Hamilton et y éliminant le mouvement du centre 
d'inertie (cf. problème 2 $ 65), on obtient : 


__ P? 14. 1 kmimo pt 1 1 
+ ( +) Be (7 +5) 


m1 


k of M , m : o 1 k°mymo (mi + mo) 
3 [ar (FE a) + 7p2+ (po) | EEE , (1) 


où p est l'impulsion du mouvement relatif. 

Déterminons la composante radiale de l’impulsion p, comme fonction de la 
variable r et des paramètres M (moment cinétique) et ‘6 (énergie). On détermi- 
ne cette fonction à partir de l'équation #='6 (il faut alors dans les termes 
du second ordre remplacer p° par ses expressions tirées de l’approximation 
d'ordre zéro): 


(rte) (tr) 28e 
ae Green) GS) (se) 
a (SE) TS (64e) 
np nee. 


On continue les calculs comme au $ 98. Ayant déterminé p- de l'équation 
algébrique écrite, changeons dans l'intégrale 


Sr= | Pr dr 


la variable r de manière à mettre |le terme contenant M2 sous la forme 
M=jr?. Développant ensuite l’expression sous le radical selon les petites cor- 
rections relativistes, on obtient : 


B a 6k2m?ims 1 
s-[y/4+È-(u- re )+ dr 


Îcomparer avec (98,6)], où À, B sont des coefficients constants qu'il est inutile 
d'expliciter. ‘ 
On trouve en définitive pour le déplacement du périhélie de l'orbite du 
mouvement relatif: 
êg= Gnkmimi _ Gnk (m1 me) 
c2M? c2a(i—e2) 
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Comparant avec (98,7), on voit que, les dimensions et la forme de l'orbite étant 
données, le déplacement du périhélie est le même que celui qui résulterait 
du mouvement d’un corps dans le champ d’un centre immobile de masse m, + 


M2. 

4. Déterminer la fréquence de la précession d’une toupie sphérique en 
mouvement orbital dans le champ de gravitation d’un corps central tournant 
autour de son axe. 

Solution. En première approximation l'effet cherché est représenté 
ar la somme de deux parties indépendantes, dont l’une résulte du fait que 
e champ central symétrique n’est pas newtonien, et l’autre, de la rotation 

du corps central !. : 

La première partie est décrite par un terme complémentaire dans la fonc- 
tion de Lagrange de la toupie, lequel terme correspond au second terme dans 
(106,17). Nous écrirons la vitesse des divers éléments de la toupie (de masses 
dm) sous la forme v — V + & X r, V étant la vitesse de son mouvement orbi- 
tal, © la vitesse angulaire, r le rayon vecteur de l'élément dm relativement 
au centre d'inertie de la toupie, de sorte que l'intégrale suivant le volume 


de la toupie [ram = 0. Omettant les termes indépendants de ©, ainsi que 
les termes quadratiques en ©, il vient: 


" 3km’ 2V (oxr) 
Lee j Rd 


m'étant la masse du corps central, R = | Rs + r | la distance du centre du 
champ à l'élément dm, Ro le rayon vecteur du centre d'inertie de la toupie. 
Lorsqu'on développe FR ER (où n = Ro/Ro) l'intégrale du premier 
terme s’annule, et dans le second l'intégration se fait au moyen de la formule 


1 
[ ZaTp dm = T7 Lôcp 


I étant le moment d'inertie de la toupie. On obtient finalement : 
3km' 
2c2R? 


M = Jo étant le moment tournant de la toupie. 

Le terme complémentaire dans la fonction de Lagrange, dû à la rotation 
du corps central, pourrait, lui aussi, se déduire de (106,17), mais il est encore 
plus simple de le calculer à l'aide de la formule (1) du problème du $ 104: 


: 2x (M'(oxr)xR 
OL — —_— 
d2L= a [ F5 dm, 


ôDL— 


M (VoXn}s 


M' étant le moment du corps central. Développant 


1 
ne & Fa TR (r—3n (nr)) 


et intégrant, on obtient : 
k 
CL = #7 {MM — , 
do L = PE {MM’ —3 (nM) (nM')}. 


{sé : Le premier effet a été étudié par H. Weyl (1923), le second par L. Schiff 
(1960). 
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De sorte que le terme complémentaire total dans la fonction de Lagrange 
est 
3km' k 
DRE MXVoT rs 


Il correspond à cette fonction l'équation du mouvement 


dM 
x =2xM 


ÔL=—MQ, Q— 


{3n(oM”) —M'}. 


[comparer avec l'équation (2) du problème fin $ 104]. Cela signifie que le moment 
M de la toupie est en précession avec la vitesse angulaire Q, tout en restant 
de grandeur constante. 


CHAPITRE XII 


COSMOLOGIE RELATIVISTE 


$ 107. Espace isotrope 


La Relativité générale ouvre de nouvelles voies dans la solution 
de questions liées aux propriétés de l'Univers considéré à l'échelle 
cosmique. Les possibilités nouvelles remarquables qui apparaissent 
ici sont dues au fait que l’espace-temps n'est pas galiléen. 

Ces possibilités sont d'autant plus importantes que la mécanique 
newtonienne conduit dans ce domaine à des contradictions qu’on 
ne peut tourner sous une forme tant soit peu générale dans le cadre 
de la théorie non relativiste. Ainsi, appliquant la formule newto- 
nienne du potentiel de gravitation (96,3) à l'espace plan (qui est tel 
en mécanique newtonienne) infini rempli de matière avec une den- 
sité moyenne arbitrairement distribuée nulle part évanescente, 
on trouve que le potentiel est infini en chaque point. Ceci implique 
des forces infinies agissant sur la matière, ce qui est absurde. 

On sait que les étoiles sont réparties dans l’espace de façon très 
irrégulière — elles sont concentrées en systèmes stellaires (les 
galaxies). Mais quand on étudie l'Univers « à grandes échelles », 
il convient de faire abstraction de ces hétérogénéités « locales » 
dues à la concentration de la matière en étoiles et systèmes stellaires. 
‘Ainsi, il sera entendu que la densité des masses est la densité 
moyenne dans des régions de l'espace dont les dimensions sont 
grandes par rapport aux distances entre galaxies. 

Les solutions, considérées ci-dessous, des équations d'Einstein — 
ce qu’on appelle modèle cosmologique isotrope (trouvé pour la 
première fois par À. Friedman en 1922) — sont fondées sur l’hypo- 
thèse que la distribution de la matière dans l’espace est homogène 
et isotrope !. Les données astronomiques existantes ne contredisent 
pas une telle hypothèse. Mais déjà par son essence même elle ne peut 


1 Nous n’examinerons pas les équations dites à constante cosmologique, 
car il est clair actuellement qu'il n’y a fondements physiques suffisants pour 
une telle modification des équations de la gravitation. 
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avoir inévitablement qu’un caractère approximatif, car l’homogé- 
néité est certainement violée quand on passe à des échelles moindres. 
Or, l'hypothèse que l'Univers est homogène est d’une portée consi- 
dérable au point de vue mathématique, et sa violation changerait, 
même qualitativement, les propriétés du modèle envisagé. 

Dans le même temps, on a de bonnes raisons de considérer que le 
modèle isotrope donne, dans ses traits généraux, une description 
adéquate de l’état actuel de l'Univers. Nous verrons par la suite 
que ce modèle a cette propriété fondamentale de n'être pas station- 
naire. Il est hors de doute que cette propriété donne une explication 
juste du phénomène, fondamental pour le problème cosmologique, 
du déplacement des raies spectrales vers le rouge ($ 110). 

Un espace rempli uniformément de matière est, quant à ses pro- 
priétés, tout à fait uniforme et isotrope. Cela signifie qu'on peut 
choisir un temps « universel » tel qu’à chaque instant la métrique 
de l’espace soit identique en tout point et dans toutes les directions. 

Occupons-nous, en premier lieu, de l'étude de la métrique de 
l’espace isotrope comme tel, en faisant abstraction provisoirement 
d'une dépendance possible du temps. Comme précédemment, nous 
désignerons le tenseur métrique tridimensionnel par Y,s, c'est-à- 
dire que nous écrirons l'élément de distance spatiale sous la forme: 


dl? — yep dr dr. (107,1) 


La courbure de l’espace est complètement déterminée par son 
tenseur de courbure tridimensionnel, que nous désignerons par Pfys 
pour le différencier du tenseur quadridimensionnel Rim (bien 
entendu, les propriétés du tenseur P$ys sont exactement les mêmes 
que celles de Rum). Dans le cas d’isotropie complète, le tenseur 
Phys doit, il est évident, s'exprimer seulement au moyen du tenseur 
métrique Y«s, et, en vertu de ses propriétés de symétrie, Pfys doit 
être de la forme: 

PÉys = À (Ov — 08 vr6), (107,2) 
où À est une constante. Le tenseur du second ordre P,8=— Piyp est 
respectivement égal à 

Pas = 21 Ya» (107,3) 
et la courbure scalaire est 
P = 64. (107,4) 

Nous voyons donc que les propriétés de la courbure de l’espace 

isotrope sont déterminées en tout et pour tout par une seule cons- 


tante À. Ceci étant, on ne peut avoir que trois cas essentiellement 
distincts de métrique spatiale : 1) l’espace dit à courbure constante 
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positive (correspondant à des valeurs positives de À), 2) l’espace à 
courbure constante négative (correspondant à des valeurs négatives 
de À) et 3) l'espace à courbure nulle (4 = 0). Ce dernier est un 
espace plan, c'est-à-dire euclidien. 

Dans l'étude de la métrique, il est commode de s'appuyer sur 
l’analogie géométrique, considérant la géométrie de l’espace isotrope 
tridimensionnel comme la géométrie sur une hypersurface a priori 
isotrope (dans un espace quadridimensionnel fictif ?). Une telle 
surface est une hypersphère ; l'espace à trois dimensions correspon- 
dant est l’espace à courbure constante positive. L'équation d’une 
hypersphère de rayon a dans l’espace à quatre dimensions z,, x, 
Ts Zi S’écrit: 


d+ataitai= 0, 
et l'élément de longueur sur cette hypersphère est 
di? = di + dei + dr + dr. 


Considérant les coordonnées z,, x., x; comme trois coordonnées 
spatiales et éliminant de l'expression de dl? la coordonnée fictive 
zx tirée de la première équation, on trouve pour l'élément de distance 
spatiale 

eo 2 = 
di? = dr! + di + dr + Sete ete me (107,5) 

A partir de cette équation, il est facile de calculer la constante À 
dans (107,2). Sachant a priori que le tenseur P,$# a la forme (107,3) 
dans tout l’espace, il nous suffira de le calculer seulement au voisi- 
nage de l’origine des coordonnées, où les vs s’écrivent: 


.. 


VaB — Ôc8 + 


{Etant donné que les dérivées er de Yes et, par conséquent, 


les quantités l$, s’annulent à l'origine, le calcul au moyen de la 
formule générale (92,10) est très simple et donne: 


A+. (107,6) 


On peut appeler la quantité a le « rayon de courbure » de l’espace. 
Introduisons au lieu des coordonnées z,, x,, x; les coordonnées 
«sphériques » correspondantes r, 6, o. L'élément de longueur devient: 


at = à + 12 (sin? 0 dg* + d8°). (107,7) 
1 


1 Qui n'a, bien entendu, rien de commun avec l’espace-temps à quatre 
dimensions. 
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Bien entendu, on peut prendre l'origine des coordonnées en n’impor- 
te quel point de l'espace. La longueur de la circonférence dans ces 
coordonnées est 2nr et l'aire de la sphère est 4nr°. On a pour la 
longueur du « rayon » d’une circonférence (ou d'une sphère) : 

r 


\ dr 
DAS 
quantité plus grande que r. Ainsi, le rapport de la longueur de la 
circonférence à son rayon est plus petit que 21 dans un tel espace. 
Le d!? revêt aussi une autre forme commode dans des « coordon- 
nées sphériques quadridimensionnelles » que l’on obtient en rempla- 


çant la coordonnée r par l’« angle » y défini par r — a sin 4 (x varie 
de 0 à x) !. On a alors: 


di? = a° [dy? + sin° y (sin° 6 d° + d0!)]. (107,8) 


La coordonnée x mesure la distance à l’origine des coordonnées, 
égale à ax. L’aire de la sphère est dans ces coordonnées 4ra* sin? #. 
On voit que lorsqu'on s'éloigne de l’origine des coordonnées, l’aire 
sphérique croît et atteint son maximum 4xa? à la distance ra/2. 
Après quoi, elle commence à décroître, et la sphère se réduit à un 
point au «pôle opposé» de l’espace, se trouvant à la distance na, 
la plus grande distance qui puisse exister dans un tel espace (bien 
entendu, ceci résulte aussi bien de (107,7), si l'on remarque que 
la coordonnée r ne peut prendre de valeurs supérieures à a). 
Le volume de l’espace à courbure positive est 


. r 
= aarcsin—, 
a 


2x x x 
V — a sin? y sin 6 dy d8 dy, 
[1] 
d'où 
V = 2nai. (107,9) 


Ainsi, l'espace à courbure positive est « fermé en soi », son volume 
est fini, mais, bien entendu, cet espace n’a pas de frontières. 

Il est digne d'intérêt que dans un espace fermé la charge électri- 
que totale doit être nulle. En effet, toute surface fermée dans un 
espace fini délimite de part et d’autre des régions finies de l’espace. 
Donc, le flux du champ électrique à travers cette surface est égal, 
d'une part, à la charge totale se trouvant à l'intérieur de cette sur- 
face et, d’autre part, à la charge, précédée du signe moins, se trou- 

1 Les coordonnées « cartésiennes » 1, 2, z3, r, sont liées aux 4-coordonnées 
sphériques a, 6, @, x par les relations: 

z,=asingsinO cos, z—asinysin0sing, 
z3=asin4cos06, Z, = COS Y. 
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vant en dehors de cette surface. La somme des charges se trouvant 
de part et d’autre de la surface est donc nulle. 

D'une manière analogue, il résulte de l'expression (101,14) 
de la 4-impulsion sous forme d’intégrale de surface que la 4-impul- 
sion totale P' dans tout l’espace est nulle. Par conséquent, il n’y 
a plus lieu de définir la 4-impulsion totale, étant donné que la loi 
de conservation correspondante dégénère en l'identité triviale 0 = 0. 

Passons à présent à l'étude de la géométrie d'un espace à courbure 
constante négative. Il résulte de (107,6) que la constante À devient 
négative lorsque a est imaginaire. On peut donc obtenir d'emblée 
toutes les formules relatives à l’espace à courbure négative en rem- 
plaçant a par ia dans les formules précédentes. En d’autres termes, 
la géométrie de l’espace à courbure négative s’interprète mathéma- 
tiquement comme la géométrie sur une pseudo-sphère quadridi- 
mensionnelle de rayon imaginaire. 


Ainsi, la constante À est maintenant égale à 
fat (107,10) 


a 


et l'élément de longueur dans l'espace à courbure négative rapporté 
aux coordonnées r, 6, ne 


dl — — + r' (sin? 6 dp° -- d8®), (107,11) 


ne 

où la coordonnée r peut parcourir toutes les valeurs de 0 à o. Le 
rapport de la longueur de la circonférence à son rayon est à pré- 
sent supérieur à 271. On déduit l’expression de dl* correspondant à 
(107,8) en introduisant la coordonnée y définie par r = ash# 

(4 variant ici de O0 à oc). Alors 
di? = a° {dy + sh? 4 (sin? 6 dp® + dO*)}. (107,12) 
IL'aire de la sphère est maintenant égale à 4na° sh? y et croît 
indéfiniment quand on s'éloigne de l’origine des coordonnées 


(x croissant). Il est évident que le volume de l’espace à courbure néga- 
ttvé est infini. 


Problème 


Transformer l'élément de longueur (107,7) de manière qu'il soit propor- 
tionnel à son expression euclidienne. 
Solution. La substitution 
1 


rc RE 


P= 


conduit au résultat : 


) 7 (dr£-1- r3 d02+ r? sin? 0 dp°). 
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$ 108. Métrique spatio-temporelle de modèle isotrope fermé 

Passant à l'étude de la métrique spatio-temporelle du modèle 
isotrope, nous devons convenir avant tout du choix du référentiel. 
Il est tout indiqué de prendre un référentiel « en comouvement », 
lequel se meut en chaque point de l’espace avec la matière qui s’y 
trouve. C'est dire encore que c’est la matière elle-même emplissant 
l’espace qui sert de référentiel; la vitesse de la matière dans ce 
référentiel est, par définition, partout nulle. Il est évident qu'un 
tel choix du référentiel pour le modèle isotrope est naturel: pour 
un autre choix, l'orientation des vitesses de la matière ferait naître 
une non-équivalence apparente des différentes directions dans l’es- 
pace. La composante temporelle doit être choisie comme il a été 
indiqué au début du paragraphe précédent, c’est-à-dire de façon 
que la métrique soit identique dans tout l’espace à chaque instant. 

Etant donnée l’équivalence complète de toutes les directions, 
les composantes £g,. du tenseur métrique sont nulles dans le réfé- 
rentiel choisi. En effet, on peut considérer les trois composantes 
So Comme les composantes d’un vecteur tridimensionnel, qui, 
s’il n’était pas nul, engendrerait la non-équivalence des diverses 
directions. Ainsi, ds? doit être de la forme d = gç0 dr; — df°. 
La composante g,, est ici seulement fonction de z°. On peut donc 
toujours choisir la coordonnée temporelle de manière que g,, devien- 
ne c?. On obtient en la désignant par t: 


ds® —c® dt — dl. (108,1) 


Le temps t est le temps propre en tout point de l’espace. 

Commençons par l'étude de l’espace à courbure positive; pour 
la brièveté, nous parlerons ci-dessous de la solution des équations 
de gravitation comme du modèle fermé. Utilisons pour dl l’expres- 
sion (107,8), où le «rayon de courbure » a est, en général, fonction 
du temps. Nous écrirons donc ds? sous la forme: 


ds® = 2 dt? — a? (t) {dy® +- sin? 4 (d02 + sin° 0 dp)}. (108,2) 


La fonction a (t) est déterminée par les équations du champ de 
gravitation. Pour résoudre ces équations, il est commode d'intro- 
duire au lieu du temps la quantité n définie par la relation 


cdt — a dr. (108,3) 
Alors ds? s'écrit : 
ds? — a° (n) {dn° — dy® — sin x (48° + sin°® 6 dp*)}. (108,4) 


Pour former les équations du champ, il faut commencer par 
calculer les composantes du tenseur R;, (les coordonnées zr°, r!, 
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z°, r° sont représentées par n, %, 8, œ). Au moyen des valeurs des com- 
posantes du tenseur métrique définies par 


Lot, LEuy——0@, go——asin®#,  £ys= —asinX{sin°6, 
on calcule les Tu: 
0 a’ 0 a’ \ a’ 0 
loo a ! las =-5 as Tô6 =—0$, Lao = Tô0 =0, 
l'accent désignant la dérivation par rapport à n (il n’y a pas lieu 
d'écrire les composantes Tlÿ, sous forme explicite). Au moyen de 
ces valeurs on trouve d’après la formule générale (92,10): 
3 eo ” 
R=— (a'?— aa ). 

Pour les mêmes raisons de symétrie concernant les g,. ci-dessus, 
on voit à l’avance que les composantes R,, sont nulles. En ce qui 


concerne le calcul des composantes RS, notons que, si l’on met en 
évidence dans ces dernières les termes contenant seulement £g8 


(c'est-à-dire seulement T$,), ces termes doivent constituer les com- 


posantes du tenseur tridimensionnel —P$, dont les valeurs sont 
connues à l'avance de (107,3) et (107,6) : ï 


2 ! 
RP ee 


où les points de suspension représentent les termes contenant £» 
en même temps que ges. On trouve après le calcul de ces derniers : 


R8 — + (2a? + a°? + aa”) 6. 
et puis 
6 " 
R=RI+RS— —-ÿ (a+ a). 
Etant donné que dans le référentiel que nous avons choisi la 
matière est immobile, on a u® —0, u° — Â/a et on déduit de (94,9) 


Ti = e, où € est la densité d'énergie de la matière. Substituant les 
expressions obtenues dans l'équation 


1 &8nk 
R— 3 R = a 7 
on obtient : 


e= À (at+a"t). (108,5) 


ci 


Cette équation contient deux fonctions inconnues € et a; il faut 
donc obtenir encore une équation. Il est commode de choisir pour 
telle (au lieu des composantes spatiales des équations d'attraction) 


l'équation Th:4 = 0 — l'une des quatre équations (94,7) qui sont 
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contenues, comme on sait, dans les équations de gravitation. On 
peut aussi établir cette équation directement au moyen de relations 
thermodynamiques de la façon suivante. 

En utilisant dans les équations du champ l'expression (94,9) 
du tenseur d’énergie-impulsion, nous faisons abstraction, par là 
même, de tous les processus de dissipation d'énergie, qui ont pour 
effet d'augmenter l’entropie. Une telle abstraction est ici, bien 
entendu, tout à fait légitime, étant donné que les termes supplémen- 
taires que l’on aurait dû ajouter à Th, en raison de la dissipation 
d'énergie, sont infimes en comparaison de la densité d'énergie &, 
contenant l'énergie de repos des corps matériels. 

Ainsi, établissant les équations du champ, on peut considérer 
que l’entropie totale est constante. Utilisons maintenant la relation 
thermodynamique connue d£& — TdS — pdV, où &, S, V sont 
l'énergie, l’entropie et le volume du système, et p, 7, la pression 
et la température. À entropie constante, on a d£ — —p dV. Intro- 
duisant la densité d'énergie € — €/V, on trouve sans peine: 


L 
de — —(e4p) + À 


Le volume V de l’espace est proportionnel, en vertu de (107,9), 

au cube du rayon de courbure a. Donc, dV/V — 3da/a — 3d1n a, 
et on peut écrire : 

de 

E+p 


— 3dlna, 


ou, en intégrant, 


d 
3Ina— — | + const (108,6) 
(la borne inférieure dans l'intégrale est constante). 

Si le lien entre & et p (l'« équation d'état » de la matière) est 
connu, l'équation (108,6) définit £ comme fonction de a. On tire 
alors de (108,5) n sous la forme: 

da = 
n=+ | VE (108,7) 
3c 


A 
” 
T € 1 


Les équations (108,6-7) résolvent sous forme générale le problème 
de la détermination de la métrique du modèle isotrope fermé. 

Si la matière est distribuée dans l'espace sous forme de corps 
macroscopiques, on pourra alors, déterminant son champ de gra- 
vitation, considérer ces corps comme des particules matérielles 
douées de masses déterminées, en faisant complètement abstraction 
de leur structure interne. En considérant que les vitesses des corps 
sont relativement petites (par rapport à c), on peut poser tout sim- 


29—249 
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plement e — uc*, où u est la somme des masses des corps rapportée 
à l’unité de volume. Pour la même raison, la pression du « gaz » 
composé de ces corps est infime par rapport à & et on peut la négliger 
(compte tenu de ce qui a été dit, les pressions dans les corps n'ont 
pas de rapport avec la question considérée). En ce qui concerne le 
rayonnement existant dans l’espace, il est insignifiant, et on peut 
également négliger son énergie et sa pression. 

Ainsi donc, pour décrire, dans les termes du modèle envisagé, 
l’état actuel de l'Univers, on se servira de l'équation d'état de la 
matière incohérente : 5 


e=uc, p=0. 


L'intégration dans (108,6) donne alors paÿ — const. Cette égalité eût 
pu s’écrire directement, car elle exprime simplement la constance 
de la somme f des masses des corps dans tout l'espace, comme cela 
doit être dans le cas envisagé de la matière incohérente !. Comme le 
volume de l’espace dans le modèle fermé est V — 2x°a*, on a const — 
— M/2n*. De la sorte 


pa — const — _. : (18,8) 
Substituant (108,8) dans (105,7) et intégrant, on obtient : 
a = ag(1 — cos n), (108,9) 
où la constante vaut : 
_ 24M 
Do re * 


Enfin, on déduit de (108,3) pour le lien entre t{ et n: 
t=%(n— sin n). (198,10) 


Les équations (108,9-10) déterminent sous forme paramétrique la 
dépendance a (t). La fonction a (t) croît de zéro pour & = 0 (1 — 0} 
à Sa valeur maximum a — 2a, atteinte pour £ = na,/c (1 = x). 
puis décroît et s’annule pour { = 2xa,/c (n = 2x). 

-.ÆPour n < 1 on a approximativement a = aosn°/2. t -- a,n°:6c, 
de sorte que 


4 (=) l'a s, (108,1 1) 
Alors la densité de la matière 
1 8-105 


1 Soulignons pour éviter tout malentendu (alors qu'on confrontera avec 
la nullité, mentionnée au $ 107. de la 4-impulsion de l'Univers fermé) que M 
est précisément la somme des masses des corps pris séparément, abstraction 
faite de leur interaction gravitationnelle. 
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(la valeur numérique du coefficient est donnée pour la densité en 
g-cm* lorsque le temps est exprimé en secondes). Notons qu’à 
cette limite la dépendance pu ({) a un caractère universel en ce sens 
qu’elle ne dépend pas du paramètre a4. 

Lorsque a —+ 0, la densité u devient infinie. Mais pour up —+ oc 
la pression devient elle aussi grande, si bien que pour étudier la 
métrique dans ce domaine, il faut considérer le cas opposé où la 
pression est maximum (pour une densité d'énergie e donnée), c’est-à- 
dire décrire la matière par l'équation d'état 

E 


rs 
(cf. $ 35). Il vient alors de (108,6) : 
gai = const = as (108,13) 


(a, est une nouvelle constante), après quoi les équations (108,7) 
et (108,3) conduisent à la relation 


a—a;sinn, tt (1 — cos 1). 


Comme il n’y a de sens à considérer cette solution que pour des & 
très grands (c’est-à-dire pour des a petits), on posera n < 1. Alors 
a & an, t & a,n°/2c, de sorte que 


a = V 2act. (108,14) 
Alors 
ë 3 4,5-105 
EUR EE (108,15) 
(cette dépendance non plus ne contient pas de paramètres). 

De sorte qu'ici encore a+ 0 pour {+ 0, si bien que { — 0 est effec- 
tivement un point singulier dela métrique spatio-temporelle du modèle 
isotrope (et il en est de même dans le modèle fermé du second point, 
où a — 0). (108,14) montre également que a (t) devient complexe 
lorsqu'on change le signe de t, et son carré, négatif. Toutes les quatre 
composantes de g;, dans (108,2) deviennent alors négatives, et le 
déterminant g, positif. Mais une telle métrique est dénuée de sens 
physique. Cela signifie que le prolongement analytique de la métri- 
que au-delà du point singulier est dénué de sens physique. 


$ 109. Métrique spatio-temporelle de modèle isotrope ouvert 


La solution correspondant à l’espace isotrope à courbure néga- 
tive (modèle ouvert) s'obtient exactement comme dans le cas précé- 
dent. On a à présent au lieu de (108,2): 


ds® = c° dt? — a (t){dy®- sh° 4 (402 + sin? 0 d°)}. (109,1) 
29% 
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Introduisons de nouveau au lieu de t la variable n définie par 
cdt=adn; il vient alors: 


ds® — a? (n) {dn° — dy — sh? x (d0? + sin? 6 dp°)). (109,2) 


Cette expression peut se déduire formellement de (108,4) en rempla- 
çant n, x, a respectivement par in, iy, ia. Ceci étant, les équations 
du champ elles aussi peuvent se déduire simplement par cette subs- 
titution à partir de (108,5-6). L'’équation (108,6) conserve alors 
sa forme primitive: 


= — ' de 
31na— f ur + const, (109,3) 
et au lieu de (108,5) on a: 
Se 3 (ar _ a). (109,4) 


En conséquence, on trouve au lieu de (108,7): 


NE ——< _——. (109,5) 
8nk 2 
Gr €2 +1 


ay 


On en déduit pour la matière incohérente ! : 


a=ao(chn—1), t=2(shn—m), (109,6) 
8 7 ao. (109,7) 


! Notons que la transformation 
r—Aeïshy#, ct— 4e ch 4, 


t Ae=V/c#x2—r2, th x=— 


ramène (109,2) à l'expression sconforme-galiléenne» 
La ds®=f(r, t)[c? dt® — dr? —r? (402 +sin® 6 dp°)]. 
Concrètement, dans le cas (109,6) on obtient (en posant 4 — a9/2) : 


4 
ds? — (1 —) {2 dr®— dr? — r° (d02 + sin? 6 dq2)} 
2 Ver 


(V. Fok, 1955). Pour de grandes valeurs de V/c?1°—7" (à quoi correspond n > 1) 
cette métrique tend vers la métrique galiléenne, ce qu'il était naturel d'at- 
tendre, car le rayon de courbure tend vers l'infini. | na 

Dans les coordonnées r, 8, p, t la matière n’est pas immobile et sa distri- 
bution n'est pas uniforme; il apparaît que la distribution et le mouvement 
de la matière sont doués de symétrie centrale autour d’un point arbitraire 
de l’espace pris pour origine des coordonnées r, 8, . 
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Les formules (109,6) déterminent sous forme paramétrique la dépen- 
dance a (t). Contrairement au modèle fermé, ici le rayon de courbure 
varie de façon monotone, croissant de zéro pour t = O0 (n = 0) à l’in- 
fini pour {—> oo (n-> co). Quant à la densité de la matière, elle 
est, respectivement, monotone décroissante de la valeur infinie 
pour t{ = 0 (pour n < 1 la loi de cette décroissance est donnée par 
la même formule approchée (108,12) que pour le modèle fermé). 

Pour les grandes densités la solution (109,6-7) ne s'applique 
pas, et il faut à nouveau avoir recours au cas p — e/3. On obtient 
alors de nouveau la relation 


402 
eat — const = <s | (109,8) 


et on trouve pour la dépendance a (t): 


a=ashn, t="! (chn—1), 


ou, pour n< 1, _ 
a— V 2act (109,9) 


[et la formule primitive (108,15) pour e(t)l. Ainsi donc, dans le 
modèle ouvert aussi la métrique présente un point singulier (mais, 
contrairement au modèle fermé, un seul). 

Enfin, le cas limite des solutions considérées, correspondant à 
un rayon de courbure infini de l’espace, est le modèle d'espace plan 
(euclidien). L’intervalle ds dans ce modèle peut être mis sous la 
forme : 


ds® = c? di — b® (t) (dx°® + dy° + dz°) (109,10) 


(on a pris pour coordonnées spatiales des coordonnées « cartésien- 
nes» zx, y,2). Le facteur dépendant du temps dans l'élément de dis- 
tance spatiale n’altère pas manifestement le caractère euclidien 
de la métrique, étant donné que, pour t donné, ce facteur est cons- 
tant et peut être ramené à l'unité par une simple transformation 
des coordonnées. Des calculs analogues à ceux faits au paragraphe 
précédent conduisent aux équations suivantes: 


Sak 3 f db \? de 
- er (+) ; 31nb= — | -P+ const. 


Dans le cas des petites pressions on trouve : 
ub®= const, b= const". (109,11) 


Pour des t petits, il faut encore considérer le cas où p—e/3, et on 
obtient : 


eb*=— const, b= const V4. (109,12) 
De sorte que dans ce cas aussi la métrique a un point singulier (t = 0). 
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Notons que toutes les solutions isotropes déduites n'existent 
que si la densité de la matière n'est pas nulle; pour un espace vide 
les équations d’Einstein n’admettent pas de solutions de ce genre !. 
Mentionnons encore que, sous le rapport mathématique, elles sont 
un cas particulier d’une classe plus générale de solutions, laquelle 
classe contient trois fonctions arbitraires physiquement diffé- 
rentes des coordonnées spatiales (cf. problème). 


Problème 


Trouver la forme générale de la solution au voisinage d'un point singulier 
de la métrique, pour laquelle la dilatation de l'espace est « quasi uniforme ». 
c'est-à-dire telle que toutes les composantes ÿ,8 = — gg (dans le référentiel 
synchrone) tendent vers zéro suivant une seule ët même loi. L'espace est rempli 
de matière d'équation d'état p — e/3 (E. Lifchitz, 1. Khalatnikor, 1960). 

Solution. Cherchons la solution au voisinage du point singulier (t — 
— 0) sous la forme : 

Vap = laop + Lbap + Rae (1) 
Où äyps ban Sont des fonctions des coordonnées (spatiales) ? : nous posons 
ci-dessous c — 1. 
Le tenseur inverse de Yop est 
vB — 1 aB __puB, 
t 


où le tenseur a%P est l'inverse de açg. et b%P — a%YaPôp,s : ci-dessous, l’éléva- 
tion ainsi que la dérivation covariante sont opérées au moyen de la métrique 
dag qui ne dépend pas de temps. 

Calculant les premiers membres des équations (99,11) et (99,12) avec 
la précision requise en 1/4, on obtient: 


3 1 82% s. 

D 7 SCT NL de 3 e(—Au5 +1), 
1 271 
T (.,—bk. B)= ue Euquo 


{. . 
(où b= b@). Prenant aussi en considération l'identité 


1=ujui & uê + uaupar, 
6f trouve 
3 b 2 ; 
BThE= re, Ua (bo — dE; p. (2) 
L Pour e = 0, on déduirait de l'équation (109,5) a — age = ct {l'équation 
(108,7), elle, perd tout sens du fait que la racine est complexe]. Mais la métrique 
ds? = c? dt?— ct? {dy® sh? y (d0? +- sin? 6 dp?)} 
se ramène par la transformation r=ctsh#%,t=tch# à la forme: 
ds?= €? dt®— dr? — r? (40? + sin? 6 dp®), 


c'est-à-dire simplement à l'espace-temps galiléen. 
2 11 correspond à la solution de Friedman un choix spécial des fonctions 
aag» Correspondant à l'espace à courbure constante. 
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Les Christoffels tridimensionnels et, avec eux, le tenseur P,$ ne dépendent 
pas, en première approximation en 1/t, du temps; en outre, les P,8 coïncident 
avec les expressions obtenues lorsqu'on les calcule avec la métrique aeg. Ceci 
étant. on trouve que dans l'équation (99.13) les termes d'ordre ?* se réduisent 
mutuellement, et les termes —1/t donnent: 


3 es. 
PR + Th + 75 6600, 


d'où 


4 5 ; 
(où P—a8ŸPg;). Compte tenu de l'identité 
1 
pe: BB 2 Pia =0 
{cf. (92.13)], on obtient la relation 
7 
bp TG be 


et, par conséquent, on peut recopier u, sous la forme : 


Ua = ba (4) 


Ainsi, toutes les six fonctions a,4 restent arbitraires et elles permettent 
de définir les coefficients b,4 du terme suivant du développement (1). Le choix 
du temps dans la métrique (1) est complètement déterminé par la condition 
1 = 0 au point singulier; les coordonnées spatiales, elles, peuvent être soumises 
à des transformations arbitraires n'affectant pas le temps (on peut s'en servir, 
par exemple, pour réduire le tenseur a,4 à la forme diagonale). Il en résulte 
que la solution obtenue contient en tout trois fonctions arbitraires « physique- 
ment distinctes ». 

Notons que la métrique spatiale est non uniforme et anisotrope dans cette 
solution, et que la distribution de la densité de la matière tend à devenir uni- 
forme lorsque t —+ 0. La vitesse tridimensionnelle + possède [avec l’approxima- 
tion (4)] un rotationnel nul, et sa grandeur tend vers zéro selon la loi 


v? = vavpy®P — 13, 


$ 110. Déplacement des raies spectrales vers le rouge 


La particularité fondamentale de toutes les solutions considérées 
est que la métrique n'est pas stationnaire; le rayon de courbure de 
l'espace est fonction du temps. Par ailleurs, la variation du rayon 
de courbure entraîne la variation de toutes les distances entre corps 
dans l’espace, comme il résulte du fait que l'élément de distance 
spatiale dl est proportionnel à a. Ainsi, lorsque a croît dans un tel 
espace, les corps se fuient les uns les autres (dans le modèle ouvert 
à a croissant il correspond des n > 0, et dans le modèle fermé 0 
<1n <<). Pour un observateur se trouvant sur un de ces corps, les 
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choses se présentent comme si les autres corps fuyaient radialement 
l'observateur. La vitesse de cette « fuite» (à l'instant f) est pro- 
portionnelle à la distance entre corps. 

Il convient de faire un rapprochement entre cette prédiction 
et l'effet astronomique fondamental de déplacement vers le rouge 
des raies dans les spectres des galaxies. Attribuant ce déplacement 
à l'effet Doppler, nous sommes amenés à conclure la « fuite » des 
galaxies, c’est-à-dire qu'actuellement l'Univers est en expansion !. 

Considérons la propagation des rayons de lumière dans un espace 
isotrope. Le plus simple, à cet elfet, est d'utiliser le fait que le long 
de la ligne d'univers de propagation du signal lumineux on a ds — 
= 0. Prenons le point d'émission du rayon pour origine des coor- 
données , 6, y. Par raison de symétrie, il est évident que les rayons 
se propageront « radialement », c’est-à-dire le long des lignes 6 — 
= const,  — const. Posant, par conséquent, dans (108,4) ou 
(109,2) d8 = dp = 0, on obtient ds® — a? (dn® — dx“). On trouve, 
en égalant à zéro, dn = + dy, ou. en intégrant, 


4=+n<+ const. (110,1) 


Le signe + devant n correspond à un rayon issu de l’origine des 
coordonnées, et le signe — à un rayon arrivant à l'origine. Sous 
cette forme, l'équation (110,1) convient aussi bien à la propagation 
des rayons dans un modèle ouvert que dans un modèle fermé. Au 
moyen des formules des paragraphes précédents, on peut exprimer 
ici la distance parcourue par le rayon en fonction du temps. 

Dans le modèle ouvert, un rayon de lumière issu d’un certain 
point s’en éloigne indéfiniment. Mais dans le modèle fermé, le 
rayon issu d’un point initial peut atteindre en fin de compte le 
« pôle opposé » de l’espace (x variant de 0 à x); puis le rayon revient 
au point initial. Pour un voyage « autour de l’espace » avec retour 
aut point initial 4x varierait de O à 2x. (110,1) montre que n aussi 
devrait alors varier de 2x, ce qui est impossible (hormis le cas unique 
‘où le rayon part à l'instant n = 0). Par conséquent, un rayon n’au- 
rait pas le temps de revenir au point initial en faisant le « tour 
de l'espace ». 

Pour un rayon arrivant au point d'observation (origine des coor- 
données), on doit prendre l'équation (110,1) avec le signe moins 


1 La conclusion que les corps se fuient lorsque a (t) croît ne peut, bien 
entendu, se faire qu'à la condition que l’énergie de leur interaction est petite 
devant l'énergie cinétique de leur mouvement de fuite; cette condition est 
certainement vérifiée pour les galaxies suffisamment éloignées. Dans le cas 
contraire les distances entre les corps sont principalement déterminées par 
leur interaction. Aussi, par exemple, l'effet considéré ne doit pratiquement 
pas avoir d'incidence sur les dimensions des nébuleuses elles-mêmes et a fortiori 
sur celles des étoiles. 
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“1 


devant n. Si t (n.) est l’instant de l’arrivée du rayon en ce point, 
pour n = , on doit avoir x = 0, de sorte que l’équation de pro- 
pagation de tels rayons s’écrit: 


X=No—1- (110.2) 


Ceci montre que seuls des rayons issus de points se trouvant à 
des « distances » non supérieures à % = 7, peuvent atteindre à 
l'instant t(n.) un observateur situé au point 4 = 0. 

Ce résultat, concernant aussi bien le modèle ouvert que le modèle 
fermé, est très essentiel. Nous voyons qu'à chaque instant t (n) 
en un point donné de l’espace seule est accessible à une observation 
physique la portion de l’espace correspondant à x<n. Du point 
de vue mathématique, la « région visible » de l’espace représente 
la section de l’espace-temps quadridimensionnel par le cône de 
lumière. Cette section est finie aussi bien pour le modèle fermé 
(une section infinie dans le modèle ouvert est la section par l’hyper- 
surface £{ — const, correspondant à l’espace considéré en tous ses 
points en un seul et même instant t). En ce sens, la différence entre 
le modèle ouvert et le modèle fermé est moins profonde que cela 
pourrait paraître au premier abord. 

Plus la région observée à l'instant donné est éloignée de l’obser- 
vateur, plus tôt dans le temps sont situés les instants correspondants. 
Représentons-nous une surface sphérique, lieu géométrique de points 
d’où la lumière est issue à l'instant # (n — x), et imaginons un obser- 
vateur à l’origine des coordonnées à l'instant t (n). L’aire de cette 
surface est égale à 4ra° (n — y) sin? (dans le modèle fermé) ou 
äna® (n — %) sh° x (dans le modèle ouvert). Au fur et à mesure:que 
la sphère s'éloigne de l'observateur, l'aire de la « sphère visible » 
croît d’abord à partir de zéro (pour 4 — 0), passe par un maximum. 
puis décroît et s’annule pour %; = n (où a (n — x) = a (0) = 0). 
Cela ‘signifie que la section par le cône de lumière est non seulement 
finie, mais encore fermée. C’est comme si elle se refermait en un 
point « opposé» à l'observateur; ce point peut s’observer dans 
n'importe quelle direction de l'espace. En ce point e—+ œ, de sorte 
qu'en principe la matière est accessible à l'observation à n'importe 
quel degré de son évolution. 

La quantité totale de matière observée dans le modèle ouvert 
est donnée par l'intégrale 


n 
Mobs = 47 f ua sh° y dy. 
0 


Substituant ua tiré de (109,7), on obtient : 
Move = (sh nch n— "). (110,3) 
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Cette quantité croît indéfiniment lorsque n —> o. Mais dans le 
modèle fermé la croissance de Mrs est bornée, bien entendu, par 
la masse totale M ; on trouve d’une manière analogue dans ce cas: 


Mois = 2 (n— sin n cos n). (110,4) 


Lorsque n croît de 0 à x, cette quantité croît de O à A ; ensuite, la 
croissance Mons conformément à la formule obtenue est fictive et 
correspond simplement au fait que dans un Univers en « contraction » 
les corps éloignés s’observeraient deux’ fois (par la lumière « con- 
tournant l’espace » de deux côtés). 

Considérons maintenant la variation de la fréquence de la lumiè- 
re dans un espace isotrope. À cet effet, faisons préalablement la 
remarque suivante. Soient deux événements ayant lieu en un 
certain point de l'espace et séparés par le laps de temps dt — 
= a (n) dn/c. Si aux instants où ces événements ont lieu sont émis 
deux signaux lumineux, perçus en un autre point de l'espace, 
alors le laps de temps, écoulé entre les deux instants de perception, 
correspondra à la même variation dn de n au point d'émission. 
Ceci résulte directement de l'équation (110, Le en vertu de laquelle 
la variation de la quantité n pendant le temps de la propagation de 
la lumière d’un point à un autre dépend seulement de la différence 
des coordonnées 4 de ces points. Mais étant donné que pendant la 
propagation du signal le rayon de courbure a varie, il s'ensuit que 
les laps de temps t entre les instants d'émission des deux signaux 
et les instants de leur réception seront différents ; le rapport de ces 
laps de temps est égal au rapport des valeurs correspondantes de a. 

Il en résulte, notamment, que les périodes des oscillations lumi- 
neuses aussi, mesurées dans le temps universel t, varient le long 
d'un rayon proportionnellement à a. La fréquence de la lumière 
sera, évidemment, inversement proportionnelle à a. Par conséquent. 
‘pendant la propagation d'un rayon de lumière le produit suivant 
est constant le long de ce rayon: i 


- wa =const. ! (110,5) 


Supposons qu’à l'instant { (n) nous observions la lumière émise 
par une source se trouvant à une distance correspondant à une valeur 
déterminée de %. L’instant d'émission est, en vertu de (140,1), 
1 (n — x). Si ow, est la fréquence de la lumière à l'instant de son 
émission, la fréquence © que nous observons sera, en vertu de (110,5), 


PR Let DS (110,6) 


Pour a (n) monotone croissante, on a © << w,, c'est-à-dire que 
la fréquence de la lumière diminue. Cela signifie que, observant le 
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spectre de la lumière parvenue, on doit voir toutes ses raies décalées 
vers le rouge, par rapport aux spectres des mêmes matières dans 
les conditions usuelles. Ce phénomène de déplacement vers Le rouge 
traduit, en fait, l'effet Doppler dû à la « fuite » réciproque des corps. 

La grandeur du déplacement, mesurée par le rapport w/o, de la 
fréquence décalée à la fréquence non décalée, dépend (à l'instant 
donné de l'observation) de la distance où se trouve la source de 
lumière observée (dans le rapport (110,6) entre la coordonnée 7 
de la source). Lorsque les distances ne sont pas trop grandes, on 
peut décomposer a (n — x) en série des puissances de # en se limi- 
tant aux deux premiers termes: 

9 4 _,, a 
@% x a (n) 

{l'accent désignant la dérivation par rapport à n). En outre, nous 
remarquons que le produit #a (n) n’est ici autre chose que la distan- 
ce L à la source observée. En effet, l'élément « radial » de longueur 
est dl — adyx; lorsqu'on intègre cette relation, la question se pose 
du procédé d’observation physique déterminant la distance, car 
on doit prendre en fonction de cela les valeurs de a en divers points 
du chemin d'intégration à des instants différents (l'intégration 
avec n = const signifierait que l’on considère tous les points du 
chemin simultanément, ce qui est physiquement irréalisable). 
Mais pour des distances « petites », on peut faire abstraction de la 
variation de a le long du chemin d'intégration et écrire simplement 
ÎL = ay, a étant pris à l'instant de l'observation. 

On trouve en définitive pour la grandeur relative de la variation 
de la fréquence la formule suivante: 


2% _ y, (110,7) 
0 
où l'on a posé : 
_. da'OD 1 da 
h— PEN A 1 (110.8) 


h élant la constante de Hubble. Elle ne dépend pas, à l'instant d'ob- 
servation donné, de /. Ainsi, le décalage relatif des raies spectrales 
doit ètre proportionnel à la distance au point où se trouve la source 
observée. 

Considérant que le déplacement vers le rouge résulte de l'effet 
Doppler, on peut déterminer les vitesses v des corps avec lesquelles 


ils s’éloignent de l'observateur. Ecrivant (6 — w,)/ù — —v/c et 
comparant avec (110,7) il vient: 
v=—hl (110,9) 


(on peut obtenir cette formule directement en calculant la dérivée 
pv = d (a)/dt). 
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Les données astronomiques confirment la loi (110,7), mais il 
est difficile de déterminer les valeurs de la constante de Hubble, 
étant donnée l’indétermination dans l'établissement de l'échelle 
des distances cosmiques convenant aux galaxies lointaines. Les 
dernières déterminations donnent: 


hk &0,8-10"1 année”! — 0,25.1071 s"1, 


+. æ 4-10" s—1,3-10° années. (110,10) 


Cette valeur de h correspond à un accroissement de la « vitesse 
de fuite » de 25 km/s par million d’années-lumière. 

Substituant dans l'équation (109,4) e = uc® et h — ca’/a°, on 
obtient pour le modèle ouvert la relation suivante: 


LR LT (110,11) 


a? 3 


Combinant cette équation avec l'égalité 


on obtient : 


n Ts 
hr) (110,12) 
On obtient d’une manière analogue pour le modèle fermé : 
2?  Sxk : 
= uk, (110,13) 
n 23. 
cs) pe (110,14) 


{ Comparant (110,11) et (110,13), on voit que la courbure 
_dé l'espace est négative ou positive, selon que la différence 
Snku/3—h° est négative ou positive. Cette différence s'annule pour 
= x, où 


h? » 
pan de. (110,15) 


Prenant la valeur (110,10), on obtient u, & 1 :10-*? g/cem5. Dans l'état 
actuel des connaissances astronomiques, l'évaluation de la densité 
moyenne de la matière dans l’espace ne peut être faite qu’avec une 
précision par trop insuffisante. On prend actuellement pour l’éva- 
luation basée sur le calcul du nombre de galaxies et sur leur masse 
moyenne le chiffre approximatif 3.10%! g/cm’. Cette valeur est 
30 fois plus petite que u,, si bien qu'elle semble témoigner en faveur 
du modèle ouvert. Toutefois, même si l’on passe sur la réserve à 
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faire sur cette valeur, on aura en vue qu'il n’y a pas été tenu compte 
de la possibilité de l'existence d’un gaz sombre intergalactique, 
dont la considération pourrait notablement accroître la densité 
de la matière. 

Indiquons une certaine inégalité qu'il est possible d'obtenir, 
une fois k donné. On a pour le modèle ouvert: k = c sh n/a, X 
X (ch n — 1}°, d’où 

_ _ shn(shn—1) 
FRS (shn—1) = h (ch n—1)2 


Etant donné que 0<n< , on doit avoir: 
2 1 
HE <t<E- (110,16) 


On obtient d'une manière analogue pour le modèle fermé! : 


re sinn(n—sinn) 
7 hk(1—cos 1)? 


A la croissance de a (n) correspond l'intervalle 0<<n< 1; on obtient 
donc : 
9 
0<I<-. (110,17) 
Déterminons, par ailleurs, l'intensité Z de la lumière à son 
arrivée à l'observateur, la source se trouvant à une distance corres- 
pondant à une valeur déterminée de la coordonnée y. La densité 
du flux d'énergie lumineuse au point d'observation est inversement 
proportionnelle à l'aire de la sphère menée par le point considéré, 
le centre coïncidant avec la source ; dans un espace à courbure néga- 
tive l’aire de la sphère est égale à 4na° sh° 4. La lumière émise par 
la source pendant le temps dt = a (n — %) dn/c arrivera au point 
d'observation pendant le temps a (n) dt/a (n — x) — a (n) dn/c. 
Etant donné que l'intensité est définie comme le flux d'énergie 
lumineuse en l'unité de temps, il en résulte que dans l'expression 
de 7 apparaîtra le facteur a (n — x})/a (n). Enfin, l'énergie d'un 
paquet d'ondes est proportionnelle à la fréquence [cf. (53,9)]; étant 
donné que la fréquence varie pendant la propagation de la lumière 
selon la loi (110,5), ceci conduit à la réapparition dans Z du facteur 
a (n — x)/a (n). On obtient en définitive l'intensité sous la forme: 


a? (n—%) , 
J=const- . (110,18) 


1 L'incertitude sur la valeur de u ne permet pas de calculer tant soit peu 
exactement la valeur de n, d'autant plus qu'on n'est même pas sûr du signe 
de p — pu. Posant dans (110,12) p = 3-10 g/emÿ [et prenant k dans (110,10)], 
on obtient n = 5.0. Si l'on pose p = 10-% g/cemÿ, on obtient n = 6,1. 
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On obtiendrait d'une manière analogue pour le modèle fermé : 


_ a (n=—%) 
J=const- . (110,19) 
Telles sont les formules établissant la dépendance entre l'éclat vi- 
sible de l’objet observé et sa distance (pour un éclat absolu donné). 
Pour des x petits, on peut poser a (n — x) Æ a (n), et on a alors 
I — A/a° (n) x° = 1/Æ, qui est la loi ordinaire de la décroissance 
de l'intensité comme l'inverse du carré de la distance. 

Enfin, considérons la question de ce qu’on appelle mouvements 
propres des corps. Parlant de la densité et du mouvement de la 
matière, nous avions partout en vue la densité moyenne et le mouve- 
ment moyen; en particulier, dans le référentiel que nous utilisons 
constamment, la vitesse du mouvement moyen est nulle. Les vraies 
vitesses, elles, sont éparpillées autour de la valeur moyenne. Les 
vitesses du mouvement propre des corps varient avec le temps. Pour 
déterminer la loi de cette variation, considérons un corps en mou- 
vement libre et prenons l'origine des coordonnées en un point arbi- 
traire de sa trajectoire. Alors la trajectoire sera la ligne radiale 
8 — const, q = const. L’équation d'Hamilton-Jacobi (87,6) devient 
après substitution des valeurs de gi#: 


28 \2? 98 \2 8.0 ni 
(5) — (5) + m°c?a? (n) -- 0. (110,20) 
Etant donné que x n’entre pas dans les coefficients de cette équation 
(c’est-à-dire que la coordonnée y est cyclique), on a la loi de conser- 
vation 0S/0x — const. L'impulsion p du corps en mouvement est, 
d’après la définition générale, p — 0S/01 = 9S/aûy. Par conséquent, 
le produit suivant est constant pendant le mouvement du corps: 


! pa = const. (110,21) 
‘Introduisant la vitesse v du mouvement propre du corps d'après 
- mv 

P=—- EE : 


on obtient : 


= = const. (110,22) 


Cette relation détermine la loi de variation des vitesses en fonction 
äu temps. Quand a croît, les vitesses v décroissent monotonement. 
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Problèmes 


1. Trouver les deux premiers termes du développement de l'éclat visible 
d’une galaxie en fonction du déplacement de ses raies spectrales ; l'éclat absolu 
d’une galaxie varie en fonction du temps selon la loi exponentielle /,ps — 
= const-e%! (H. Robertson, 1955). 

Solution. L'éclat visible d’une nébuleuse, observée à l'« instant » 1, 
est donné comme fonction de la distance % par la formule (pour le modèle fermé) 


e elttn=2)—t(n)] 2? (NX) 
I =const-.e PC ET EF 2 
Nous déterminerons le déplacement des raies comme la variation relative 
de la longueur d'onde: 


à ho _ wÿ—® _ a(D—a(n—x) | 
Ào & a(n—x) 


Développant 7 et : selon les puissances de 7 [les fonctions a (n) et ? (n) étant 
données par (108.9-10)} et éliminant ensuite 7 des expressions obtenues, on 
trouve finalement : 
l q ac 
1= const-— [1 (1-54 SE) :] ; 
où l'on a posé : 
CRE 


Tcosn ua 
Pour le modèle ouvert, on obtient une formule identique avec 


2 u 
17 1-ch CT SE 
2. Trouver les premiers termes du développement du nombre de galaxies 
contenues dans une « sphère » de rayon donné, en tant que fonction du dépla- 
cement des raies vers le rouge sur la frontière de la sphere (on suppose que la 
distribution spatiale des galaxies est uniforme). 
Solution. Le nombre NW des galaxies se trouvant à une « distance » 
< 4 est dans le modèle fermé: 


q 


% 
V = const. \ sin? 4 dy & const-y3. 
t 
Substituant dans cette dernière les deux termes du développement de la fonc- 
tion #4 (:), on obtient : 
3 
V= const -53 [1-+ (2+ 9) :] 3 


Sous cette forme, cette formule convient aussi au modèle ouvert. 


$ 111. Stabilité gravitationnelle de l'Univers isotrope 


Considérons la question du comportement de petites perturba- 
tions dans le modèle isotrope, c'est-à-dire de sa stabilité gravitation- 
nelle (E. Lifchitz, 1946). Nous n’envisagerons alors que des pertur- 
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bations dans des régions relativement petites de l’espace, aux dimen- 
sions linéaires petites en comparaison du rayon ai. 

En chaque point de l’espace la métrique spatiale peut être sup- 
posée, en première approximation, euclidienne, c’est-à-dire que 
la métrique (107,8) ou (107,12) peut être remplacée par 


dE = a% (n) (dx + dy* + ds), (441) 


z, y, z étant les coordonnées cartésiennes mesurées dans les unités 
du rayon a. On prendra, comme auparavant, n pour coordonnée 
temporelle. 

Sans restreindre la généralité, nous décrirons, comme par le 
passé, le champ perturbé dans le référentiel synchrone, c'est-à- 
dire que nous imposerons aux variations ôg;, du tenseur métrique 
les conditions ôg6o = Ôgox — 0. Faisant varier dans ces conditions 
l'identité g;;u'u* — 1 (et ayant en vue que les valeurs imperturbées 
des composantes de la quadrivitesse de la matière sont u° — 1/a. 
u% — 0°), on obtient g,Qu°ôu° — 0, d’où ôu° — 0. Pour ce qui est 
des perturbations ôu®, elles sont, en général, non nulles, si bien que 
le référentiel n’est plus un référentiel en comouvement. 

Nous désignerons les perturbations du tenseur métrique spatial 
par hes= Ôyes — —ôgas. Alors Ôy28 — —h@8, l'élévation des 
indices de h,p étant faite au moyen de la métrique imperturbée y,8. 

A l'approximation linéaire les petites perturbations du champ 
gravitationnel vérifient les équations 


82r 
ct 


GRÈ— GR — TE ET*. (111.2) 
Dans le référentiel synchrone, les variations des composantes 
du tenseur d'énergie-impulsion (94,9) sont : 


! ôTÈ— — 5P6p, ST—a(pe)ôut, 6TI—6e. (111,3) 


6e et ôp étant petits, on peut écrire ôp = 6e et on obtient la 
relation 


STÈ = — 6h SP 67e. (111.4) 
Les formules pour 8R? peuvent se déduire en variant les expres- 
sions (99,10). Comme le tenseur métrique imperturbé est yes — 


1 On trouvera un exposé plus détaillé de la question, notamment l’étude 
des perturbations dans des domaines aux dimensions comparables à a dans: 
Adv. Phys., 12, 208, 1963. 

2 Les valeurs imperturbées des quantités seront désignées dans ce para- 
graphe par des lettres sans l’indice complémentaire (0). 
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= «6,8, on a les valeurs imperturbées 


. Da’ 


2a 2a° 
KaB— 7 VaB— 53 Ya x£ = TT Vus 


le point désignant la dérivation par rapport à ct, et l'accent, par 
rapport à n. Perturbations de xp et x — x," : 


4 ,. y ; Q Ê 4 ,g- 
ÔXa8 = has — Fa hop ôx£ = —hf Lay + VPVhar = hÈ mr hË , 


où kô — yPrhev. Les valeurs imperturbées du tenseur tridimension- 
nel PÉ sont nulles pour la métrique euclidienne (111,1). Les varia- 
tions 6P$ se calculent d'après les formules (1), (2) déduites au pro- 
blème 2 du $ 102; il est évident que 6PÈ s'exprime d'après ôyes 
de la même manière que le 4-tenseur ôR;,, d’après ôg;,, toutes les 
opérations tensorielles étant effectuées dans l’espace à 3 dimensions 
de métrique (111,1). Cette métrique étant euclidienne, toutes les 
dérivations covariantes se réduisent à des dérivations ordinaires 
par rapport aux coordonnées z® (les dérivations contravariantes, 
elles. doivent encore être divisées par a°). Ceci dit (et passant partout 
des dérivées par rapport à { aux dérivées par rapport à n), on obtient 
après un calcul simple: 
1 , , , , 1 Fe a’ k a° LA 
SR = — (hu + ha —RÈ TR) RE EE RE 6e, 
1 ” a° , 1 + B\” 

OR= — Th h, OR (ha—hGÉ) (111,5) 
(k= h$). Les indices inférieurs et supérieurs après la virgule dési- 
gnent les dérivations usuelles par rapport aux coordonnées 1% (nous 
continuons d'écrire les indices en haut et en bas à seule fin d'unifor- 
mité des notations). 

Les équations définitives pour les perturbations kË s'obtiennent 
en substituant dans (141,4) les composantes ôT*, exprimées d’après 
les 6RË conformément à (411,2). Il est commode de prendre pour 
telles les équations qui se déduisent de (111,4) pour & = f et par 
contraction sur & et f. On a: 


OUR + RE RE RES) +RE +2RE 0, ap, (111,6) 
1 d * , a’ d 
3h} (1+3<E)+n+r (2432 )—0. 


Les perturbations de la densité et de la vitesse de la matière peu- 
vent se déterminer connaissant les kË à l'aide des formules (111,2-3). 
Ainsi, on a pour la variation relative de la densité: 

Ôe c4 


: 4 9h! 
se Ge (oR—+6R) Rs UE She + Eh). (1117) 


T T6nkea® 


30—249 
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Parmi les solutions des équations (111,6) il en est qui peuvent 
être éliminées par une transformation simple du référentiel (qui 
n’affecte pas son synchronisme), de sorte qu'elles ne représentent 
pas une variation physique réelle de la métrique. La forme de ces 
solutions peut être établie a priori au moyen des formules (1) et (2) 
déduites au problème 3 du $ 99. En y substituant les valeurs imper- 
turbées yes — «6,5, on obtient les expressions suivantes pour les 
perturbations fictives de la métrique: 


hi | EEE (eP+ fe) (118) 


for fa étant des fonctions arbitraires (petites) des coordonnées x, y, z. 

La métrique étant supposée euclidienne dans les petits domaines 
envisagés de l’espace, une perturbation arbitraire dans tout domaine 
de ce genre peut être décomposée en ondes planes. Considérant que 
z, y, z sont des coordonnées cartésiennes mesurées dans les unités a, 
on peut écrire le facteur périodique spatial des ondes planes sous la 
forme ein, n étant un vecteur sans dimension (le vecteur d'onde) 
mesuré dans les unités 1/a (le vecteur d’onde k — n/a). Si l’on a une 
perturbation dans une région de l’espace de dimensions — !, sa 
décomposition contiendra principalement des ondes de longueurs 
À = 2na/n — l. En se limitant aux perturbations dans des domai- 
nes aux dimensions L € a, on suppose par là même le nombre n 
suffisamment grand (nr Ÿ© 21). 

Les perturbations gravitationnelles peuvent être classées en 
trois types. Cette classification se ramène à la détermination des 
types possibles d'ondes planes sous forme desquelles peut s’écrire 
le tenseur symétrique hk,8. On obtient ainsi la classification suivante: 

1. A l’aide de la fonction scalaire 


; Q=etar (111,9) 
en peut former le vecteur P—nQ et les tenseurs 
8 
_ =, pi=(ie"e) Q. (111,10) 


A de telles ondes planes correspondent des perturbations où, en même 
temps que le champ de gravitation, varient la vitesse et la densité 
de la matière, c'est-à-dire que nous sommes en présence de pertur- 
bations accompagnées d'apparition de compressions ou de raréfac- 
tions de la matière. La perturbation kb s'exprime alors au moyen des 
tenseurs QË et PB, la perturbation de la vitesse au moyen du vecteur 
P, et la perturbation de la densité au moyen du scalaire Q. 


1 Nous affectons d'indices supérieurs et inférieurs les composantes du vec- 
teur cartésien ordinaire n pour l'uniformité des notations. 
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2. A l’aide de l'onde vectorielle transversale 
S = seinr, sn—0, (111,11) 


on peut former un tenseur (nôS, + n SP) ; il n'existe pas de scalaire 
correspondant, puisque nS — 0. A ces ondes correspondent des 
perturbations dans lesquelles, concurremment au champ de gravi- 
tation, varie la vitesse, mais non la densité de la matière; on peut 
les appeler perturbations rotatoires. 

3. Onde tensorielle transversale 


B= gôetnr,  gônp= 0. (111,12) 


On ne peut en former ni un vecteur ni un scalaire. Il correspond à ces 
ondes des perturbations du champ de gravitation pour lesquelles 
la matière reste immobile et à distribution homogène dans l'espace. 
En d’autres termes, on a là des ondes gravitationnelles dans l'Uni- 
vers isotrope. 

Les plus intéressantes sont les perturbations du premier type. 
On pose: 


hÉ=A (MN) PÉ+H(MQË  k=uQ. (111,13) 
On déduit de (111,7) pour la variation relative de la densité: 

ô c4 d 3a° , 

= er [AA +) + < n']0. (111,14) 


Les équations qui déterminent les fonctions À et u s’obtiennent 
en substituant (111,13) dans (111,6): 


+2 pp) =0, 
pu (248%) + G4u) (14+384) 0. (111,15) 


Ces équations ont tout d’abord les deux intégrales particulières 
suivantes, qui correspondent aux variations fictives de la métrique 
pouvant être éliminées par une transformation du référentiel : 


À = —yu= const, (111,16) 
ER p=n: {M (111,17) 


(la première d’entre elles se déduit de (111,8) en prenant f, = 0, 
fa = Pa, la seconde en prenant f, = Q, f, = 0). 

Aux phases primitives de l'expansion de l'Univers, alors que la 
matière est décrite par l'équation d'état p = e/3, on a a & an, 
n < 1 (dans le modèle ouvert comme dans le modèle fermé). Les 


30+ 
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équations (111,15) prennent la forme: 


D: 2 2 
HEURE A HUE=O Eu ++) =0. (111,18) 
Il est commode d'étudier séparément ces deux équations pour les 
deux cas limites suivant le rapport dans lequel se trouvent les deux 
grandes quantités x et 1/n. 

Supposons d’abord que 7 ne soit pas trop grand (ou que n soit 
suffisamment petit), de sorte que nn -* 1. A la précision où les 
équations (111,18) sont légitimes, on en déduit dans le cas précis: 


3C1 , | NT 2n° LE 
MG (tn) ve -GnrG (nt). 
C1, C2 étant des constantes; les solutions de la forme (111,16) 
et (111,17) ont été ici exclues (c’est en l'occurrence, la solution où 
3 — pu = const et où À + u — 1/n°). Calculant de même ôs/e 
conformément à (111,14) et (108,15), on obtient les expressions sui- 
vantes pour les perturbations de la métrique et de la densité: 


3C 
ht Pat Ca (Qu + Pa), 
Le (Cm+ CO pour pt, 1€. (11119) 


Les constantes C,, C, doivent vérifier certaines conditions expri- 
mant que la perturbation à l'instant n, de son apparition est petite: 
on doit avoir kô & 1 (d'où À & 1, u < 1) et 6e/e < 1. Appliquées 
à (111,19), ces conditions conduisent aux inégalités C; < no, C2 & 1. 

Les expressions (111,19) contiennent des termes croissant, dans 
l'Univers en expansion, comme diverses puissances du rayon a = 
— an. Toutefois, cette croissance n'a pas pour effet de rendre la 
perturbation grande: si l’on applique les formules (111,19), quant 
à l'ordre de grandeur pour n — 1/r, on voit que (en vertu des iné- 
galités déduites plus haut pour C;, C:) les perturbations restent 
petites même à la limite supérieure d'application de ces formules. 

Soit à présent nr si grand que nn À 1. Résolvant les équations 
(111,18) sous cette condition, on trouve que les termes principaux 
dans À et pu sont !: 


= const. etnn/ V3, 


1 Le facteur PréespoRentel 1/n° est le premier terme du développement 
en puissances de 1/nn. Pour le déterminer dans le cas donné, il faut considérer 
simultanément les deux premiers termes du développement [ce qui est permis 
par la précision des équations (111,18)]. 
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On en déduit pour les perturbations de la métrique et de la den- 
sité : 


hÈ= 5 (PÈ— 2QË) ein V3, = — L Qeimn 3 
pour p=+, —é£n<l, (111,20) 


C étant une constante complexe vérifiant la condition | C | & 1. 
La présence d’un facteur périodique dans ces expressions est très 
naturelle. Pour les nr grands nous avons affaire à une perturbation 
dont la périodicité spatiale est déterminée par un grand vecteur 
d'onde & = n/a. Des perturbations de ce genre doivent se propager 
telles des ondes sonores, avec la vitesse 


Respectivement, la partie temporelle de la phase est déterminée, 
comme il se doit en acoustique géométrique, par l'intégrale grande 


j ku dt = nn/V3. L'amplitude de la variation relative de la densité 


reste, on le voit, constante, alors que les amplitudes des perturbations 
de la métrique pour l’Univers en expansion décroissent comme a”? !. 

Puis, considérons les phases plus avancées de l'expansion, la 
matière étant si raréfiée qu'on peut négliger sa pression (p = 0). 
Nous nous bornerons au seul cas des n petits, qui correspondent à des 
phases d'expansion pour lesquelles le rayon a est encore très petit 
comparé à sa valeur actuelle, mais la matière étant tout de même 
suffisamment ténue. 

Pour p—0etn<1onaa% a;n°/2 et les équations (111,15) 
deviennent : 


# 4 LA 2 
A+ — (A+ y) =0, 
BU (Rp) = 0. 


Leur solution : 


6C2 n C 2, 4Co 
Atu= is Au (+ = )- 


1 Il est facile de vérifier que (pour p= e/3) nn — L/2., où L = uV/keje. Ilest 
naturel que la longueur caractéristique L déterminant le comportement des 
perturbations de longueur d'onde À < a, ne soit constituée que de quantités 
« hydrodynamiques » — de la densité de la matière e/c° et de la célérité du son u 
dans la matière (ainsi que de la constante gravitationnelle k). Notons que les 
perturbations croissent pour à > L [dans (111,19)]. 
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Calculant de même ée/e [à l'aide de (111,14) et (108,12)] on trouve : 


2n2C2 1 
hé=Ci(Pa+ QD + (Pa QE pour n<—, 
Qn2Cs 
HE Cyntnt (PÈ—Qh + Es (PÉ—QË) pour + <n&1, (111,21) 
de __Cin®n? Con? 
Te 30 7 : 


On voit que Ôe/e contient un terme croissant en raison de a 1. 
Cependant, si nn < 1, ôe/e ne devient pas pour autant grand même 
pour n — 1/n du fait que C, < 1. Mais si nr © 1, lorsque n — 1 
la variation relative de la densité devient de l’ordre de Cin?, alors 
que pour que la perturbation initiale soit petite, il faut seulemen) 
que Cin°n5 < 1. Ainsi donc, bien que les perturbations croissent 
lentement, l'accroissement global peut être considérable, si bien 
qu'au total la perturbation peut être relativement grande. 

Les perturbations des types 2 et 3 peuvent être examinées de la 
même façon. Toutefois, les lois de l'amortissement de ces perturba- 
tions peuvent se déduire sans entrer dans le détail des calculs, à 
partir des considérations simples suivantes. 

Si une petite région de la matière (de dimensions linéaires l) est 
le siège d’une perturbation de rotation de vitesse ôv, le moment 
cinétique de cette région est — (e/c°?) F.l.v. Pour l'Univers en expan- 
sion / croît en raison de a, et e décroît comme a”* (dans le cas où 
p = 0) ou comme a-* (pour p = €/3). On a donc, en vertu de la 
conservation du moment cinétique, 


ôv—=const pour P=+: ôv co + pour p=0. (111,22) 


Enfin, la densité d'énergie des ondes de gravitation doit décroître 
pour l'Univers en expansion comme a”. Par ailleurs, l'expression 
de cette densité d’après la perturbation de la métrique est —4? (R8}?, 
& = n/a étant le vecteur d'onde de la perturbation. Il s'ensuit que 
l'amplitude de la perturbation du type d'onde de gravitation décroît 
_ avec le temps comme 1/a. 


$ 112. Espaces homogènes 


L'hypothèse d’homogénéité et d'isotropie de l’espace détermine 
complètement sa métrique (ne laissant arbitraire que le signe de la 
courbure). Mais à elle seule, l'hypothèse d'homogénéité de l’espace, 

1 Une analyse plus fine tenant compte de la petite pression p (e) montre 
que pour qu'on puisse négliger la pression, il faut qu’on ait umn/c & 1 (u = 
=cC V'apide étant la vitesse, petite, du son); on vérifie aisément qu'ici encore 


ceci équivaut à À/L 5 1. Ainsi donc, il y a toujours croissance des perturba- 
tions: lorsque Z/L >> 1. 


ESPACES HOMOGÊNES 471 


sans aucune autre symétrie supplémentaire, laisse beaucoup plus 
de liberté. Nous allons voir quelles peuvent être les propriétés 
métriques d’un espace homogène. 

Nous considérerons la métrique de l’espace à un instant donné t. 
Nous supposerons, en outre, le référentiel spatio-temporel synchrone, 
{ étant alors un temps unique synchrone pour tout l'espace. 

L'homogénéité signifie l'identité des propriétés métriques en 
tous les points de l’espace. La définition exacte de cette notion fait 
intervenir un ensemble de transformations des coordonnées faisant 
coïncider l’espace avec lui-même, c'est-à-dire laissant sa métrique 
invariante: si avant la transformation l'élément de longueur était 


di? = Vas (z!, 2°, x) dit dxb, 
ce même élément est devenu après 
di = ag (x°?, z'°, x'3) dr'a dr'B 


avec la même dépendance fonctionnelle des y,g par rapport aux 
nouvelles coordonnées. L'espace est homogène s’il admet un ensemble 
de transformations (ce qu’on appelle groupe de déplacements) permet- 
tant d'amener en coïncidence tout point donné de cet espace avec tout 
autre point. L'espace étant à trois dimensions, les diverses transfor- 
mations du groupe seront déterminées par les valeurs de trois para- 
mètres indépendants. 

Ainsi, dans l’espace euclidien l’homogénéité est exprimée par 
l'invariance de la métrique par rapport aux translations du système 
de coordonnées cartésiennes. Une translation est déterminée par 
trois paramètres — les composantes du déplacement de l'origine 
des coordonnées. Les translations conservent les trois différentielles 
indépendantes (dx, dy, dz) à partir desquelles est formé l'élément de 
longueur. 

Dans le cas général d’un espace homogène non euclidien, les 
transformations de son groupe de déplacements laissent de même 
invariantes trois formes différentielles linéaires indépendantes, mais 
celles-ci ne se réduisent pas à des différentielles totales de fonctions 
des coordonnées. Ecrivons ces formes: 


ea dre, (112,1) 


l'indice latin a numérotant trois vecteurs indépendants (fonctions 
des coordonnées), que nous appellerons vecteurs repère. 

A l’aide des formes (112,1) la métrique spatiale invariante par 
rapport au groupe de déplacements donné s'écrit: 


dE? = Ya (ea d1®) (e dx8) 
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et donc le tenseur métrique 

Vas = Yatra ed, (112,2 
les coefficients y,+, symétriques par rapport à a et b, étant des fonc- 
tions du temps!. Les composantes contravariantes du tenseur 
métrique s'’écrivent : 

(v26 = v'eseh, (112,3) 
les coefficients y“ constituant la matrice inverse de as (yacy° = 
— 6), et les quantités e%, trois vecteurs, les «inverses» de e£ : 

ee,  eñez = 0 (112,4) 
(chacune de ces égalités résulte fautomatiquement de l'autre). 
Notons que le lien entre e% et e; peut s'écrire sous forme expli- 


cite : 
(exe), et L{erxet), es—<(etxet), (112,5) 
où v=el(e’ Xe’), e, et e* étant des vecteurs cartésiens de compo- 


santes respectives e% et e%°. Le déterminant du tenseur fmétri- 
que (112,2) est 


P=lYaolle [=] var 10*, (112,6) 


|Yab| étant le déterminant de la matrice ya». 
L'invariance des formes différentielles (112,1) signifie que 


ea (x) dat = e8 (x') dre, (112,7) 


les €; dans les deux membres de l'égalité étant les mêmes fonctions 
respectivement des anciennes et des nouvelles coordonnées. Multi- 
GET que et 

et com- 
CE 8 


pliant cette égalité par ef (x’), substituant dzr'B — 
-parant les coefficients des mêmes différentielles, il vient: 
0x P 


ox® 


= e8 (z') ea (x). (112,8) 


1 Dans tout ce paragraphe la sommation porte sur les indices grecs répétés 
aussi bien que sur les indices latins (a, b, c, . . .) numérotant les vecteurs repère. 

? Ne pas confondre e% avec les composantes contravariantes des vecteurs 
ee» lesquelles s’écrivent : 


aa __.aB,a a 
em y Beg= yes. 
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Nous avons là un système d'équations différentielles déterminant 
zB(zx), les vecteurs repère étant donnés !. Pour être intégrables, 
les équations (112,8) doivent vérifier identiquement les conditions 


22 _ d2r'B 
OT O1 Or 0 | 
Le calcul des dérivées donne : 


deb (x’) , De (’) : | 
[ 70 ëb (x) — = en (a) ] eds (2) = 


(e (x) _=9) 


= À (x) 


Multipliant les deux membres de l'égalité par ef (x) e? (x) & (z'} 
et reportant la dérivation d’un facteur à un autre en tenant compte 
de (112,4), on obtient au premier membre: 


AD 4 (9 -ÉD à 0] = 
= ef (x) &() [ 


et au second membre une expression analogue avec x. Puisque x 
et x’ sont arbitraires, ces expressions doivent se réduire à des 
constantes : 


del — ___ def (z°) 
6x'B 


+ 


de, CA c 
(= —ge)ée= S (112,9) 


Les C& sont les constantes de structure du groupe. Multipliant 
par e*, on peut recopier (112,9) sous la forme: 
de} gp 2 de} 
ôx® 108 
Il résulte de leur définition ‘que les constantes de structure 
sont antisymétriques par rapport aux indices inférieurs : 
cb = — Cha: (112,11) 
1 Pour des transformations de la forme 2'8 = 28 + E6, les EB étant petits, 
on obtient à partir de (112,8) les équations 
0ë8 _<Ÿ deb et 
ot os * 
Trois solutions linéairement indépendantes de ces équations, EB (b = 1, 2, 3), 


définissent les transformations infinitésimales du groupe de déplacements 
de l'espace. Les £8 sont les vecteurs de Killing. 


= Cie} (112,10) 


(112,8a} 
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Elles vérifient encore une condition, laquelle se déduit du fait 
que (112,10) peut se noter sous forme de règle de commutation : 


[Xa ZX») = XoXr— XeXa = CübXe (112,12) 
pour les opérateurs différentiels linéaires ! 
ae. 
Xa = € = * (112,13) 


Ceci étant, ladite condition résulte de l'identité 
[[Xa» Xe], Xe] + [Xe Xe], Xe] +[[Xe Xl X+] =0 
(identité de Jacobi) et a la forme: 


CauCte + CheCéa + CeaCeb = 0. (112,14) 


Notons que les égalités (112,9) peuvent se noter vectorielle- 
ment : 


(ea X er) rot e° = — Con, 


les opérations s’effectuant de nouveau comme si les coordonnées 14 
étaient cartésiennes. On obtient alors d'après (112,5) : 


L(etrotet)=C1,, L(eïrotet)—C1,, À (et rotet) —C!, (112,15) 


et encore 6 égalités se déduisant par permutation circulaire des 
indices 1, 2, 3. 

Les équations d’Einstein pour un Univers d'espace homogène 
peuvent s’écrire sous forme de système d'équations différentiel- 
les ne contenant que des fonctions du temps. Il faut, pour cela, déve- 
lopper tous les vecteurs et tenseurs à trois dimensions d’après les 
trois vecteurs repère de l’espace donné. Désignant les composantes 
de tels développements au moyen des indices a, b, ..., on a par 
définition : 
| ° Rab = Rapeaeb, Roa = Roa£a u°=ute, 
toutes ces quantités n'étant plus que des fonctions de t (les scalaires 
«et p sont, eux aussi, des fonctions du temps). Puis, la manipula- 
tion des indices se fait au moyen des y: R° = VÉRac: Ua = 
= au”, etc. 


1 Les résultats exposés relèvent de la théorie des groupes continus de trans- 
formations, dits groupes de Lie. Dans cette théorie, les opérateurs X,, vérifiant 
des conditions de la forme (112,12), sont appelés générateurs du groupe. Indi- 
quons toutefois (pour éviter tout malentendu en cas de comparaison avec d'au- 
tres exposés) que la théorie systématique se construit d'ordinaire à partir d'opé- 
ratcurs définis au moyen des vecteurs de Killing: 


Xa=E%0/0". 
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Les équations d’Einstein dans le référentiel synchrone s'expri- 
ment, d’après (99,11-13), au moyen des tenseurs tridimensionnels 
Xes et Pes. On a simplement pour le premier d’entre eux: 


Ya = Yab (142,16) 
(le point signifie la dérivation par rapport à t). Pour ce qui est 


des Pr, on a pu les exprimer au moyen des y et des constantes 
de structure du groupe : 


Pab = — daalte — Cela 
1 
a oc: (Cab + Cia Yeay“° = CaYebY”°) . 


Au moyen de ces quantités s'expriment aussi les dérivées covarian- 
tes xh., [figurant dans les équations (99,12)], et on obtient pour Re: 


RÈ= — + ÿreylt (Cia — 6ECEa). (112,18) 


(112,17) 


De la sorte, pour former les équations d'Einstein, point n’est besoin 
d'utiliser les expressions explicites des vecteurs repère en tant que 
fonctions des coordonnées 1. 

I1 va sans dire que le choix des trois vecteurs repère dans les 
formes différentielles (112,1), et donc des opérateurs (112,13), n’est 
pas univoque. Ils peuvent être soumis à une transformation linéaire 
arbitraire à coefficients constants (réels) : 


ee = Aef. (112,19) 


Vis-à-vis de ces transformations les y, se conduisent comme un 


tenseur covariant, et les C% comme un tenseur covariant par rap- 
port à a, b et contravariant par rapport à c. 

Les conditions (112,11) et (112,14) sont les seules à être vérifiées 
par les constantes de structure. Mais parmi les choix de constantes 
permis par ces conditions, il en est des équivalents aux transformations 
(112,19) près. La question de la classification des espaces homogènes 
se ramène à la détermination de tous les choix de constantes de 
structure non équivalents. 

Pour ce faire, un moyen simple est d'utiliser les propriétés 
« tensorielles » des constantes Cüv, d'exprimer ces 9 quantités au 
moyen des 6 composantes du « tenseur » symétrique n° et des 3 com- 
posantes du « vecteur » a comme suit: 


Cab = Eaban T° + Obaa — Ont, (112,20) 
1 On pourra trouver la déduction des formules (112,17-18) dans l’article 


de E. Schücking dans le livre « Gravitation : an introduction to current research ». 
Edited by L. Witten, J. Wiley, N. Y., 1962, p. 454. 
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eu étant le « tenseur » antisy métrique unité (C. G. Behr, 1962). La 
condition d’antisymétrie (112,11) a déjà été utilisée ici, et l'identité 
de Jacobi (112,14) conduit à la condition 

n° ay = 0. (1 12,21) 


Par les transformations (112,19), le « tenseur» symétrique n°” 
peut être réduit à la forme diagonale: soient n‘?, n°, n'% ses valeurs 
principales. L'égalité (112,21) montre que le « vecteur» &, (s’il 
existe) est dirigé suivant une direction principale de n°%°, qui est 
celle correspondant à la valeur principale nulle. De sorte que, sans 
nuire à la généralité. on pourra poser a; — (a, 0, 0). Alors, (112,21) 
se réduit à ant!) — Ô, c'est-à-dire que l’une des quantités a ou n‘}* 
doit être nulle. Quant aux règles de commutation (112,12), elles 


deviennent : 
[Xy X2]= aX2+n 9 X3, 
LXe, X3l = nX,, (112,22) 
[Xs X]=n %X:—aX3. 


Après quoi, il est encore loisible de changer le signe des opérateurs X, 
et de leur faire subir des transformations arbitraires d’'échelles 
(multiplication par des constantes). Ceci permet d'inverser simul- 
tanément le signe de tous les n°), ainsi que de rendre la quantité a 
positive (si elle n’est pas nulle). On peut de même transformer 
toutes les constantes de structure en +1, pourvu que l’une au moins 
des quantités a, n°, n‘® soit nulle. Si aucune d'elles n’est nulle, 
les transformations d'’échelles laissent invariant le rapport 
a/n ns". 

De cette façon, nous sommes conduits à l'énumération suivante 
des types possibles d'espaces homogènes; le chiffre romain dans la 
première colonne du tableau est le numéro adopté pour désigner les 
types d’après la classification de L. Bianchi (1918) :. 

tLe type I est l’espace euclidien (toutes les composantes du ten- 
ser de courbure spatial sont nulles). Outre le cas trivial où la 
métrique est galiléenne, on y rapporte la métrique (103,9). 

--#i On pose Var — (a°/4) x pour un espace du type IX, on peut 


trouver à l’aide de (112,17) pour le tenseur de Ricci: P,5 = Jo: 
puis on obtient: 
b 2 
Ps = Paveaes Ts Vel, 


1 Le paramètre a parcourt toutes les valeurs réelles. Les types correspon- 
dants consitutent en fait des familles à un paramètre de différents groupes. 

Quand on se donne les constantes de structure, les vecteurs repère peuvent se 
déduire en résolvant les équations aux dérivées partielles (112,10). Ils sont 
donnés pour tous les types (avec les vecteurs de Killing correspondants) dans 
l'article: A. H. Taub, Ann. Math., 53, 472, 1951. 
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Type | : | nt | n°2 | n'3 
I 0 0 0 Q 
Il v 1 ü 0 
VII 0 Î ! 0 
\I 0 1 —{ 0 
IX 0 1 1 1 
VIII 0 1 1 —1 
Vv 1 0 0 0 
IV 1 0 0 1 
VIT a 0 1 1 
III (a=1) 
VI (a & À) a 0 1 —1 


ce qui correspond à l'espace à courbure positive constante [comparer 
(107,3), (107,6)] ; cet espace est donc contenu, en tant que cas parti- 
<culier, dans le type IX. 

De même, l’espace à courbure négative constante est contenu, en 
tant que cas particulier, dans le type V. On peut s’en assurer facile- 
ment en transformant préalablement les constantes de structure de 
ce groupe par la substitution X, + . = X,, Xe — X3 = X;, 
X, = X;. On obtient alors [X;, X,| = X,, TXL, X; 1= 0, [X°, Al = 
= — X: et posant ensuite Var = @°0,b, On obtient pour le tenseur de 
Ricci: P,p = — 2006, Pas = —(2/a°) Yep, ceiqui correspond à l’espace 
à courbure négative constante. 


$ 113. Régime oscillatoire à l'approche d'un point eingulier 


Nous nous proposons d'étudier, sur l'exemple d'un Univers à 
espace homogène du type IX, la singularité de la métrique par rap- 
port au temps, dont le caractère est, de par son principe, différent 
du caractère de la singularité dans le modèle homogène et isotrope 
{V. Bélinski, I. Khalatnikov, E. Lifchitz, 1969; Ch. W. Misner, 
1969). Nous verrons au paragraphe suivant qu'un tel caractère 
a une portée très générale. 

Nous allons considérer le comportement du modèle au voisinage 
du point singulier (choisi pour origine des temps, £{ — 0). Nous 
verrons plus bas que la présence de matière n'affecte pas les pro- 
priétés qualitatives de ce comportement. Aussi bien, pour simplifier 
le problème, nous supposerons d’abord l'espace vide. La singularité 
physique pour un tel espace trouve son expression dans le fait que 
les invariants du tenseur de courbure quadridimensionnelle devien- 
nent infinis pour { = (. 
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Nous supposerons, dans (112,2), diagonale la matrice des y,& (1), 
et nous noterons les éléments diagonaux a?, b?, c?; nous désignerons 
à présent les trois vecteurs repère e!, e*, e* par 1, m, n. Alors la 
métrique spatiale s'écrit sous la forme: 


Vas = dlals + 0memgp+ cnang. (113,1) 
Pour un espace du type IX on a pour les constantes de structure! : 
CCC, =1 (113,2) 


(112,18) montre que pour de telles constantes et à matrice y, dia- 
gonale, les composantes R% du tenseur de Ricci dans le référentiel 
synchrone sont identiquement nulles; en vertu de (112,17), les 
composantes non diagonales de P,4 sont, elles aussi, nulles. C'est 
précisément cette circonstance qui permet de chercher les y,$ sous 
la forme (113,1) avec, en tout, trois (au lieu de six) fonctions incon- 
nues du temps: a, b, c. Les autres composantes des équations d'Ein- 
stein donnent pour ces fonctions le système d'équations: 


LE : RES [(ub°?— ve?) — A tas], 
Go A (Rat — ver — pb), (113,3) 
Ch LE (Ga pb9 — ve]; 

Sas (113,4) 


[le£ équations (113,3) proviennent de Ri = Rn = RA = 0; (113,4) 
de° R° = 01. 

Les lettres À, u, v désignent ici les constantes de structure 
Cu —Ci, —Ci; bien qu'elles soient partout égalées à 1 dans la 
suite, ici elles illustrent l’origine des divers termes dans les équations. 


1 Vecteurs repère correspondant à ces constantes : 1= (sin z°,—cos z°sin z!, 0), 
m = (cos r°, sin x sin z!, O0), n = (0, cos z!, 1). 
Elément de volume: 


dV = V/y drt dr? dx3 = abc sin 1 dsl dr? dr. 
Les coordonnées parcourent leurs valeurs dans les intervalles 0 <z!<n, 
OL <In, 0 < rx < 4/1. L'espace est clos et son volume V = 16x1%abc 


(pour a = b = c il se réduit à un espace à courbure positive constante de rayon 
de courbure 2a). 
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Les dérivées par rapport au temps dans le système (113,3-4) 
prennent une forme plus simple si l’on introduit au lieu des fonc- 
tions a, b, c leurs logarithmes @, f, y: 


a= ea, b—eb, c=e?, (113,5) 
et au lieu de t la variable t définie par 
dt — abc dx. (113,6) 
Alors 
Qotxx = (b®— c°)® — af, 
2er = (a? — c?)? — bi, (113,7) 
Dre = (a? — db?) — ct ; 
La LB Ye = ae + oxpe + Bees (113,8) 


+ en indice désignant la dérivation par rapport à cette variable. 
Ajoutant membre à membre les équations (113,7) et remplaçant 
dans le premier membre la somme des dérivées secondes conformé- 
ment à (113,8), on obtient: 


Abe + AY + BrYr = L (at + bt + c1— 2a2b°? — 2a?c® — 2b°c?). (113,9) 


Cette relation ne contient que les dérivées premières et constitue 
une intégrale première des équations (113,7). 

Les équations (113,3-4) ne peuvent être résolues exactement sous 
forme analytique, mais elles se prêtent à un examen qualitatif 
détaillé. 

Nous remarquons tout d’abord qu’en l'absence de seconds 
membres dans les équations (113,3), le système aurait une solution 
exacte, dans laquelle 


ait,  btPm, ct, (113,10) 
Pt Pm» Pn étant des nombres liés par les relations 
Pi + Pm + Pn = Pi+ Pm+Pn=1 (113,11) 


[comme dans la solution de Kasner (103,9)]. Nous avons désigné ici 
Par PI, Pmr Pn les eXposants, sans préjuger d’une suite croissante, 
la notation p,, Pe, Pa étant toutefois réservée à trois nombres ordon- 
nés Pi < P2 << Ps, lesquels prennent leurs valeurs dans les inter- 
valles (103,10a). Ces nombres peuvent s'écrire sous forme paramé- 
trique : 

—$ 


1 1 
nO=pis RO Pe()= TEE - (113,12) 
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On obtient toutes les différentes valeurs de p,, p., pA (l’ordre conven- 
tionnel étant observé) lorsque le paramètre s décrit le domaine 
s>1. Les valeurs s 1, elles, se ramènent au même domaine si 
l'on remarque que 


p(+)=nt@, p(+)=p6) po (+)= (9. (113,13) 


Supposons que les seconds membres des équations (113,3) soient 
petits dans un certain intervalle temporel ; on peut alors les négliger, 
et on a le régime «kasnérien » (113,10). Supposons, pour fixer les 
idées, que l’exposant dans la fonction a soit négatif: p; = p, <0. 
Suivons l’évolution de la métrique dans le sens des £ décroissants. 

Les premiers membres dans les équations (113,3) ont un ordre de 
grandeur « potentiel » ét. Notant qu'en régime (113,10) abc = t, 
on voit qu'aux seconds membres tous les termes croissent (pour 
1— 0) plus lentement que t-*, excepté les seuls termes a*/a*b°c? — 
= LH I1mI, Ce sont précisément ces termes qui joueront le rôle 
de perturbation violant le régime kasnérien. Aux seconds membres 
des équations (113,7) il leur correspond les termes a*. Conservant 
ces seuls termes, on obtient les équations 


Œrr — — ei, Brr = Ver =: ea, (113.14) 
A l'état «initial»! (113,10) correspondent les conditions 


Gr = Pr Br == Pm; Ve = Pn. 


La première des équations (113,14) a la forme de l'équation du 
mouvement unidimensionnel d'une particule dans le champ d'un 
mur de potentiel exponentiel, &« jouant le rôle de coordonnée. 
Dans cette analogie, il correspond au régime kasnérien initial un 
mouvement libre de vitesse constante &. — ps. Une fois réfléchie 
pa la paroi, la particule est de nouveau en mouvement libre avec, 
au signe près, la même vitesse : &; — —p,. Notant de même que. 
en vertu de toutes les trois équations (113,14), &«; + B. = const 
et°&,; + y, —= const, on trouve que B. et y. prennent les valeurs 


Br=Pm+2pn Ye Pn+2pr 
Déduisant d'ici @œ, f, y et puis t d’après (113,6), on obtient : 
_ 2 
ee PET. eB PR ePr+t PDT, 
€? = etPnt2Pt LE ett+2Ppt, 
1 Rappelons une fois encore que nous considérons l’évolution de la métrique 


pour £ + 0: ceci étant, les conditions « initiales » correspondent à un temps 
avancé, et non à un temps primitif. 
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c'est-à-dire que 


a = ti, be tm, c=— {Pn, 
où 
2 » _Pm+2r _ Pn+2pi = 
Pi = 1+2p: , Pn = 1+2p: , Pn = 1-2 e (113,15) 


Alors qu'on avait pr <Pm <Pns Pr <O, On a à present pr << 
< Pi <Pn: Pm <0; la fonction b décroissante (pour £—+ 0) com- 
mence à croître, la fonction croissante a commence à décroître, et c 
continue de décroître. La perturbation elle-même [af dans les 
équations (113,7)], auparavant croissante, s’amortit de nouveau. 

Il est commode de représenter la règle de changement des expo- 
sants (113,15) par la paramétrisation (113,12): si 


Pr = pi(s), Pm= P2 (S), Pn= Ps (s), 
on a: 


Pi= P2(S—1),  Pm=pi(s—1), Pa= Pa(s—1). (113,16) 


Reste positif le plus grand des deux exposants positifs. 

Ainsi donc, la perturbation substitue un régime kasnérien à un 
autre, la puissance négative étant reportée de la direction 1 sur la 
direction m. L'évolution ultérieure de la métrique conduit de façon 
analogue à la croissance de la perturbation exprimée par les termes 
— bf dans les équations (113,7), à un nouveau changement des expo- 
sants du régime kasnérien, etc. 

Les changements successifs (113,16) au cours desquels l’exposant 
négatif (p.,) passe de l’une à l’autre des directions ! et m durent tant 
qu'on n’a pas s <<. La valeur s 1 se transforme en s > 1 con- 
formément à (113,13); à cet instant, l’un des exposants p, ou p, 
est négatif, et p, est alors le plus petit des deux nombres positifs 
(Pr = P2). Dans la série suivante de changements. l’exposant néga- 
tif passe de l’une à l’autre des directions n et 1 ou n et m. Si la valeur 
initiale de s est arbitraire (irrationnelle), le processus d’alternance 
des régimes se prolonge indéfiniment. 

Dans le cas de résolution exacte des équations, les exposants 
Pi, Pm» Pn perdent, bien entendu, leur sens textuel. Mais lesdites 
lois d’alternance des exposants permettent de conclure que la varia- 
tion de la métrique à l'approche du point singulier présente les pro- 
priétés qualitatives suivantes. Le processus d'évolution de la métri- 
que est constitué de périodes successives (appelons-les « ères ») 
au cours de chacune desquelles les distances le long de deux axes 
spatiaux oscillent et sont monotones décroissantes le long du troi- 
sième axe. Lorsqu'on passe d’une ère à l’autre, la direction suivant 
laquelle les distances sont monotones décroissantes est transférée 
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d’un axe à un autre. L’alternance de ce transfert prend asymptoti- 
quement un caractère stochastique. 

Les ères successives s'accumulent quand on approche de t — (0. 
Mais la variable naturelle décrivant l'allure temporelle de cette 
évolution n'est pas le temps d'’univers t lui-même, mais son loga- 
rithme In t, suivant lequel le processus tout entier d'approximation 
du point singulier s'étend jusqu'à —oo. 

Encore faut-il compléter l'analyse qualitative exposée par le 
point suivant. È 

Dans cette analyse, à chaque ère (la n-ième) correspond une 
série de valeurs des nombres s{”) à partir d’une certaine valeur maxi- 
mum st, jusqu'à un minimum s{®) <1. La longueur de l'ère 
(mesurée d’après le nombre d'oscillations) est alors déterminée 
par l’entier s@®), — s@). Pour l’ère suivante, s@+1) — {1/5 Dans 
la suite numérique infinie ainsi formée on aura des valeurs arbitrai- 
rement petites (mais jamais nulles) s() et, respectivement, des 


» 


valeurs arbitrairement grandes s##1); à ces dernières correspondent 
des ères « longues ». Mais aux grandes valeurs du paramètre s corres- 
pondent des exposants (p,, p», ps) voisins de (0, 0, 1). Deux expo- 
sants voisins de zéro sont, partant, entre eux voisins, et avec eux 
sont aussi voisines les lois de variation de deux des fonctions a, b, c. 
Si au début d’une telle ère longue ces fonctions sont aussi voisines 
en valeur absolue à l’instant du changement de deux époques kasné- 
riennes, elles resteront telles dans la plus grande partie de toute la 
durée de l’ère. Force est dans ce cas de conserver aux seconds membres 
des équations (113,7) deux termes au lieu d’un seul (a). 

Soit c celle des fonctions a, b, c qui est monotone décroissante 
durant la longue ère. Alors, elle devient rapidement petite devant 
les autres fonctions ; considérons la solution des équations (113,7-8) 

récisément dans le domaine de la variable +, où il est déjà loisible 
A négliger c devant a et b. La frontière supérieure de ce domaine est 
ün certain T = To. 

Ceci étant, les deux premières équations (113,7) donnent: 


ere + Brie = 0, (113,17) 
er — Brx = —ea+Letl, (113,18) 


et pour troisième équation nous prendrons (113,9), qui donne: 
1 2 

Vr (Gr + B+) = — br + (e2z — e2B):. (113,19) 

Nous écrirons la solution de l'équation (113,17) sous la forme : 


a+ B— FË (r— 70) + 2 In ao 
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dy Eo étant des constantes positives. Puis, il sera commode d’intro- 
duire (au lieu de t) la nouvelle variable : 


ë = texp {+ (5) } | (113,20) 
Alors 


a+p=in À +21n@. (113,21) 


Pour ce qui est des équations (113,18-19), nous les transformerons 
en introduisant la notation XY=a—f: 


me ttSsh27=0, (113,22) 
= + E (2x + ch2x—1). (113,23) 


Lorsque £ décroît de +o à 0, t décroît de +oo à —oo ; E décroît 
respectivement de + à 0. Nous verrons plus loin que l’ère longue 
s'obtient si &, (la valeur de E correspondant à l'instant + = +, 
est très grand. Considérons la solution des équations (113,22-23) 
dans les domaines £ $ 1et E K 1. 

Pour les grands E la solution de l'équation (113,22) est en pre- 
mière approximation (par rapport à 1/E): 


1= 88 = sin (&— à) (113,24) 


(A est une constante) ; le facteur 1/VE rend x, petit, ce qui permet 
de poser dans (113, 22) sh 27 & 24. On déduit à présent de (113,23): 


ve À (XE+ 22) = 42, Y= 4° (B— &) + const. 


Tirant « et B de (113,21) et (113,24) et développant ec et eB con- 
formément à l'approximation ru on obtient finalement : 


4=& V’È [+5 es Esin (E— —à)]. 
rar (113,25) 


c = Cyr AY&o—E), 
31% 
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Le lien entre E et le temps ? s’obtient en intégrant (113,6) ; on a: 
= 6 AD, (113,26) 


0 
La constante c4 (la valeur de c pour Ë = E,) doit être déjà co & @o. 
Envisageons le domaine £ & 1. On a ici pour les termes princi- 
paux dans la solution de l'équation (113,22): 


x=a—$8—=kInE+const, (113,27) 


k étant une constante telle que —1 << k << +1; c'est grâce à cette 
condition que dans (113,22) le dernier terme est petit (sh 24 contient 
E2* et E-2*) devant les deux premiers (<E-?). Tirant ensuite & et f 
de (113,27) et (113,21), y de (113,23) et t de (113,6), on obtient : 


14h 1=k _1=# 3+ns 
QE, bot, c=E % , tt ©. (113,28) 


On a là de nouveau un régime kasnérien, la puissance négative 
de t se rapportant à la fonction c(t). 

Ainsi donc, nous retrouvons à nouveau une image de même 
caractère qualitatif. On voit qu'au cours d’un temps prolongé 
(correspondant à de grandes valeurs décroissantes de E), deux fonc- 
tions (a et b) oscillent, et les formules (113,25) montrent encore que 


ces oscillations s'effectuent sur un fond de lente décroissance (— VE) 
de leurs valeurs moyennes. Au cours de ce temps tout entier les 
fonctions a et b restent en grandeur voisines entre elles. Quant 
à la troisième fonction, c, elle est monotone décroissante suivant 
la loi c = cot/t,. Une telle évolution dure jusqu'à E — 1, alors que 
les formules (113,25-26) cessent de s’appliquèr. Après quoi, ainsi 
qu'il résulte de (113,28), la fonction décroissante c commence à croî- 
tre, et a et b, à décroître. Il en sera ainsi aussi longtemps que les 
tefmes —c*/a°b? dans les seconds membres des équations (113,3) 
né sont pas —{?, et survient une nouvelle série d'’oscillations. 

Les propriétés qualitatives du comportement de la métrique 
au.voisinage du point singulier ne changent pas en présence de matiè- 
re: au voisinage de la singularité la matière peut «s'inscrire » 
dans la métrique de l’espace vide si l’on néglige son action en retour 
sur le champ de gravitation. En d’autres termes, l’évolution de la 
matière est simplement déterminée par les équations de son mouve- 
ment dans le champ donné. 

Dans chacune des époques kasnériennes par lesquelles passe 
l’évolution de la matière, la densité d'énergie de la matière croît 
suivant la loi e— &—-2(1-pP3) (cf. problème 3 du $ 103). Bien que cette 
loi varie avec des changements d’exposants, tout le temps que 
dure le processus d’approximation du point singulier la densité 
de la matière est monotone croissante et tend vers l'infini. 
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$ 114. Caractère de la singularité dans 
la solution cosmologique générale des équations 
de la gravitation 


Le fait que le modèle isotrope soit adéquat pour la description 
de l’état actuel de l'Univers ne permet pas par lui-même de con- 
clure qu'il est tout autant applicable à la description des phases 
primitives de son évolution. Qui plus est, la question se pose de 
savoir dans quelle mesure l'existence d’un point singulier temporel 
(c'est-à-dire la finitude du temps) est une propriété obligatoire 
des modèles cosmologiques, et ne résulterait-elle pas d'hypothèses 
simplificatrices spécifiques posées à leur base ? 

L'indépendance par rapport à ces hypothèses signifierait que 
la présence de la singularité est inhérente non seulement à la solu- 
tion particulière, mais aussi bien à la solution cosmologique générale 
des équations de la gravitation !. Il est certes impossible de trouver 
une telle solution sous forme exacte pour l’espace et le temps tout 
entiers. Mais pour résoudre la question posée, il suffit d'étudier 
la forme de la solution au voisinage de la singularité. Un critérium 
de généralité de la solution est le nombre de fonctions « physiquement 
arbitraires » des coordonnées spatiales qu’elle contient. Dans la so- 
lution générale le nombre de ces fonctions doit être suffisant pour 
qu’on puisse se donner arbitrairement les conditions initiales à un 
quelconque instant choisi (4 pour l’espace vide, 8 pour l’espace 
rempli de matière, cf. $ 95) *. 

La singularité de la solution de Friedman pour t = 0 a ceci 
de caractéristique que l'annulation des distances spatiales a lieu 
suivant la même loi dans toutes les directions. Mais un tel type 
de singularité n'est pas suffisamment général: il est le propre d’une 
classe de solutions ne contenant que trois fonctions physiquement 
arbitraires des coordonnées (cf. prob. $ 109). Notons également 
que ces solutiops n'existent que pour l'espace rempli de matière. 


1 Parlant de singularité dans la solution cosmologique, nous avons en vue 
un point singulier atteint par tout l’espace (et non pas par une partie finie 
de l'espace, comme dans le collapse gravitationnel d’un corps fini). 

3 Encore faut-il souligner que pour le système d'équations aux dérivées 
partielles non linéaires que constituent les équations d’Einstein, la notion 
de solution générale n’est pas univoque. En principe, il peut exister plus d’une 
intégrale générale embrassant chacune non toute la variété des conditions 
initiales concevables, mais seulement une certaine partie finie de cette variété. 
Toute intégrale de cette espèce contiendra tout l’ensemble exigé de fonctions 
arbitraires, qui pourront toutefois être soumises à des conditions déterminées 
du type inégalités. Ceci étant, l'existence d'une solution générale avec singu- 
larité n'exclut pas l’existence d’autres solutions générales sans singularité. 
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La singularité propre à la solution de Kasner (103,9) ! a un 
caractère bien plus général. Elle se rapporte à une classe de solu- 
tions où les termes principaux du développement du tenseur métrique 
spatial (dans le référentiel synchrone) ont au voisinage du point 
singulier (t =: Q) la forme: 


Vas = LP lp t2Pmm,mp + t2Pnnng, (114,1) 


1, m, n étant trois fonctions vectorielles des coordonnées, et py, 
Pm+ Pn des fonctions des coordonnées liées par les deux relations 
(113,11). L'équation R° — 0 pour le champ dans le vide est auto- 
matiquement vérifiée dans ses termes principaux par la métrique 


(114,1). Mais pour la vérification des équations RÈ = 0, la condi- 
tion supplémentaire suivante est nécessaire : 


lroti—0 (114,2) 


pour celui des vecteurs 1, m, n qui figure dans (114,1) avec la puis- 
sance négative de t (soit, pour fixer les idées, p; = p1 << 0). On peut 
voir d’où vient cette condition déjà par la considération des équations 
(113,3) du paragraphe précédent, qui correspondent à un choix 
particulier de 1, m, n. La solution (113,2) ne serait légitime pour 
ces équations jusqu’à la valeur £ — 0 que si À = 0, alors qu'aux 
seconds membres des équations disparaissent les termes a°?/2b°c°, 
lesquels croissent plus vite que {-* lorsque £ —+ 0. Mais l’exigence 
que la constante de structure À — C?, soit absente signifie, d’après 
(112,15), précisément la condition (114,2). 

En ce qui concerne les équations R2 — 0, qui ne contiennent 
que les dérivées premières par rapport au temps des composantes 
de Yes, elles conduisent encore à trois relations (ne contenant pas 
le temps), qui doivent être imposées aux fonctions des coordonnées 
dans (114,1). Avec (114,2), on a donc en tout 4 conditions. Ces con- 
ditions lient entre elles 10 fonctions des coordonnées: les trois com- 
posantes de chacun des vecteurs 1, m, n et une fonction dans les 
‘exposants (une quelconque des trois fonctions p; Pm» Pn liées par 
les.deux relations (113,11)). Déterminant le nombre de fonctions 
physiquement arbitraires, on notera aussi que le référentiel syn- 
chrone utilisé admet encore des transformations arbitraires des 
trois coordonnées spatiales n'’affectant pas le temps. Dès lors, la so- 
lution (114,1) contient en tout 10 — 4 — 3 = 3 fonctions physique- 
ment distinctes — une de moins qu'il n’en faut pour la solution 
générale dans l'espace vide. 

L'introduction de la matière ne réduit pas le degré de généralité 
atteint: la matière «s'inscrit» dans la métrique (114,1) avec les 


1 Pour les calculs correspondants, cf. E. Lifchitz, 1. Khalatnikov, J. Phys. 
Expér., Théor. (JETF), 39, $00, 1960 (en russe); Adv. Phys., 12, 185, 1963. 
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4 nouvelles fonctions des coordonnées qu'elle apporte, qui sont 
nécessaires pour la donnée de la distribution initiale de sa densité 
et les trois composantes de la vitesse (comparer prob. 3 $ 103). 

Des quatre conditions devant être imposées aux fonctions des 
coordonnées dans (114,1), trois conditions résultant des équations 
R? = 0 sont « naturelles » ; elles apparaissent comme conséquence 
de la structure même des équations de la gravitation. Quant à l'im- 
position de la condition supplémentaire (114,2), elle entraîne la 
« perte » d'une fonction arbitraire. 

Par définition, la solution générale est parfaitement stable. 
L'’imposition d’une perturbation quelconque équivaut au change- 
ment des conditions initiales à un certain instant, et comme la solu- 
tion générale admet des conditions initiales arbitraires, la perturba- 
tion ne saurait changer son caractère. Par contre, pour la solution 
(114,1) la présence de la condition restrictive (114,2) signifie, 
en d'autres termes, l'instabilité par rapport aux perturbations 
violant cette condition. L'imposition d’une telle perturbation met 
le modèle dans un autre régime, qui, partant, est parfaitement 
général. 

C'est précisément une telle étude qui a été faite au paragraphe 
précédent pour le cas particulier d’un modèle homogène. Les cons- 
tantes de structure (113,2) signifient justement que pour un espace 
homogène du type IX tous les trois produits 1 rot 1, mrotm,nrotn 
sont non nuls [comparer (112,15)]. Ceci étant, la condition (114,2) 
ne pourra certainement pas être vérifiée, quelle que soit la direction 
à laquelle est rapportée la puissance négative du temps. L'étude 
des équations (113,3-4) faite au $ 113 a explicité l'influence exercée 
sur le régime kasnérien par une perturbation liée à la quantité À = 

= (l rot l}/v. 

Bien que l'étude d’un cas particulier ne puisse dégager tous 
les détails du cas général, elle)permet tout de même de conclure 
que la singularité dans la solution cosmologique générale a le carac- 
tère oscillant décrit au $ 1131. Soulignons derechef que ce caractère 
n’est pas en rapport avec la présence de la matière et qu'il est déjà 
par lui-même le propre de l'espace-temps vide. 

Le régime oscillant à l'approche du point singulier confère un nou- 
vel aspect à la notion même de temps fini. Entre un instant d'uni- 
vers { fini quelconque et l'instant £ = O il y a une infinité d’oscilla- 
tions. En ce sens le processus revêt un caractère infini. Une variable 
plus naturelle que £{ pour sa description est (mention en a été faite 
au $ 113) 1n {, par rapport auquel le processus s'étend jusqu'à —co. 


1 On peut trouver un exposé pus détaillé dans: V. Bélinski, 1. Khala- 
tnikov. E. Lifchits, Adv. Phys., 1970. 
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Nous avons partout parlé du sens d'approche du point singulier 
comme du sens de décroissance du temps; mais, eu égard à la symé- 
trie des équations de la gravitation par rapport à l’inversion du signe 
du temps, on pourrait de plein droit approcher le point singulier 
dans le sens des £ croissants. Mais en réalité, du fait de la non- 
équivalence physique du futur et du passé, il y a entre ces deux cas 
une différence essentielle en ce qui concerne la position de la question 
elle-même. Une singularité dans le futur ne saurait avoir un sens 
physique que si elle est admissible pour des conditions initiales 
arbitraires données à un certain instant antérieur. Or, il n’y a aucu- 
ne raison pour que la distribution de la matière et du champ réali- 
sée à un instant quelconque au cours de l'évolution de l'Univers 
corresponde aux conditions spécifiques exigées pour la réalisation 
de telle ou telle solution particulière des équations de la gravitation. 

Pour ce qui est de la question du type de singularité dans le passé, 
il est peu probable qu’une étude partant des seules équations de la 
gravitation puisse donner une réponse univoque. Il est naturel de 
penser que le choix de la solution correspondant à l'Univers réel 
est lié à certaines exigences physiques profondes, qui ne peuvent 
se déduire à partir de la seule théorie existante et dont l'explication 
ne sera possible que par la synthèse future des théories physiques. 
En ce sens, il se pourrait, en principe, qu’il corresponde à ce choix 
un type particulier quelconque de singularité (par exemple isotrope). 
Néanmoins, il est a priori plus naturel de penser, en raison du carac- 
tère général du régime oscillant, que c'est lui précisément qui doit 
décrire les phases initiales de l’évolution de l'Univers. - 
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